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OMPP 2 - LES RELATIONS LOCALES DE L'ELECTROSTATIQUE

1 L’opérateur divergence

1.1 Définition intrinseque

Le flux sortant d’un champ vectoriel A(M,t) & travers une sur-
face fermée élémentaire entourant un volume dr au voisinage
du point M, peut s’écrire :

ay

dé — divA(M, t) .dr 7

dt
ce qui définit de maniére intrinséque ® 1’opérateur divergence.

a. Définir de maniére intrinséque un opérateur consiste a ne pas faire intervenir
de base de projection dans sa définition.

On peut noter divX(M ,1) ou ?X Dans ce dernier cas, on dit "nabla scalaire Z" plutot que "diver-
gence de X".
1.2 Propriétés

@ L’opérateur divergence transforme le champ vectoriel

{f_f(M, tyou MeDettec I} en le champ scalaire {divff(M, tyou MeDette I}

@ L’opérateur divergence est un opérateur linéaire.

N4 Démontrer la linéarité de lopérateur divergence
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1.3 Expression dans les différents systémes de coordonnées

B Coordonnées cartésiennes

Soit le champ vectoriel Z(M7 t) = A (M, )€, + Ay (M, )€, + A.(M,t)€, alors

0A,
ox

o4,
(M,t)+a—y(M,t)+

0A,
0z

A div A (M, t) = (M, ) P

Preuve (hors-examen) : Considérons un parallépipede élémentaire de centre M(x,y, z), de cotés dz,
dy, dz.

-
e
|
M 4+ | >
T L (] —-»ey
dz|
e .-
.... | T
dy |

Au premier ordre, le flux sortant d’'un champ A sécrit -

d d
dp = Ay(x + ;, Y, 2, 1)y - dy dzéy, — Ay(z — ;, Y, 2, )€y - dy dzé,

d d
+ Ay(z,y + _y’ z,t)ey - drdzéy, — Ay(x,y — —y, z,t)€y - dr dzéy

2 2
d d
+ Ay, 2+ 0 - dedye, — Ax(,y, 2 — S 08 - dodyé,

B (8Ax 04, N 0A,
\ Oz oy 0z

).da: dydz

En divisant par dr = dx dy dz, on en déduit :

0A, 0A, O0A,
+ =Yy

. /_f _
div ox dy 0z
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%\ Montrer que ?Z s’écrit bien de la méme facon en coordonnées cartésiennes.

T % A2 A DA s
VoA =]y wo )y I
A

>y 7
)
1% Aqa

Attention : Ce calcul n’est valable qu’en coordonnées cartésiennes! En coordonnées
cylindriques et sphériques on ne peut pas simplement effectuer le produit scalaire entre
I'opérateur Nabla et le champ de vecteur pour calculer la divergence.
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B Autres systémes de coordonnées

Si vous deviez avoir besoin de 'expression de la divergence d’un champ de vecteurs en coordonnées
cylindriques ou sphériques, I’énoncé de I’exercice vous les rappellerait.

Coordonnées cylindriques

Coordonnées sphériques

An(r,0,2,1) Ar(r, 0, 0,1)
AL = | Ag(r6,21) AL = | A9(r,0.6.)
AZ(T,Q,Z,t) Aw<r797§07t)
, 1orA, 104y 0A. |, 1 0(r°A,) 1 0(Agsind) 1 0A
A(M, 1) = = - A t) = — 2
div A(M. ) r Or + r 00 * 0z div A(M, 1) r2  Or + rsin 6 00 rsinf Oy
1.4 Théoreme de Green-Ostrogradski
Soit un volume V délimité par une surface fermée S. On peut
exprimer le flux de A(M,t) & travers S en intégrant divA(M,t) AM)
s X 7

sur le volume V :

ﬂ A(M, t).dS flegy = // divA(M, t).dr
S 1%

1.5 Représentation visuelle de la divergence

F1GURE 1 — Exemple d’un champ de vecteurs a divergence non nulle
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2 Equation de Maxwell-Gauss - Théoréme de Gauss
2.1 Relation locale : équation de Maxwell-Gauss

L’équation de Maxwell-Gauss est un des quatres postulats fondamentaux de

I’électromagnétisme, les équations de Maxwell. Elle relie ® le champ électrique
FE et la densité volumique de charges p :

daivB () = 2

€0

a. Cette équation est valable en régime statique et en régime quelconque

2.2 Relation intégrale : théoréme de Gauss

Soit (S) une surface fermée . Le théoréme de Gauss affirme que le flux du champ

électrostatique créé par une distribution de charges est égal a la charge contenue
a lintérieur de (S) que divise ¢ :

# E d?ext th
(S)

€0

Le Théoréme de Gauss est une conséquence de la relation de Maxwell-Gauss

a. Rappelons qu’une surface fermée est une surface engendrant un volume

%x Démontrer le théoréme de Gauss

O o div Er) = \f——— o

//O{:v(;oﬂ()c // @['MZ‘ sz

1

Dm é?(ﬂ)o{g(ﬂ) = Q"M‘L

Sy 61’
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3 L’opérateur laplacien scalaire
3.1 Définition

Soit {f(M,t) ou M € D et t € T} un champ scalaire. On définit ’opérateur lapla-
cien scalaire de maniére intrinseque comme :

Af(M. 1) 2 div (gradf (M, 1))

Af(M,t) se lit «laplacien scalaire de f (en M a la date ¢)».

3.2 Propriétés

@ L’opérateur laplacien scalaire transforme un champ scalaire en champ scalaire.

@ L’opérateur laplacien scalaire est un opérateur linéaire, c’est-a-dire que si

A et u sont deux réels, {f(M,t) ou M €D ettecZ} et {g(M,t)ou MeDettecl}
deux champs de scalaires alors :

AN + pg] (M, 1) = MAF(M, £) + nAg(M, )

3.3 Expressions dans les différents systémes de coordonnées

3.3.1 Coordonnées cartésiennes

En coordonnées  cartésiennes, le

laplacien scalaire du champ
{f(M,t) ot M € D et t € I} s’écrit :

0? 0? 0?
O AfF(M, L) = a—;;(M, t) + a—yf(M, t) + G—ZJQC(M, Hlo

%\ Démontrer ’expression du laplacien scalaire en coordonnées cartésiennes.

A/zxw(ﬁ;): 2/

N
S
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3.3.2 Autres systémes de coordonnées

Dans les autres systémes de coordonnées, on utilise un formulaire.

Coordonnées cylindriques :

ofy  12f @f °f 10f 10 0
)+7‘_2892+822_8r2+7“8r+r2892 522

Al = 1"87" < or

Coordonnées sphériques :

0*f 20f 1 0%*f 1 of 1 0%f

Af=2L 290 2 95
/ or? r8r+r2 A2 rZtanpde  r?sin?g 002

4 Equation locale potentiel électrostatique - source

4.1 Equation de Poisson

B Un potentiel électrique V(M) est solution de léquation de Poisson :

avon - 220

B Dans le cas d’une distribution finie, les solutions de I’équation de Poisson sont
les expressions du potentiel données dans le chapitre précédent.

%\ Démontrer la loi de Poisson.

Om. « a«rww [ 7szc-com A wawa[/-w:

ivE = C— A E=-goad V

donc 0(A\/ (KJ V) = ﬁ

FM/ wawuée p&t\/(jf\ = AV = -
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Q Cette relation qui lie un potentiel électrique a sa source, est en accord avec le fait que le théoreme
de superposition persiste pour un potentiel électrique. La linéarité de 'opérateur laplacien scalaire
implique en effet que si :

e {p1(P); P € (D1)} crée {Vi(M); M € R3}
e ct {pa(P); P € (Da)} crée {Vo(M); M € R?}
alors {\p1(P) + ppa(P); P € (D1) U (D2)} crée {A\Vi(M) + uVa(M); M € R3}.

4.2 Cas particulier : équation de Laplace

B Sil existe une région (D) de lespace ou VM € (D), p(M) = 0 alors léquation de Poisson
devient :
AV (M) =0

On nomme équation de LAPLACE une telle équation.
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