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1.1 GENERALITES

DEFINITION 1

Une forme bilinéaire sur E est une applecation ¢ : E x E — R telle que pour tout x € E, y — ¢(x,y) est
linéaire et pour tout y € E, x — p(x,y) est linéaire :

V (A1, X2) € R2Vay, 29,y1,12 € E,

oMz + Xozo, 1) = A (21, 91) + Ao (T2, 91)

0 (z1, My1 + Aay2) = M@ (21, y1) + Ao (21, 42)

On dit que
- est symétrique siVx,y € E, ¢ (z,y) = ¢ (y,x)
- @ est antisymétrique siVx,y € E, ¢ (z,y) = —¢ (y, )
- @ est positive : Yz € E, ¢ (z,z) > 0.
- @ est définie positive : Vo € E\ {0}, ¢ (z,x) > 0.

DEFINITION 2

Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique définie positive
@ sur E.

On notera souvent le produit scalaire (| ) ou < | >.

EXEMPLE 3 —



1.1. GENERALITES

1. Sur R™, le produit scalaire euclidien canonique est défini par
n

(zly) =D wy; ='XY
i=1

ol T = (xh'" 7:1771) :tX Cty: (y17"' 7yn) :tY'
b
2. Si E =C%a,b],R), alors (f,g) / fg est un produit scalaire.

3. Si E est lespace vectoriel des fonctions a valeurs réelles définie sur R, continues et 2mw-périodiques,
™

alors (f,g) — fg est un produit scalaire.

—T

4. Si E =R,[X], alors (P,Q) — Z P(a;)Q(a;) définit un produit scalaire ot les réels a; sont deuz d

i=0
deux distincts.
5. Si E =R[X], alors
d d _ d _
(a) (P,Q) +— Z a;b; définit un produit scalaire ot P = Z a; X" et Q = Z b; X".
i=0 i=0 i=0

—+oo
(b) (P,Q) — / P(t)Q(t)e~t dt définit un produit scalaire.
0

DEFINITION 4

Un R-espace vectoriel E muni d’un produit scalaire p sur E est un espace préhilbertien. On écrira : soit
(E, @) un espace préhilbertien.

Si E est de dimension finie, on dit que E est un espace vectoriel euclidien.

REMARQUE 5 —
1. Pour montrer que @ définit un produit scalaire on vérifie que p est symétrique, lin€aire suivant
lune des deur variables puis on montre que Vx € E, p(x,x) > 0 avec égalité ssi x = 0.

2. Si (E,p) est un espace préhilbertien, on écrira ||z|| = \/p(x,x) s%il n’y a pas ambiguité.

THEOREME 6
Soit (E, (| )) un espace vectoriel préhilbertien.

1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

Va,y € B, (z]y)* < (z]z) (yly)
et on a égalité ssi x ety sont liés.

2. (Inégalité de Minkowsky)
Ve,y € E, Jlz +yl < [lzll + llyll

et on a égalité ssi x et y sont positivement liés.

Preuve — On pose pour t € R, P(t) = ||z + ty||? = ||=||? + 2¢t(z|y) + t||y||? > 0. P est un polynéme de degré au plus 2.

1. Si||ly|]| = 0, alors les inégalités de Cauchy-Schwarz et Minkowsky sont en fait des égalités. Dans ce cas = et 0 sont
positivement liés.

2. Sinon, P est un polynéme de degré 2 de signe constant, son discriminant est négatif,
§ = (zly)? — ll=l* llyll* < 0,
ce qui donne exactement l'inégalité de Schwarz et on a une égalité ssi le discriminant est nul : dans ce cas la racine
double de P to vérifie ||z + toy|| = 0 et x et y sont liés.
3. Pour l'inégalité de Minkowksy, on compare les carré :

le+yl* = llzll* + 2(zly) + Ily]1?
<l + 22/l lyll + lly]I* (Cauchy — Schwarz)
< (el + Iyl

Le cas dégalité correspond au cas d’égalité dans Cauchy-Scwarz plus (z]y) > 0. Donc z et y sont liés et si z = Ay,
on a bien A > 0 (le cas y = 0 a déja été traité.)



1.2. EXPRESSION MATRICIELLE DU PRODUIT SCALAIRE

O
EXEMPLE 7 —
1. Montrer les inégalités suivantes et donner les cas d’égalité :
n 2 n b 2 b
vz € R”, (Zx) <nd aj; Vfecl(ab),R), (/ f) < (b—a)/ 2
i=1 i=1 a a
2. Soit f € C*([a,b],R) telle que f(a) = 0. Montrer que
b 2 b
bh—
[irpa< B0 [P
Pour cela, on écrit pour tout t € [a,b]
t 2 t 2
sop = ([ rwas) < ([ 1)
t t b
< [ va [1r@Pa<t-o [ 1@k
qu’il suffit d’intégrer. Peut-on avoir égalité ¢
3. Par récurrence, on montre que si (E,(|)) est un espace préhilbertien, alors
VpeN', Vay, - xp € B, oy + -+ +xpl| < ol + -+ [lzp]]-
Quand a-t-on égalité ?
1.2 EXPRESSION MATRICIELLE DU PRODUIT SCALAIRE
Dans ce paragraphe, E est un R espace vectoriel de dimension finie.
DEFINITION 8
La matrice d’une application ¢ bilinéaire sur E rapporté a la base B = (e1, - ,ey) est la matrice
A= (@(eivej))lgm‘gn € Mn(K)
PROPOSITION 9
Soit ¢ bilinéaire de matrice A sur E rapporté la base B. Alors
Vr,y € E, ¢(x,y) = "X AY.
Preuve — On a posé © = (v1,-++ ,on) =X et y = (y1, -+ ,yn) = 'Y, et
olz,y) =¢ <Z$i€ivzyjej) = Z zy;p(es,e5) = X AY.
i=1 j=1 1<i,j<n
O

ProrosiTionN 10
Une forme bilinéaire sur E est symétrique (resp. anti-symétrique) ssi sa matrice A dans une base B de E
est symétrique (resp. antisymétrique).

Preuve — Si ¢ est symétrique (resp. anti-symétrique), alors A = (p(ei,€5)); <, j<n €st symétrique (resp. antisymétrique)

puisque (e, e5) = p(ej,e;) (resp. @(ei, e;) = —p(ej,eq)).
Réciproquement, comme

Vz,y € E, p(x,y) = ' XAY = p(z,y) = to(z,y) =1 (tXAY) =tYtAT(PX) =TYTAX.

Et donc si A est symétrique (resp. anti-symétrique), alors p(z,y) = ¢(y,x) (resp. p(z,y) = —¢(y, x)). O



1.3. LA NORME EUCLIDIENNE

COROLLAIRE 11
nn+1) ; n(n—1)

Les dimensions de Lo(E), L5(E) et LI(E) sont respectivement n?, 5 e 5

Preuve — Ce sont les dimensions des espaces des matrices carrées, carrées symétriques et carrées anti-symétriques d’ordre
n.

O

EXEMPLE 12 —

1. Montrer que ¢ : ((il) , <zl>) — 221y1 + Bxays + 3212 + 3xoy1 bilinéaire symétrique sur R? :
2 2

T Y1 e fz1) (2 3\ (m ¢ (T Y1
s = = M
(@) G =G G 3 G- () ()
avec M matrice symétrique. Donc ¢ est bilinéaire symétrique.
2. Soit o3 : R? x R? — R,
P2(X,Y) = 221y1 + 4w2y2 + 5x3ys + 3x1Y2 + 3T2y1 + 521y + Sr3yr + 3x2ys + 223Y2

n’est pas symétrique car p(ea,e3) = 3 et p(es, e2) = 2.
3. Soit 3 : R? xR3 = R

©3(X,Y) = w1y1 + 22292 + 3Y3 + T2Y3 + T3Y2

est une application bilinéaire symétrique, car sa matrice associée dans la base canonique est

1 00
symétrique : M =10 2 1
01 1
1 2 3
4. Soit A= |2 4 5| Déterminer la forme bilinéaire symétrique sur R® de matrice A dans la base
3 5 6

canonique.

PROPOSITION 13
(Changement de bases) Soit B et B deux bases de E et P la matrice de passage de B a B'. Si ¢ est une
application bilinéaire symétrique de matrice A dans la base B et de matrice A’ dans la base B, alors

A" ='PAP.

Preuve — En effet, si z,y € F de coordonnées X et Y dans B et X’ et Y/ dans B’. Alors X = PX' et Y = PY’, on en
déduit que
EXAY = X" PAPY’

donc pour tous vecteurs colonnes X’ et Y/ tX'A’Y' = tX'"'PAPY' et tX'(A’ —tPAP)Y’ = 0, d’ou I’égalité annoncée. (I

REMARQUE 14 — [l résulte de la formule de changement de base que det A’ = (det P)?det A, donc on
ne peut pas définir de déterminant d’une forme bilinéaire indépendamment d’une base, mais le signe du
déterminant lui, ne dépend pas de la base. Par contre le rang est invariant.

REMARQUE 15 — Si ¢ est une application de E? — R qui s’écrit p(x,y) = ' XAY avec X etY les
coordonnées de x et y dans une base donnée, alors ¢ est bilinéaire, et est symétrique ssi A Dest.
La question de savoir si ¢ est positive ou définie positive est plus subtil.

1.3 LA NORME EUCLIDIENNE

PRroPOSITION 16
Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire (| ). L’application || || : © — +/(z|x) est une
norme sur E, appelée norme euclidienne associée a (| ).



1.3. LA NORME EUCLIDIENNE

Preuve — L’application || || est une norme car
1. ||lz|| =0 < (z|z) = 0 < = = 0 car un produit scalaire est défini positif.
2. |IAz|| = v/(Mz[Az) = /A2 (z]z) car un produit scalaire est bilinéaire, d’ott || Az|| = |A| ||z||

3. lz+yll < lz]l + |ly|]| d’apres I'inégalité de Minkowski et on a égalité ssi z et y sont positivement liés.

PROPOSITION 17
Soit E un espace muni d’un produit scalaire (| ) et || || la norme euclidienne associée. Pour tout (x,y) €
E?

Lz +y)* = [l + lyl* + 2 (zly)

2. e = yl* =l + lyl* - 2 (2[y)

3. e+ yl* = e —yl* = 4(aly)

4o lz+yl® + [z -yl =2 (HSEH2 + ||y||2) (Identité du parallélogramme)

Preuve — Développer les produits scalaires sous-jacents. L’identité du parallélogramme se traduit géométriquement : “la
somme des carrés des longueurs des c6tés du parallélogramme est égale & la somme des carrés des longueurs des diagonales

du parallélogramme” O

On sait que si (| ) est un produit scalaire, alors  — /(z|x) est une norme.

On se pose la question : “réciproquement, si IV est une norme, est-ce une norme euclidienne, c’est-a-dire
existe-t-il un produit scalaire ( | ) dont la norme N est issue ? ” La réponse n’est pas toujours oui, et on
cherche une condition nécessaire et suffisante sur IV, pour qu’elle dérive d’un produit scalaire. On peut
montrer que vérifier I'inégalité du parallélogramme est une condition nécessaire et suffisante, mais nous en
donnons ici une plus élémentaire et tres utile.

PROPOSITION 18
N est une norme euclidienne si et seulement si

1
(@y) = 5 (N (@ +y) = N* (2) = N* ()
est un produit scalaire.

Preuve — Si N est une norme euclidienne issue d’un produit scalaire ( | ), alors
N?(z+y) — N?(2) = N? (y) = (z + ylo + y) — (z]z) - (yly) = 2 (),
donc (z,y) — % (N (x+1y)?— (N (z)?— (N (y))2> est un produit scalaire.
Réciproquement, si (z,y) — % (N2 (z+y) — N2 (z) — N2 (y)) est un produit scalaire (.,.), alors pour tout = € E, (z,z) =

% (N (x4 z)% = (N ()% = (N (:c))Q) ,or N étant une norme, ’homogénéité assure (z, x) = % (4N (x)2 — (N (z))2 — (N (z))2> =
N2 (z), donc N est euclidienne issue de (.,.) O

EXEMPLE 19 —

1. Montrer que N : (x1,z9) — \/x% + 2x129 + 396% sur R? est une norme euclidienne.
Posons ¢ ((x1,22), (Y1,92)) = T1y1 + T1Y2 + X2y1 + 3x2ya, alors ¢ est bilinéaire symétrique et
o (w1, 22) , (21, 12)) = 224221294322 = (z1 + 22)°+222, donc ¢ est définie positive ; il s agit donc
d’un produit scalaire, et N (x1,22) = \/go ((x1,22), (x1,22)), donc N est une norme euclidienne.

2. La norme || oo n'est pas une norme euclidienne sur R™ car lidentité du parallélogramme n’est pas
vérifiée : si x = (2,0,---,0) et y =(0,1,0,---,0), on a

8= [l +yl% + Il — yl% # 2 (l2l% + llyl3) = 10

REMARQUE 20 — Nous avons montré que sur un espace vectoriel euclidien (donc de dimension finie)
toutes les normes sont équivalentes, mais en fait seules les normes euclidiennes donneront une géométrie
qui correspond a la géométrie usuelle : la géométrie euclidienne.



1.4. ORTHOGONALITE

1.4 ORTHOGONALITE

1.4.1 Vecteurs orthogonaux

Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (| )

DEFINITION 21
Sotent u,v € E. On dit que u est orthogonal d v, noté u L v, si (ulv) = 0.

%
REMARQUE 22 — Le vecteur nul O est orthogonal a tout vecteur de E, puisque par linéarité a droite :
— -
(u|0. 0) =0.(u] 0) =0 et c’est le seul car si a € E vérifie Vx € E, (a|x) =0, alors (ala) = 0 et donc
a=0.

27
EXEMPLE 23 — Soit E = C° ([0, 27],R) muni du produit scalaire (f|g) = f(@)g(t)dt.
0

Pour tout (n,m) € N x N*, on pose e, = cosnz et f,, =sinmz, alors
1. On calcule (en|fm) :

27 ™
(enlfm) = / cosnx sinma dr = / cosnx sinma dr = 0,
0

—T

car ey fm est 2w-périodique et impaire !
2. Puis pour (m,n) # (0,0),

27 T
(enlem) = / cos nx cos mx dx = / (cos(n +m)x + cos(n — m)zx) dx = by 7
0 0

car ey, est paire et 2mw-périodique et la primitive de cos est sin et (egleg) = 2.

3. Et enfin (fn|fm)
27 ™
(falfm) = / sin na sinma de = / (cos(n —m)z — cos(n + m)z dx = bp,m.
0 0

Les vecteurs de la famille (e, fm) sont donc deuz ¢ deux orthogonaux.

PROPOSITION 24
(Théoréme de Pythagore) Soit E un espace vectoriel réel, alors
Vu,v €E, u Lv < |lu+v|?=|[ul*+|v|*

Preuve — On a |ju +v||? = |lul|® + ||v]|® + 2 (u[v), donc |Ju + v||* = ||Jul|® + ||v]|? si et seulement si (u|v) = 0, soit si et

seulement si u L v. O

1.4.2 Sous-espaces orthogonaux

§ 1. Définitions FE est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire ( | )

DEFINITION 25
Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (| ) et x € E. L’orthogonal de x, noté x, est
l’ensemble des vecteurs orthogonaux a x :

et ={yeE|yla}={yeE| (zly)=0}.

PROPOSITION 26
xt est un sous-espace vectoriel de E.



1.4. ORTHOGONALITE

Preuve — Par définition du produit scalaire, ’application ¢4 : E — K y + (x|y) est linéaire et vérifie ker o, = . O

DEFINITION 27
Soit A C E, une partie quelconque de E (pas nécessairement un sous-espace vectoriel). L’orthogonal de A,
noté AL, est ’ensemble des vecteurs y de E, orthogonauz ¢ tous les vecteurs de A :

At ={ycE|Vzec A z Ly}.

REMARQUE 28 — Par définition, At = ﬂ xzt et done AL est un sous-espace vectoriel de E comme

T€EA
intersection de sous-espaces vectoriels.

§ 2. Propriétés

ProOPOSITION 29

E+ = {0} et {0} = E.

VA,BeP(E), AC B= B+ c At

Si G est une famille génératrice de F alors G+ = F*.

VAeP(E), Ac (A4)"

VF C E sous-espaces vectoriels, F @ F*.

VF,G C E sous-espaces vectoriels, (F +G): = F- N G* et FX + G+ c (FNG)*.

S v o o~

Preuve —

1. C’est la remarque 22.

2. Soit A, B € P (E) telles que A C B, et x € BL. Alors Vy € B, (x|y) =0, donc Vy € A C B, (z|y) =0, dott z € AL.
Ce qui montre 'inclusion B+ C AL,

n
3. D’aprés 2), si F = VectG, alors FX C G1. De plus, si « € G*, alors tout y € F s’écrit y = Z)\kyk, avec
k=1
AL,y An ER et yr, -+ ,y; € G et donc

n
(zly) = > Ak (zlyx) = 0, car Vk € [1,n] (zlyx) = 0
k=1

C’est-a-dire y € F+.

Par double inclusion, on a montré que G+ = F-+.
4. Soit A€ P(E),Vxz € AetVy € A+, alors z L y, donc = € (AL)l7 c’est-a-dire A C (AL)L.
5. Siz € FNFL, alors (z|z) = 0 et = 0, d’ot1 le résultat annoncé.
6. Siz € FL NGt alors Vap +2g € F+ G, (z|zp +2g) =0, donc z € (F + G)*.

Réciproquement si € (F 4 G)L, alors Vo € F, (z|zp) = 0 et Vg € G, (z|zg) =0, donc z € F-NGL. On

conclut par double inclusion.

Pour la derniere inclusion, il suffit de remarquer que F NG C F et FNG C G et de passer a ’orthogonale.

EXEMPLE 30 —

1. Soit F' = vect( ) = Vect(f1, f2). On a F+ = fi- n f&+ =R(1,-1,1).

)

L
—= = O

b
2. Soir E = C°%([a,b],R) muni du produit scalaire (f|g) = / fg et soit F =R[X] C E en assimilant

polynome et fonction polynomiale. Par définition, ‘

F+ ={f€ E|VPcR[X] /bP(t)f(t)dt—O}—{O}

d’apres le théoréme des moments : st pour tout n € N, fab t"f(t)dt =0, alors f =0 qui se montre a

partir du théoréme de Stone-Weierstrass algébrique. On obtient ainsi F+ =0 et (FL)L =FE+#F.
Ceci montre qu’en dimension infinie on a en général une inclusion stricte dans 4.



1.4. ORTHOGONALITE

DEFINITION 31
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire (| ). On dit
que F' et G sont des sous-espaces vectoriels orthogonauz et on note F 1. G lorsque

Vee F, Vye G, = luy.

REMARQUE 32 — Si F = Vect (e1,--- ,¢e,) et G = Vect (f1,--- , fi) deuz sous-espaces de E, alors F L G
si et seulement si pour tout i et j, e; L f;.

PROPOSITION 33
Soient F,G deuz sous-espaces vectoriels orthogonauz de E, alors F C G+ et G C F+, F NG = {0}.

Preuve — La premiere assertion résulte de la définition des sous-espaces orthogonaux et la seconde s’en déduit puisque
FnF+={0}. O

ProPOSITION 34
Soit E muni d’un produit scalaire (| ) et Fy, ..., F} des sous-espaces vectoriels tels que les sous-espaces F;;
sont deuz & deux orthogonauz et supplémentaires (on dit qu’ils sont supplémentaires orthogonauz), alors

Vie[L,]], Ff=F& -oFae - &§.

c’est-a-dire l'orthogonal de l'un des F; est la somme directe de tous les autres.

Preuve — On montre la proposition pour [ = 2 : on sait que F> C FlJ- et Vo € FlJ-, I(z1,22) € Fi X Fo, x = x1 + 22 et
z|x1) = 0 implique 1 = 0 et 2 € F», d’ou l'inclusion inverse et donc 1’égalité.
phq g

La propriété pour | > 3 s’en déduit immédiatement en regroupant les sommes en deux termes. O

1.4.3 Familles orthogonales, orthonormales

Soit E un espace vectoriel muni d’un produit scalaire ( | ) et (;);er une famille de vecteurs de E.

DEFINITION 35

1. La famille (x;);.; est orthogonale si Vi # j, x; L x;.

2. La famille (v;),c; est orthonormale si

1lsii=y
. 2 J
Vi, j € I° (wilzj) = 6iy = { 0siij
. 1 ) .
REMARQUE 36 — Siu est un vecteur non nul, on norme u en posant Wu. Si on a une famille orthogonale
U

de vecteurs non nuls, il suffit de normer les vecteurs de la famille pour obtenir une famille orthonormale.

EXEMPLE 37 —

1. Dans R™ muni du produit scalaire usuel (X|Y) ='XY, la base canonique est une base orthonormée.

1 27
2. Dans C° ([0, 27] ,R) muni du produit scalaire (f,g) = = f () g(t)dt, nous avons montré dans
T Jo
lexemple 235 que la famille
1 . .
( COSZ, -+ ,COSNE, -+ ,sinx, - ,sinmzx,---)

ﬁu

était une famille orthonormée.

PROPOSITION 38
Toute famille orthogonale ne contenant pas le vecteur nul est libre.
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2 P
Preuve — Soient (21, ..., p) et A1, ..., Ap, p scalaires tels que Y A;z; = 0, alors pour tout k € [1,p], on a (Z )\sz|:13k) =0,
i=1 i=1

P
soit > A; (xi]zk) = 0, et si la famille est orthogonale, il vient Ay ||x;€||2 = 0, mais comme z # 0, on obtient A\ = 0. Ceci
i=1
étant vrai pour tout k € [1,p], on en déduit que (z1,...,zp) est libre. O
COROLLAIRE 39

(Caractérisation d’une base orthonormée) Soit (E,( | )) un espace euclidien de dimension n. Alors
(e1,--- ,ey) est une base orthonormée si et seulement si (e;le;) = &; ; pour 1 <1i,j <n.

ProOPOSITION 40
Si (1, ..., xp) une famille de p vecteurs orthogonauz, alors

P 2 P
2
dowf =D il
=1 i=1
p p P p P 2 p
Preuve — le | z; | = Z (wilzj) = Z (x4]x;), d’ou Zmz = Z fls]|%. O
i=1 =1 i=1j—=1 im1 i=1 im1

1.4.4 Orthogonalité en dimension finie

THEOREME 41
Soit E un espace euclidien (donc de dimension finie) et F C E, alors

FeFt=FE.
1
On dit que F est le supplémentaire orthogonal de F, et on peut écrire F & F+ = E.

Preuve — Si F' = {0}, on a F- = E et donc la propriété est vérifiée. On suppose maintenant que F # {0} et soit (f1,..., fp)
est une base de F'.
On définit application linéaire
;o E oo R
F e o (@) )
Par définition,

Ker f = ({f1, -, fy})F = (Vect (f1,..., fp))t = F*.

D’apres le théoréme du rang, on en déduit
dim F+ =dim E —rg (f) > dim E — p.
Mais nous savons aussi que les sous-espaces vectoriels F' et F1 sont orthogonaux, donc ils sont en somme directe. D’ot

dim F+ < dim E — dim F = dim E — p.

Les deux inégalités montrent que dim F + dim F- = dim E et les deux espaces sont bien supplémentaires. O

COROLLAIRE 42
Dans un espace vectoriel euclidien :

1. dim F* = dim E — dim F’
2. (FY)" = F (car F c (FY)" et dim (F1)" = dim E — dim F+ = dim F)

REMARQUE 43 — Cles résultats sont faux en dimension infinie!.

1.5 PROJECTION ORTHOGONALE

1.5.1 Définitions

DEFINITION 44
Soit (E,( | )) un espace vectoriel préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E tel que E = F @ F+. La
projection sur F' parallélement & F- s’appelle projection orthogonale sur F' et on la note pp.
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X=p(x)

p(x)

REMARQUE 45 —

1. Une projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel n’est pas toujours définie en dimension
infinie : F' et F+ ne sont pas nécessairement supplémentaires.

yeF

2. Par définition, y = pr (x) est l'unique vecteur de E vérifiant { v—ye Rt

3. On a alors pour tout x € E, pp1 (x) =x — pr (x).

EXEMPLE 46 — On munit M,, (R) du produit scalaire (M|N) = tr (‘M N) ; donner une expression de la
projection orthogonale sur S, (R) l'ensemble des matrices symétriques pour ce produit scalaire.

Preuve — L’application

(M, N) — tr (tMN) = Z <Zal,kbl,k> = Z ay kb k

k=1 \i=1 1<k,l<n

est le produit scalaire euclidien canonique sur R".
Soit M € My, (R), on peut écrire

M+tM  M—tM { 3 ("M + M) € S (R)
= avec

M +
2 2 M—3(M+ M) =13 (M-tM) e A, (R)

L’application ¢ : M % (*M + M) est linéaire idempotente, donc c’est une projection sur Sy, (R) paraléllement & A, (R).
Montrons que ces deux sous-espaces sont orthogonaux : si A € A, (R) et B € Sy, (R), alors

—tr (AB)

(A|B) = tr ("AB) = { tr ({(*fAB)) = tr (BA)

et comme tr (BA) = tr (AB), on obtient (A|B) = 0 ce qui montre que A, (R) &+ (S, (R)) et ¢ est la projection attendue. OJ

1.5.2 Opérateur de projection

DEFINITION 47
On appelle opérateur de projection sur une droite vectoriel ’application :

Proj: ExFE — FE
(ulv)
(ufu)

(u,v) — Proj,(v) = u, siu#0 et sinon.

PROPOSITION 48
Pour u # 0 fizé, alors Proj,, est la projection orthogonale sur K.u.

Preuve — On doit montrer que la projection orthogonale existe.

On sait que K.u et ut sont en somme directe, Il faut encore montrer que tout v € E s’ecrit Au + v1 avec vy € ul, mais
I’énoncé nous suggeére v = v — Proj,, (v), ce qui revient & vérifier que :
ulv
(v —Proj,(v)) Lu=0 <= (ulv) — (ul )(u|u) =0
(ulu)
et ’égalité de droite est vraie. O

PROPOSITION 49
Soit (E,( | )) un espace vectoriel préhilbertien, F' = Vect (e, ..., ep) un sous-espace vectoriel de E tel que

10
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(e1,...,ep) est une famille orthogonale. Alors pr la projection orthogonale sur F' est bien définie et

P
Vee E pp(x)= Zijei (z).
i=1

En particulier, si (e1, ...,ep) est orthonormée

P

Ve e E pr(z)= Z(ﬂei) €

=1

Preuve — On procéde comme dans le cas de la projection orthogonale sur une droite.

P
On pose rp = ZProjei(x) € F et pour tout ey,

i=1
(ex|a)
(exlex)

P
(exlz —xp) = (exlz — Y Proj,, (2)) = (exle) — (ex|
i=1

ex) =0

donc z —ap € FL. On en déduit que E = F @ F1, la projection pr est bien définie et les égalités découlent immédiatement

de ce qui précede.

1.5.3 Procédé de Gram-Schmidt

O

Le procédé de Gram-Schmidt montre en particulier I'existence d’une base orthonormée pour tout espace

vectoriel euclidien.

PROPOSITION 50

Soit (E,(])) un espace vectoriel euclidien, et (f1,..., fn) une base quelconque de E. Il existe une base

orthonormée (e, ..., e,) vérifiant :

Vi € [1,n], Vect(ei,...,e;) = Vect (f1, ..., )

De plus, si on impose de plus que (file;) > 0 pour tout i € [1,n], alors la base (ey,--- ,e,) est unique.
fk+1
Sk+l
gk
P(fyyp)
g, g1
Preuve — Le procédé de Gram-Schmidt utilise un famille orthogonale (g1, - ,gn) intermédiaire : on notera F; =
vect (f1,-+, fi)-
1/ g1=f1 et€1:gil§
llgall
2/ g2 = fo —pr,(f2) = fo — Proj,, (fo) = f2 — (91|f2)g1 et eg= T2,
(g91l91) llgzll
3/ 93=f3 —pr,(f3) = f3 — (gl‘fg)m _ (o2lfa) 2 et eg = 22
(91l91) (92192) llgsll

11
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g1lf gn—1|f g
n/ gn:fn_pFn—l(fn):fn_( |n)91_"'_7(n |n) gn—1 €t en = oo
(g1l91) (gn-1lgn—1) llgnll
Par construction, (g1, ,gn) est une base orthogonale de E et & chaque étape g; € F;. Enfin, pour une base (e1, - ,ey)

obtenue, on doit avoir e; € F; N FiL—l et unitaire, donc dans R, on a deux choix (& +1 prés), mais si on suppose (e;, f;) > 0,

alors e; est uniquement déterminé. O

EXEMPLE 51 — Déterminer une base orthonormée de R? pour le produit scalaire défini par

(x|ly) = 2w1y1 + T2y2 + T1Y2 + T2y1-

C’est un produit scalaire car la matrice associée est

2 1
=)
qui est clairement symétrique, donc (| ) est bien une forme bilinéaire symétrique, et en écrivant (z|z) =
22 + (21 + 22)° on voit qu’elle est définie positive.
Ensuite, R?> admet pour base (fi, f2) avec fi = (1,0) et fo = (0,1). Nous allons utiliser le procédé de

Gram-Schmidt :
g1 1 1

lotll ~ /O + 1)]81 = Al

2 o = = Proi, (1) = o - L = (T%)

= ] - i+1<— : (%) =2 ()
1

Et ainsi (<\6§> , (\\/ﬁi)) est une base orthonormée de R? pour (| ).

1.g1=frete =

REMARQUE 52 —

1. On note P la matrice de passage de C = (f1,-+ ,fn) ¢ C' = (€1, -+ ,€n). A chaque étape

mgk o O e £+ (el f)en.

fe=get (91|g1)

Donc P~ est triangulaire supérieure d’éléments diagonauz (filex).

2. En pratique, on peut choisir les vecteurs g; a un scalaire pres, la famille des g; restera orthogonale,
on peut donc choisir pour ag;, ce qui peut grandement simplifier les calculs.

3. Remarquons que l’on vient de montrer que si (g1,--- ,gn) €st une base orthogonale de E, alors
Ve e FE, ona
x = Proj,, (z) + -+ + Proj, (z).

4. Le procédé de Gram-Schmidt se généralise a une famille (f;);en qui permet de construire une
famille orthonormée (e;);en-.

1.5.4 Projection orthognale sur un sous-espace vectoriel de dimension finie

REMARQUE 53 — Soit E un espace vectoriel préhilbertien. Si ' C E est de dimension finie de base
orthognale (f1,---, fp), on a vu que la projection orthogonale existait

p
Vee E pp(x)= ZProjei(:ﬂ).
i=1

12
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Le procédé de Gram-Schmidt montre que si F' est de dimension finie, alors la projection orthogonale sur
F eziste et en particulier E = F @ F*.
De plus, Vo = xp +xp1 € E, pp(z) = 25 et ||z||* = ||2r||? + |xpL ||, ce qui montre que

Ve e B, |pr(@)l < ||z

En particulier une projection orthogonale est toujours continue! On a une sorte de réciproque

PROPOSITION 54
Soit p un projecteur de E, alors p est un projecteur orthogonal ssi

Ve e E, [lpr(@)| < [lz.

Preuve — Si p est la projection sur F paralellement & G et que Vz € E, ||pp(2)| < ||lz||
On veut montrer que zp L xg, pour cela écrivons que pour tout A € R

lp(zr +Xea)|I” = lzpl® < lzr + Azc|?

ce qui est équivalent a
A (Mzcl? +2(zrlee)) 2 0

Un polynome scindé de degré au plus 2 non constant n’est de signe constant que s’il admet une racine double et donc
(zr|za) = 0. La projection est orthognale.
La réciproque a déja été traitée. O

PROPOSITION 55
(Inégalité de Bessel) Soit (E,{ | )) un espace préhilbertien et (e;,i € I) une famille orthonormale, alors

pour tout f € E, on a
> {fle® < M1
iel

en particulier la famille est sommable.

Preuve — La somme est entendue au sens des familles sommables : soit donc a1, ..., ay une sous-famille finie. Alors

T

D (flea)? = llp(HI?

i=1
olt p est la projection orthognale sur vect (€ay,: - ,ea,.) et donc ||p(f)||? < ||f]|2. Ce qui montre que la somme est majorée

et la borne supérieure existe. O
REMARQUE 56 — Ceci montre que si (e;,4 € I) une famille orthonormale, alors pour tout f € E, il y a

au plus un nombre dénombrable de produit scalaire (f|e;) qui est non nul.

1.5.5 Base orthonormée en dimension finie

Dans ce paragraphe, (E, (| )) est un espace vectoriel euclidien.

§ 1. Existence

PROPOSITION 57
(Existence de bases orthonormées)

1. Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls de E se compléte en une base orthogonale de E.
2. Toute famille orthonormée de E se compléte en une base orthonormée de E.

3. En particulier, il existe des bases orthonormées.

PROPOSITION 58
Soit B = (eq,...,en) . une base orthonormée de E. Alors

Vee E, z= Z (x]e;) €.
i=1

Preuve — En effet, si ||u|| = 1, on a Proj, (z) = (z|u)u. |

13
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§ 2. Expression du produit scalaire en base orthonormée et matrices de passage Soit (E, (| )) un espace
vectoriel euclidien de base orthonormée B = (e, ..., e,) .

PROPOSITION 59
Soient x,y € E et X,Y les coordonnées de x,y dans B. Alors

1. (zly) = XY
2. |lz| = VIXX
1 1
Preuve — Soit X = | : etY =] . [,ona
In Yn
n n n n n
(zly) = <Z zieil Y yk6k> =D @ik (eiler) = Y miys =" XY,
i=1 k=1 i=1k=1 i=1
car (e;ler) = J;,- On a alors immédiatement |z]| = V!X X.
La matrice associée au produit scalaire dans une base orthonormée est ’'identité. O

REMARQUE 60 — Ainsi, on se raméne a l’espace vectoriel euclidien canonique (K™, (| )) & isomorphisme
pres.

PROPOSITION 61
Soit P la matrice de passage d’une base orthonormée B = (e1,...,e,) & une base B = (e},...,el) dun
espace vectoriel euclidien (E, (| )), alors

(B’ est orthonormée) <= P! ="P.

Preuve — Si (a;,j) = * PP, on vérifie facilement que a; ; = *C;C}, les vecteurs colonnes de P, c’est-d-dire a;,; = (€] |e;-) =6;;

ssi B’ est orthonormaée. O

1.6 DISTANCE A UN SOUS-ESPACE

DEFINITION 62
Si X est une partie non vide quelconque de (E,(|)) et u € E, alors on appelle distance de v a X le réel
positif d (u, X) = in}f{ |lu—v].

ve

PROPOSITION 63
Si F est un sous-espace vectoriel de (E,( | )) tel que F® F+=F etu € E, le réel d(u, F) est atteint en
un unique vecteur v =pp (u) : v € F, d(u, F) = ||lu —v||.

u-p(u)

p(u)

F

FIGURE 1.1 — Le minimum est atteint pour pg(u)

14
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Preuve — On sait que u — pp(u) est orthogonal & F et pp(u) € F. Donc pour tout v € F on peut appliquer la relation de
Pythagore

lu—vl” = [lu = pr(u) + pr(w) —ol* = [lu—pr )| + pr () — ol
dont on déduit immédiatement que ||[u — pr(u)|| < ||lu — v||, donc d(u, F') est atteint en pr(u), mais I’égalité ci-dessus montre

aussi que si v # u, alors |ju — v|| > [[u — pr(uw)|| d’olt 'unicité. O

REMARQUE 64 — En dimension infinie, on a besoin de la condition F & F+ = E pour avoir 'existence
de la projection et donc de v. Par exemple, dans C*=([0,1],R), on a d(e®,R[X]) = 0 pour la norme de la
convergence uniforme, mais la fonction exponentielle n’est pas polynomiale.

N

Calcul pratique de distance & un sous-espace : Soit F' un sous-espace vectoriel de (E, (| )), soit
B=(fi,.., f,) une base de F, C = (g1, ..., g;) une base de F*+ et z € E.
On a deux approches :

1. On sait que
d(z, F) = [l —pr ()],
et pp(x) peut se calculer de deux manieres :

(a) Si(fi,..., fp) est orthogonale, alors

P
(21fs)
02

(b) Sinon pr(z) = a1 f1 +--- + apfp et les coefficients a; se trouvent en résolvant le systeme a p

équations
((z —pr(z ))|f1) =0

((z - pF(x))lfp) =0

2. Mais on peut aussi écrire
d(z,F) = |lprs ()]l
et pour calculer pr1, on utilise I'une des deux méthodes du cas précédent.

Le bon sens voudrait que I’on choisisse entre F' ou de F- suivant que I’on en connaisse une base orthonormé
puis ’espace de plus petite dimension.

EXEMPLE 65 — Déterminer r%iz)nf (z,y) ot f: (z,y) — 2z +y—1)° + (2 —3y)* + (y — 1)

Preuve — Si on munit R3 de sa structure euclidienne canonique,

2 1 1\ |J?
min f (z,y) =min|z| 1 | +y|[ -3 |- O =d?(u, F),
R2 R2 1 1

0
2 1 1
avec F =Vect(| 1], —3])=Vect(a,b) et u= |0
0 1 1
-1
Ensuite, n =bAa= | 2 | est une base de F+, donc
7
(uln) 1 , L 1 2
u) = n=-n et d(u, F)* = = —|n||* ==
ppa(w) = (in= g (wF)? = lpps | = o lnlf® = =

et on en déduit que le minimum cherché est m = %
On peut aussi chercher (z,y) tel que ce minimum soit atteint c’est-a-dire tel que

5 2 1
1) =z |1])+y|-3],

et on trouve facilement (z,y) = (%, %) Ici, nous étions dans le cas ot nous avions une base orthogonal de F1 tres simple. (I

1 1 9
pF(u)—u_pFJ_()—u—§n: (1) —Z | 2 :§
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EXEMPLE 66 — Déterminer

1
I= inf / (z* — ax? — bxr — ¢)* du.
(a,b,c)eR3 J_1

Preuve — Si E = C%([—1;1],R) muni du produit scalaire usuel
1
(fl9) = [ f@g(a) da,
-1

alors I = d(z*, F)2, o F = Vect (1,x, 2?).

Nous pouvons facilement trouver une base orthogonale de F : (1,z,z2 — %), en notant que (1|1) = 2, (z|z) = %,
8
2_ 152 _ 1
z° — z|x® — 5) = —. alors
(- 3la? - 1) =
I = &' =pp@")|? = [lz* — Proj; (z!) — Proj,(a*) — Proj,2_y j5(z*)|?
1 45 2 2 1
4 2 2
= R — - — — ) (x® — =
et - 5 = 2 x (G - =)@ - )l
3
4 2 2
= x -z + —
ot — 20 + |
- . 6
Donc, le minimum est atteint pour a = 7 b=0etc= T

Pour calculer la valeur de ce minimum, il reste une petite astuce :

(@! = Pp(ah)e? — pp(ah)) = @'z —pp(a?) — (pr@@h)e’ — pr () = (@ —pr(a?))

2 12 6 128

o 19 TETx7 " 11025

1.7 ESPACES PREHILBERTIENS SEPARABLES

1.7.1 Définitions
DEFINITION 67

On dit que qu’une famille ou suite (en)nen de E espace préhilbertien est totale si le sous-espace vectoriel
de E engendré par cette famille est dense dans E :

Vf e E, 3fn)nen € Vect (e;, i e NN, f = lim f,.

REMARQUE 68 — Tout espace vectoriel n’admet pas nécessairement une famille totale, mais ce sera le cas
de tous les espaces vectoriels que nous rencontrerons dans la pratique. On dit que E est séparable.

EXEMPLE 69 — L’espace C°([a,b],R) muni du produit scalaire

(flg) = / ' g

admet pour famille totale (X',i € N) d’apres le théoréme d’approzimation de Weierstrass algébrique.

REMARQUE 70 — La famille (1, X,--- , X", ...) est en fait une base de R[X] qui est orthonormale pour le
produit scalaire
(PIQ) = O aiX'| Y b;X7) = a;b;
i>0 §>0 i>0

les familles (a;) et (b;) étant presque nulle, les sommes sont bien définies.

La formule définissant ce produit scalaire n’a plus de sens sur ’espace C°([a, b],R)...

Cependant quelque soit le produit scalaire choisit sur C°([a,b],R), le procédé de Gram-Schmidt permet de
construire une famille orthonormale et par définition si la famille d’origine est totale, alors la famille
orthonormale obtenue est totale aussi (elles engendrent le méme sous-espace vectoriel!)
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1.7.2 Propriétés des familles orthonormales totales

ProrosITION 71
Soit (e;,1 € N) une famille orthonormale de l’espace préhilbertien (E, (|| ). Alors les propositions suivantes
sont équivalentes

1. La famille (e;,i € N) est une famille totale orthonormale.
2. Pour tout f € F,

+oo
F=3" lewen.

n=0
3. (relation de Parseval) Pour tous f, g € R
+oo
(Flgy =D _(flen){glen).
n=0
4. (égalité de Bessel) pour tout f € E
+oo
2 2
£ =D (Flen)
n=1
Preuve —
(1) = (2) : Soit f € E, la famille étant totale, pour tout € > 0, il existe des entiers (a1, - ,am) € R™ tels que
m
‘f - Z Lo, €ay <e
i=1
Mais nous savons que le projeté orthogonal de f sur Vect (eq;, - ,€a,,) est donnée par

m

p(f) =D (flea;)ea;
i=1

dont on déduit que
< <e

m
7= Sourtee
i=1
De plus pour tout n > N = max(ay, i € [1,m]),
d(f, Vect(eq, - - ,en)) < d(f, Vect(ea,, - ,eam))

m
f— E ZTa, €,
i=1

et donc .
Hf = (fleiei|| <,

=1

ce qui est le résultat attendu.
(2) = (3) : on vient de montrer qu’alors pour tout f, g € E

“+oo “+oo
<<Z<f|en>en> \ (Z(gek>ek>>

n=0 k=0

(Flg)

+oo —+o0
= Z(f\en> (en] <Z<g€k>€k>> continuité du produit scalaire

n=0 k=0

+oo —+oo
= Z(f\en> <Z<g|ek><(en|ek>> continuité du produit scalaire

n=0 k=0
—+oo

= Z(f\en><g|en> la famille est orthonormale
n=0

(3) = (4) : L’égalité de Bessel est un cas particulier de la relation de Parseval.
(4) = (1) : Pour tout n, le théoréme de pythagore nous dit que

‘ F=> (fledei| +|D_(fleyes|| = IFI
i=0 i=0
donc
F=Y (fleayel| = A2 =|[D_(Fledes| =IFI7 =D (fles)?
=0 =0 =0
Le terme de droite tend par hypothése vers 0 quand n tend vers +o00, ce qui termine la preuve. O
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REMARQUE 72 — Soit E le sous-epace vectoriel de C° (R, R) des fonctions 2m-périodiques muni du produit
2m

scalaire (f|g) = /0 f@)g(t)de.

Nous avons vu que la famille

1 . .
(—=,cosx, - ,cosnz, - ,sinx, -+ sinmax,---)
V2
était une famille orthonormale. Le second théoréme d’approximation de Weierstrass qui est hors programme
nous dit qu’elle est totale. La théorie des séries de Fourier consiste a écrire les fonctions 2mw-périodiques

comme la série E x;e; dans cette base.

1.8 FORMES LINEAIRES

1.8.1 Lien entre produit scalaire et forme linéaire

Soit (E, (| )) un espace euclidien.

PROPOSITION 73
Pour tout vecteur non nul a € E, a* est un hyperplan.

Preuve — Soit a € E\ {0} et ¢, : E — K, z — (a|z). Alors ¢, est une forme linéaire par linéarité a droite du produit

€L €L

scalaire et est non nulle car @, (a) = ||a/|? # 0. Son noyau est donc un hyperplan de E; or Ker ¢, = al, c’est-a-dire a est

un hyperplan de E. O

DEFINITION 74

Soit H un hyperplan de E. On appelle vecteur normal a Uhyperplan H, tout vecteur non nul orthogonal a
H.

ProposITION 75
Si f est une forme linéaire sur E, il existe un unique vecteur a € E tel que pour tout x € E, f(z) = (al|zx).

Preuve — Si f =0, a = 0 est le seul vecteur qui convient(trivial).
On suppose maintenant f 7% 0 et on pose H = Ker f. Alors H est un hyperplan de E, donc H posséde un vecteur normal
unitaire n. On a ainsi H+ = Kn et f(n) # 0.
Supposons que a existe, alors a € H+, car Vo € H, (a|z) = f(x) = 0, donc a = An et la condition
f(@) = (az) <= [f(z) = An|z).
Si x =mn, alors f(n) = A(njn) = .
Il reste & vérifier que si a = f(n)n, alors pour tout = € E, z = =’ 4+ an, avec 2’ € ker f, on a f(z) = (a|z). Or,
f(@) = f(@) +af(n) = af(n)
et
(alz) = (f(n)nlz’) + a(f(n)n|n) = af (n)
car x’ et n sont orthogonaux et n est un vecteur normsé.

Ceci montre 'existence de a. L’unicité provient du fait que si (a’ — a|z) = 0 pour tout z, alors a — a’ = 0. O

1.8.2 Produit vectoriel

PROPOSITION 76
et définition Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n rapporté a la base B et soit det ’application

déterminant défini dans cette base. Soit (ay,- - ,an—1) des vecteurs de E. On appelle produit vectoriel de
(a1, ,an—1) Vunique vecteur noté ay A -+ A\ an—1 tel que
Ve € E, det(ar, -+ ,an—1,2) = (a1 A+ Aap—1]z).

Preuve — L’application x + det(a1 A -+ A an—1,z) est une forme linéaire, d’oli 'existence et I'unicité du produit vectoriel.

O
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1.9. DECOMPOSITION QR

PROPOSITION 77
Avec les notations précédentes, a; A --- A an—_1 est orthogonal auz vecteurs a; et s’il est non nul,
det(a1, -+ ,,an—1,a1 A+ ANap—1) > 0.

Preuve — On a
0 =det(ar, - ,an—1,a;) = (@1 A+ ANan—1la;)

et
det(a1, - ,an—-1,01 A~ ANan—1)=(a1 A~ Napn—1lar A---ANap—1) >0

ProposiTioN 78
Sin =3, B=(e1,eae3), la base canonique, u de coordonnées (uy,us, ug) et v de coordonnées (v, va,vs3),
alors

u A v = (Ugv3 — UgVa, U3V — UIV3, U1V — UV )

Preuve — On écrit

up v1 I1
(75 v u vl (5% V1
det(u,v,x) = |lus  wv2 x2| = T — xo + T3
u3z U3 u3 U3 uz2 V2
u3z vy I3
et si u A v = (u2v3 — uzvz, U3Vl — UIV3,UIV2 — U2V1), ON & bien
det(u,v,z) = (u A vx),
d’ou le résultat. O

REMARQUE 79 — Dans R3, on n'utilise que la premiére étape de GramSchmidt : si (f1, fa, f3) est une
base, on a g1 = f1, g2 = f2 — pr, (f2) et g3 = g1 A ga.

1.9 DECOMPOSITION QR

ProrosiTion 80
Soit A € Gl,,(R). Alors il existe des matrices P, Q € Gl,(R) telles que 'Q = Q! et R triangulaire
supérieure vérifiant

A=QR.
Preuve — On suppose R™ rapporté a sa base canonique B = (e1, - - - , en). Les vecteurs colonnes de A peuvent étre interprétés
comme les vecteurs colonnes coordonnées dans la base B d’une base C = (f1, -, fn).
On applique le procédé de Gram-Schmidt pour obtenir une base orthonormée D = (g1, ,gn) et on a

Pgc=PspPp,c

Or Pg,p est la matrice de changement de base d’une base orthonormée a une base orthonormée, donc th;,D =Py %D.

De plus, il résulte, il résulte de I’algorithme de Gram-Scmidt qe P¢ p est triangulaire supérieure.

On en déduit le résultat, mais aussi un algorithme pour écrire la décomposition QR. O
REMARQUE 81 — La décomposition QR est par exemple tres intéressante pour résoudre les systémes
linéaires :

QRX =Y <= RX ='QY

PRrROPOSITION 82
Soit U € M, 1(R) et I,, la matrice carrée identité. On appelle matrice de Householder associée a U la

matrice ]
H=1,-2—U'U.
U112

Alors H est la symétrie orthogonal par rapport a Uhyperplan U~L.

Preuve — On vérifie que HU = —U et si V € UL, alors H(V) = V. O
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1.9. DECOMPOSITION QR

REMARQUE 83 — Soit X,Y € M,, 1(R) non colinéaires, Y vecteur unitaire.

Montrons qu’il existe une unique réflexion s (symétrie orthogonal par rapport d un hyperplan) qui transforme
X en || X||Y.

L’unicité est facile, pour Uexistence, on vérifie que c’est I’endomorphisme canoniquement associ€ a la
matrice de Householder H avec U = X — || X||Y. Awvec les notations ci-dessus

HX = | X||Y

En effet, si X = Xy + Xy avee (Xy, Xp1) € (R.U,UL), alors HX = — Xy + Xyo et on veut donc
vérifier que
2Xy=X-HX=U
{ 2Xy. =X+ HX =X+ | X||Y

Comme la décomposition X = Xy + Xy est unique, il faut juste vérifier que X + || X||Y € UL c’est-a-dire

(X + XY X = | X]Y) = | X]I* - [IX]|* = 0.

Application Méthode de Householder. Soit A une matrice inversible.
Si X le premier vecteur colonne de A n’est pas colinéaire & e; on note H; la matrice de Householder
associée a X et

X«

0
HA=
A

et on recommence avec la matrice Aj.
On peut améliorer le calcul en choisissant £||X || du signe de la premiére coordonnée de X.

3 2

EXEMPLE 84 — Soit A = <4 9

) ; donner la décomposition QR.
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