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Avant-propos

Notie : vous trouverez au �l du texte di��erents symboles et types d'�eritures. Chaun donnant

une indiation partiuli�ere pour la leture du ours.

| Le symbole \

~
", situ�e dans la marge, signi�e que le point orrespondant est un point

d�eliat (il s'agit d'un virage dangereux). Plus e symbole est gros, plus le point en question

est subtil.

| Le symbole \�", situ�e dans la marge, signi�e qu'un point tehnique dans le �l du ours

n'a pas �et�e totalement expliit�e. Il s'agit d'un hoix volontaire a�n d'obliger l'�etudiant �a

�erire enti�erement le d�etail du point manquant. Si e point n'est pas d�etaill�e, 'est qu'il

ne doit pas pr�esenter de diÆult�e.

| Le symbole \ " est un marqueur signi�ant la �n d'une d�emonstration.

| Un mot est �erit en gras s'il fait l'objet d'une d�e�nition math�ematique pr�eise qu'il

onviendra d'identi�er lairement.
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Chapitre 1

Nombres r�eels

Dans e hapitre, il ne s'agit pas de < onstruire > les nombres r�eels. Il ne s'agit pas non

plus de donner la liste exhaustive des axiomes permettant une d�e�nition rigoureuse des nombres

r�eels. Mais il s'agit de d�egager les propri�et�es fondamentales des nombres r�eels et d'apprendre �a

manipuler rigoureusement es propri�et�es. Ainsi les objetifs prinipaux de e hapitre sont :

1. la manipulation pr�eise de la borne sup�erieure dans R ;

2. l'utilisation rigoureuse du arat�ere arhim�edien �a travers la l'emploi de la partie enti�ere

et les d�emonstrations de densit�e.

Les m�eanismes que nous allons introduire dans e hapitre (notamment la propri�et�e de la borne

sup�erieure) seront au oeur de tout le ours d'analyse et d'une partie du ours d'alg�ebre de

l'int�egralit�e du yle pr�eparatoire. Ainsi e hapitre sera �a travailler par l'�etudiant de mani�ere

partiuli�erement approfondie.
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Chapitre i | 1. Le orps des r

�

eels

I Le orps des r

�

eels

1. Pr�esentation

Lorsque l'on a herh�e �a mesurer une longueur, une fois hoisie une unit�e, on a d'abord utilis�e

les nombres entiers, soit l'ensemble que nous notons :

Z= f: : : ;�n; : : : ;�2;�1; 0; 1; 2; : : : ; n; : : :g:

Pour am�eliorer ette mesure, on s'est servi d'une portion de et unit�e, e qui introduit des

nombres s'�erivant omme quotients d'entiers (f. �g. 1.1), e que les Gres appelaient raison

(�oo&), et que nous appelons aujourd'hui nombre rationnel, soit l'ensemble que nous notons :

Q =

�

p

q

; p 2 Z; q 2 Z

�

�

:

Figure 1.1 { Repr�esentation de la droite r�eelle et d'une < portion d'entier >.

Lorsque l'�eole pythagoriienne s'est pos�e le probl�eme de pouvoir mesurer toute longueur �a

l'aide de quotients d'entiers, elle d�eouvrit que la longueur de la diagonale d'un arr�e ne peut

être �egale au quotient de deux entiers, lorsqu'on prend omme unit�e de longueur le ôt�e du arr�e

(f. �g. 1.2). D�es l'antiquit�e, les nombres rationnels se sont don montr�es insuÆsants pour d�erire

la r�ealit�e du monde. Cette insuÆsane de l'ensemble Q des nombres rationnels, peut de fa�on

moderne, s'exprimer de trois fa�ons di��erentes :

| Il n'existe pas de rationnel x v�eri�ant x

2

= 2. Pour d�emontrer e fait, raisonnons par

l'absurde en supposant qu'il existe deux entiers naturels p et q tels que

�

p

q

�

2

= 2:
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Chapitre i | 1. Le orps des r

�

eels

Quitte �a diviser les entiers p et q autant de vois qu'il est n�eessaire par 2; on peut supposer

p ou q impairs. Or l'�egalit�e p

2

= 2q

2

prouve que p

2

(et par la suite p) est pair. On a don

p = 2p

0

mais par suite q

2

= 2p

02

; e qui prouve de même que q est pair et ela ontredit

notre hypoth�ese.

| Sur Q, la fontion ontinue f : x 7! x

2

� 2 prend des valeurs positives et des valeurs

n�egatives mais elle ne s'annule pas, e qui ne parâ�t pas \naturel".

| L'ensemble X =

�

x � 0

�

�

x

2

� 2

	

ne poss�ede pas de borne sup�erieure dans Q (omme

nous le verrons par la suite).

| Cette insuÆsane des nombres rationnels se manifeste aussi par exemple dans le fait que

les suites (u

n

)

n2N

et (v

n

)

n2N

d�e�nies par :

u

n

=

n

X

k=0

1

k!

et v

n

= u

n

+

1

n!

8n 2 N

sont telles que :

| u est roissante ;

| v est d�eroissante �a partir du rang 1 ;

| la di��erene v

n

� u

n

tend vers 0 quand n tend vers +1 ;

mais on peut montrer qu'elles ne onvergent vers auun rationnel. Nous montrerons plus

tard, dans le hapitre sur les suites, que es deux suites onvergent vers le nombre e:

Figure 1.2 { Triangle retangle dont l'hypot�enuse est irrationnelle.
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Pour rem�edier �a toutes es insuÆsanes, on a introduit le orps

1

R des nombres r�eels,

| qui ontient l'ensemble Q des rationnels omme sous-orps,

| dans lequel toute partie non vide et major�ee poss�ede une borne sup�erieure (nous d�e�nierons

pr�eis�ement e point par la suite).

Comme Q ne v�eri�e par ette propri�et�e, l'inlusion Q � R est strite. Les �el�ements de R qui

n'appartiennent pas �a Q sont appel�es irrationnels.

2. D�e�nition

Nous admettrons l'existene d'un tel ensemble R v�eri�ant les propri�et�es suivantes que nous

d�e�nissons et d�evelopperons dans e hapitre :

Th

�

eor

�

eme 1

Il existe un ensemble, not�e R; qui est un orps totalement ordonn�e et v�eri�ant la propri�et�e de la

borne sup�erieure.

Comme nous l'avons dit, nous admettrons tout e qui onerne la onstrution des nombres r�eels,

'est-�a-dire tout e qui onerne la preuve de e th�eor�eme. Ainsi, nous admettrons ii, sans trop

nous poser de questions, que R est un ensemble qui ontient les ensembles usuels de nombres que

sont :

N � Z� Q:

L'ann�ee prohaine, durant le ours d'alg�ebre, nous donnerons un sens g�en�eral �a la struture

alg�ebrique de R: Pour l'instant, nous retiendrons que R poss�ede deux op�erations : l'addition et

la multipliation

2

+ et �: Ces deux op�erations prolongent les op�erations usuelles de N; Z et Q:

Elles v�eri�ent les propri�et�es fondamentales suivantes :

1. es op�erations sont assoiatives, i.e. :

8(x; y; z) 2 R

3

; (x+ y) + z = x+ (y + z) et x� (y � z) = (x � y)� z:

2. es op�erations sont ommutatives, i.e. :

8(x; y) 2 R

2

; x+ y = y + x et x� y = y � x:

3. es op�erations poss�edent un �el�ement neutre : 0 est neutre pour +; i.e. :

8x 2 R; x+ 0 = 0 + x = x

et 1 est neutre pour �; i.e. :

8x 2 R; x� 1 = 1� x = x:

On notera R

�

l'ensemble R r f0g:

1. La notion de <orps> sera d�e�nit en toute g�en�eralit�e dans le ours de math�ematique de l'ann�ee prohaine.

2. Par soui de simpliit�e, ette op�eration de multipliation se note souvent par un point, voire même parfois

ne se note pas du tout. Ainsi x� y s'�erira parfois x � y ou xy:
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4. tout nombre r�eel x poss�ede un inverse pour +: Cet inverse est not�e �x et v�eri�e :

x+ (�x) = (�x) + x = 0:

De même, tout nombre r�eel x non nul poss�ede un inverse pour �: Cet inverse est not�e

1

x

ou x

�1

et v�eri�e :

x�

1

x

=

1

x

� x = 1:

5. en�n l'op�eration � est distributive sur l'op�eration + :

8(x; y; z) 2 R

3

; x� (y + z) = x� y + x� z:

En outre, R est aussi muni d'une relation d'ordre que l'on note 6. L�a enore, ette relation pro-

longe les relations d'ordre usuelles de N; Z et Q: Cette relation v�eri�e les propri�et�es fondamentales

suivantes :

1. ette relation est totale, i.e. :

8(x; y) 2 R

2

; x 6 y ou y 6 x:

2. ette relation est ompatible ave l'addition et la multipliation dans le sens suivant :

8(x; y; z) 2 R

3

; x 6 y =) x+ z 6 y + z

et

8(x; y; z) 2 R

3

; x 6 y et 0 6 z =) xz 6 yz:

�

A nouveau ii, nous �etudierons de mani�ere beauoup plus g�en�erale la notion de relation d'ordre

dans le ours d'alg�ebre de l'an prohain.

Mentionnons en�n que, pour tout (x; y) 2 R

2

; nous noterons :

| x > y pour y 6 x ;

| x < y pour x 6 y et x 6= y ;

| x > y pour y 6 x et x 6= y:

II Notions li

�

ees

�

a l'ordre

Nous ommen�ons, dans ette premi�ere partie d'�etude des r�eels, par nous int�eresser aux

propri�et�es fondamentales qui ressortent de l'utilisation de la relation d'ordre sur R:
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1. Partie positive & valeur absolue

Grâe �a la relation d'ordre 6; nous pouvons d�e�nir les ensembles R

+

; R

�

+

; R

�

; et R

�

�

respe-

tivement par :

R

+

=

n

x 2 R; x > 0

o

; R

�

+

=

n

x 2 R; x > 0

o

;

R

�

=

n

x 2 R; x 6 0

o

; R

�

�

=

n

x 2 R; x < 0

o

:

Et nous dirons qu'un nombre r�eel x appartenant �a l'un de es quatre as respetifs est positif,

resp. stritement positif, resp. n�egatif, resp. stritement n�egatif.

Ainsi nous pouvons d�e�nir la valeur absolue d'un nombre r�eel x par :

jxj =

�

x si x est positif

�x sinon.

Il s'en suit que la fontion < valeur absolue > :

j�j : R �! R

x 7�! jxj

poss�ede le graphe dessin�e en �gure 1.3.

Figure 1.3 { Graphe de la fontion < valeur absolue >
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Parmi les di��erentes propri�et�es de ette fontion, les suivantes se r�ev�eleront remarquablement utiles :

(1) 8x 2 R; jxj > 0:

(2) 8x 2 R; jxj = 0 () x = 0:

(3) 8(x; y) 2 R

2

; jxj = jyj () x = �y:

(4) 8(x; y) 2 R � R

+

; jxj 6 y () �y 6 x 6 y:

(5) 8(x; y) 2 R

2

; jxyj = jxj jyj

(6) 8(x; y) 2 R

2

; jx+ yj 6 jxj+ jyj (in�egalit�e triangulaire)

Toutes es petites propri�et�es �el�ementaires se d�emontrent de la même fa�on : en distinguant les

as positifs des as n�egatifs. En d'autre termes, d�es que nous manipulerons des valeurs absolues,

la m�ethode sera la plupart du temps la même :
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M

�

ethode 1 | Manipulation de valeurs absolues. On pro�edera par distintion de as en

ommen�ant par �eliminer toutes les valeurs absolues des aluls, expressions ou �equations qui en

omportent.

On notera en�n une ons�equene tr�es utile de l'in�egalit�e triangulaire :

8(x; y) 2 R

2

;

�

�

�

jxj � jyj

�

�

�

6 jx� yj

Preuve | Prenons (x; y) 2 R

2

: On a par in�egalit�e triangulaire

jxj = jx� y + yj 6 jx� yj+ jyj

et

jyj = jy � x+ xj 6 jx� yj+ jxj :

Don :

� (jxj � jyj) 6 jx� yj :

Ce qui fournit l'in�egalit�e herh�ee.

Remarque 1 | Nous utiliserons souvent la valeur absolue pour traduire le onept de distane

d'un r�eel �a un autre, ainsi, pour tout (x; y) 2 R

2

; nous d�e�nissons la distane de x �a y omme :

d(x; y) = jx� yj :

2. Borne sup�erieure

A�n de omprendre pr�eis�ement la propri�et�e de la borne sup�erieur dans R; il est n�eessaire

d'introduire un peu de voabulaire.

x 1. Terminologie | Donnons-nous X une partie non vide de R:

D

�

efinition 1

Nous dirons que X est major�e par un r�eel M si

8x 2 X; x 6M:

On dira dans e as que X est major�e par M ou que M est un majorant de X ou enore que

M majore X: On dira aussi que X est un ensemble major�e si un tel M existe. On notera M

X

l'ensemble des majorants de X: Don :

M

X

=

n

M 2 R

Æ

8x 2 X; x 6M

o

:

Ainsi X est major�e si et seulement si M

X

est non vide.

Enti�erement de même :

D

�

efinition 2

X est minor�e par un r�eel m si

8x 2 X; x > m:
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On dira dans e as que X est minor�e par m ou que m est un minorant de X ou enore que m

minore X: On dira aussi que X est un ensembleminor�e si un telm existe. On notera

X

l'ensemble

des minorants de X: Don :

m

X

=

n

m 2 R

Æ

8x 2 X; x > m

o

:

Ainsi X est minor�e si et seulement si m

X

est non vide.

D

�

efinition 3

X est born�ee s'il existe M 2 R

+

tel que :

8x 2 X; jxj 6M:

Ainsi, si une partie X est born�ee, alors elle est major�ee et minor�ee. R�eiproquement, si X est

major�ee par M et minor�ee par m; alors 8x 2 X on a :

jxj 6 max(jmj ; jM j):

Et don X est born�ee.

D

�

efinition 4

X poss�ede un maximum [resp. minimum℄ s'il existe x

0

2 X tel que x

0

majore X [resp. minore

X℄. Dans e as, on notera e maximum max(X) [resp. e minimum min(X)℄.

Notons que si un tel maximum, resp. minimum existe, alors il est unique. En e�et, si X poss�edait

par exemple deux maximum M

1

et M

2

alors M

1

6M

2

et M

2

6M

1

:

Exemples 1

1. Prenons X = f1; 2g: X est major�e par tout r�eel x tel que x > 2: Et 2 est un majorant de

X qui appartient �a X; 'est don le maximum de X:

2. Z n'est ni major�e, ni minor�e.

3. Prenons X = f

1

n

; n 2 N

�

g: X est minor�e par 0 par exemple. Mais X n'a pas de minimum.

En e�et, si X poss�edait un minimum, il existerait n

0

2 N

�

tel que

1

n

0

minore X; mais

1

n

0

+1

<

1

n

0

e qui ontredirait la d�e�nition de e minimum. Cependant on se rend bien

ompte dans et exemple que 0 est < une sorte de minimum > de X: Il s'agit de la borne

inf de X que nous allons d�e�nir au paragraphe suivant.

Comme nous venons de le voir dans l'exemple qui pr�e�ede, toute partie non vide de R ne poss�ede

pas n�eessairement de minimum ou de maximum. En revanhe, nous avons le r�esultat intuitif et

tr�es utile suivant :

Proposition 1

Toute partie �nie et non vide de R poss�ede un maximum et un minimum.

Preuve | Si X est une partie non vide et �ni, nous pouvons la num�eroter de mani�ere roissante :

X = fx

1

< x

2

< � � � < x

n

g

pour un ertain n 2 N

�

: Alors :

x

1

= min(X) et x

n

= max(X):
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x 2. Position du probl�eme | Si toute partie non vide major�ee de R ne poss�ede pas n�eessai-

rement de maximum, elle poss�ede ependant e que l'on va appeler une borne sup�erieure. Le

probl�eme de l'existene d'un tel r�eel onstitue le r�esultat le plus important sur les nombres r�eels.

Il ne s'agit pas d'une propri�et�e que nous d�emontrerons dans e ours puisqu'elle provient direte-

ment de la onstrution des nombres r�eels. Pour ette raison, ette propri�et�e est souvent appel�ee

< l'axiome de la borne sup�erieure >.

A�n d'�etudier pr�eis�ement e probl�eme, ommen�ons par d�e�nir les notions de borne sup�erieure

et de borne inf�erieure.

D

�

efinition 5

Soit X un sous-ensemble non vide de R: Nous dirons que M est une borne sup�erieure [resp.

borne inf�erieure℄ de X si :

1. M est un majorant [resp. minorant℄ de X ;

2. pour tout M

0

dans R qui est un autre majorant [resp. minorant℄ de X; alors M 6 M

0

[resp. M >M

0

℄.

En d'autre terme, la borne sup�erieure de X est le < meilleur > des majorants de X au sens o�u

tout autre majorant de X est sup�erieur, ou enore au sens o�u 'est le plus petit des majorants

de X . Nous noterons la borne sup�erieure de X; si elle existe, sup(X) et de même inf(X) pour

la borne inf�erieure. La tradution formelle de e que nous venons de dire onsiste �a utiliser les

ensembles M

X

et m

X

: Ainsi (sous l'hypoth�ese d'existene des bornes sup et inf) :

sup(X) = min (M

X

) et inf(X) = max (m

X

) :

Il faut bien omprendre que la notion de borne sup ou inf prolonge la notion de plus grand ou

plus petit �el�ement au sens suivant.

Proposition 2

Soit X un sous-ensemble non vide de R: Si X poss�ede un maximumM [resp. minimum m℄, alors

e maximum [resp. minimum℄ est la borne sup�erieure [resp. inf�erieure℄ de X: Autrement dit :

M = max(X) = sup(X)

�

resp. m = min(X) = inf(X)

�

:

Preuve | Supposons que M est le maximum de X (o�u X est une partie non vide de R), alorsM est un majorant

de X et si L est un autre majorant de X; alors L majore tous les �el�ements de X dont M (ar M 2 X). Don

~

M 6 L ainsi M est la borne sup�erieure de X:

Exemples 2

1. L'ensemble X = R

�

�

poss�ede 0 pour borne sup�erieur mais ne poss�ede pas de maximum.

En e�et, 0 est un majorant. Si M est un majorant de X; et si M < 0; alors x =

M

2

2 X et

M < x e qui est impossible. N�eessairement M > 0: Don 0 est bien le meilleur majorant

de X: Comme 0 62 X; 0 n'est pas le maximum de X: Et X n'a pas de maximum.

2. L'ensemble X = R

�

poss�ede 0 pour maximum. Don 0 est le sup de X:
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Nous sommes maintenant en mesure d'�enoner la propri�et�e l�e de l'ensemble des nombres r�eels :

Th

�

eor

�

eme 2 (de la borne sup�erieure)

Toute partie non vide et major�ee de R poss�ede une borne sup�erieure.

On d�eduit naturellement du th�eor�eme pr�e�edent que :

Corollaire 1

Toute partie non vide et minor�ee de R poss�ede une borne inf�erieure.

Preuve | Soit X une partie non vide et minor�ee de R: Posons X

0

= f�x; x 2 Xg: Comme X est minor�ee, X

0

est major�ee et don d'apr�es la propri�et�e de la borne sup�erieure, on en d�eduit que X

0

poss�ede un sup que nous

noterons M

0

: Posons alors M = �M

0

et montrons que M = inf(X): Pour e faire, nous montrons suessivement

les deux propri�et�es qui d�e�nissent l'inf :

1. M minore X: En e�et, si x 2 X; on a : �x 6M

0

et don x >M:

2. si L est un autre minorant de X; alors �L est un autre majorant de M

0

et don par d�e�nition M

0

6 �L:

D'o�u L 6M:

Ainsi X poss�ede bien une borne inf :

Comme nous l'avons dit, le th�eor�eme de la borne sup�erieure est admis puisqu'il ne peut se

d�emontrer qu'�a l'aide du mode de onstrution hoisi pour �etablir l'existene des nombres r�eels.

Remarque 2 | Pour bien omprendre l'aspet absolument remarquable de e fait, il onvient

de prendre un instant pour explorer la situation en mati�ere de borne sup dans l'ensemble Q des

nombres rationnels.

Consid�erons l'ensemble suivant :

X =

n

x 2 Q

Æ

x > 0; x

2

6 2

o

:

Il est �evident que X est non vide puisque 1 2 X: De plus X est major�e par 2 par exemple. Si

le th�eor�eme de la borne sup�erieure �etait aussi vrai dans Q; alors il existerait M 2 Q tel que

M = sup(X): Montrons que ette borne sup�erieure M v�eri�e M

2

= 2:

| Supposons M

2

> 2 et posons � =M

2

� 2. Pour h > 0, on a :

(M � h)

2

=M

2

� 2M h+ h

2

>M

2

� 2M h = 2 + �� 2M h:

En prenant h = min

�

�

2M

;M

�

> 0, on obtient (M � h)

2

> 2. Par suite, pour tout x 2 X :

x

2

6 2 6 (M � h)

2

et don x 6M �h puisque x > 0 et M �h > 0. Ainsi le r�eel M �h est un majorant de X

stritement plus petit que M , e qui ontredit le fait que M est le plus petit des majorants

de X.

| Supposons M

2

< 2 et posons � = 2�M

2

. Pour h stritement ompris entre 0 et 1, on a :

(M + h)

2

=M

2

+ 2M h+ h

2

6M

2

+ 2M h+ h 6 2� �+ (2M + 1)h:

En prenant h = min

�

1;

�

(2M+1)

�

; on obtient (M + h)

2

6 2 et don M + h est un �el�ement

de X stritement plus grand que M , e qui ontredit le fait que M est un majorant de X.

N�eessairement M

2

= 2 et M > 0 don M =

p

2: Mais nous savons que

p

2 est un nombre r�eel

et non rationnel

3

. Don M 62 Q: Il y a don une ontradition : en e�et, X n'a pas de borne

sup�erieure. Et la propri�et�e de la borne sup�erieure est fausse dans Q:

3. Nous dirons que

p

2 est irrationnel.
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D'un point de vue fondamental, il s'agit l�a de la v�eritable raison qui justi�e math�ematiquement

l'introdution des nombres r�eels : b�en�e�ier d'un ensemble qui prolonge Q et dans lequel la pro-

pri�et�e de la borne sup�erieure soit vrai.

Nous sommes don maintenant en mesure de r�epondre pr�eis�ement �a la probl�ematique que nous

avons pos�e pr�e�edemment :

Si X est une partie non vide et major�ee [resp. minor�ee℄ de R: Alors :

| X ne poss�ede pas toujours de maximum [resp. minimum℄ ;

| X poss�ede toujours une borne sup�erieure [resp. inf�erieure℄ ;

| si X poss�ede un maximum [resp. minimum℄, alors e maximum [resp.

minimum℄ est la borne sup�erieure [resp. inf�erieure℄ de X: Autrement

dit :

max(X) = sup(X)

�

resp. m = inf(X)

�

:

x 3. Carat�erisation in�nit�esimale | Une autre arat�erisation des bornes inf et sup va se

r�ev�eler partiuli�erement pratique pour les aluls. Elle est donn�ee par la proposition qui suit.

Proposition 3

Soit X une partie non vide de R et M et m deux r�eels. On a :

1. La borne sup de X existe et vaut M

4

si et seulement si

(1) 8x 2 X; x 6M ;

(2) 8� > 0 9x 2 X; M � � < x(< M):

2. La borne inf de X existe et vaut m si et seulement si

(1) 8x 2 X; m 6 x;

(2) 8� > 0 9x 2 X; (m <)x < m+ �:

L'id�ee de ette proposition onsiste, omme avant, �a distinguer la borne sup de X parmi tous

les majorants de X:

�

A la di��erene pr�es que, dans la d�e�nition, on arat�erisait sup(X) omme

�etant le plus petit de tous les majorants possibles, alors qu'ii, il s'agit de arat�eriser e majorant

omme �etant elui dont les �el�ements de X se rapprohent autant que l'on souhaite.

Preuve | Les preuves dans les deux as �etant similaire, nous d�emontrons ii uniquement le premier as. Sup-

posons que M = sup(X): Alors M majore X d'o�u la premi�ere assertion. Ensuite supposons la n�egation de la

deuxi�eme assertion : il existerait don � > 0 tel que pour tout x 2 X; on ait :

x 6M � �:

Mais alors M � � majore X: Cei ontredit la minimalit�e de M:

R�eiproquement, supposons queM v�eri�e les deux assertions. AlorsM est un majorant de X (d'apr�es la premi�ere).

Si L est un autre majorant de X; supposons que L < M: Posons � = M � L: Alors il existerait x 2 X tel que

M � � = L < x: Cei ontredit le fait que L soit un majorant. Don n�eessairement L >M: Ainsi M = min(M

X

):

Don X poss�ede une borne sup et e sup vaut M:

4. La phrase < la borne sup existe et vaut M > peut sembler redondante de prime abord, mais elle a pourtant

exatement la même signi�ation que la formule < sup(X) = M >. Il faut don bien garder �a l'esprit qu'une telle

formule signi�e deux hoses : d'abord que le sup existe puis que sa valeur est M:
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x 4. Synth�ese & exemples | Il onvient de bien distinguer les m�ethodes li�ees au maniement

des bornes inf et sup qui apparaissent dans la disussion pr�e�edente. En guise de synth�ese, nous

donnons ii les m�ethodes pour les bornes sup et laissons le soin au leteur d'�erire la version

orrespondant aux bornes inf.

M

�

ethode 2 | Manipulation des bornes sup.

1. Pour utiliser une borne sup :

|

�

A l'aide de la d�e�nition : si M = sup(X) et si 8x 2 X; on a x 6M

0

; alors

5

M 6M

0

:

|

�

A l'aide de la arat�erisation : si M = sup(X); alors, pour le � > 0 de notre hoix, on

obtient qu'il existe x 2 X; tel que x > M � �:

2. Pour d�emontrer une borne sup : soit X un ensemble non vide et M 2 R:

| M�ethode 1 (la d�e�nition) : on montre que M est un majorant puis que 'est le plus

petit des majorants.

| M�ethode 2 (la arat�erisation) : on montre que M est un majorant puis on se donne

� > 0 quelonque et on montre qu'il existe x

�

2 X tel que x

�

> M � �:

Exemple 1 | Illustrons les quatre m�ethodes pr�e�edentes sur des exemples.

1. Utilisation �a l'aide de la d�e�nition. Prenons A une partie non vides et born�ees de

R; alors on a :

sup(�A) = � inf(A)

En e�et, pour tout x 2 A, on a inf(A) 6 x don �x 6 � inf(A) et don par passage au

sup sup(�A) 6 � inf(A). De même pour tout x 2 A, �x 6 sup(�A), don � sup(�A) 6 x

d'o�u par passage �a l'inf inf(A) > � sup(�A). On a don �nalement sup(�A) = � inf(A).

Pour A et B deux parties de R; on note :

A+B = fa+ b; a 2 A; b 2 Bg :

On a alors :

sup(A+B) = sup(A) + sup(B) et sup(a+A) = a+ sup(A) 8a 2 R:

En e�et, pour tout (x; y) 2 A � B, on a x + y 6 sup(A) + sup(B), d'o�u par passage

au sup sup(A + B) 6 sup(A) + sup(B). De même pour tout (x; y) 2 A � B, on a x 6

sup(A+B)�y et don par passage au sup sup(A) 6 sup(A+B)�y d'o�u pour tout y 2 B,

y 6 sup(A+B)�sup(A) d'o�u par passage au sup �a nouveau sup(B) � sup(A+B)�sup(A).

Finalement, on a montr�e que sup(A + B) = sup(A) + sup(B). Pour la deuxi�eme �egalit�e,

il suÆt d'appliquer le r�esultat pr�e�edent ave B = fag.

A-t-on de même l'�egalit�e sup(AB) = sup(A) sup(B) ? Dans le as g�en�eral, on n'a pas

sup(AB) = sup(A) sup(B) (prendre A = B =℄ � 1; 0[). Cependant, si A et B sont des

parties de R

+

, le r�esultat est vrai.

2. Utilisation �a l'aide de la arat�erisation. Prenons A une partie major�ee non vide de

R telle que sup(A) > 0: Alors il existe dans A des �el�ements stritement positifs. En e�et,

pour � =

sup(A)

2

; la arat�erisation nous donne x 2 X tel que sup(A) � � =

sup(A)

2

< x:

Dans e as x > 0:

3. D�emonstration �a l'aide de la d�e�nition. L'exemple 2 pr�e�edent onvient.

5. On parle dans e as de < passage au sup > dans une in�egalit�e.
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4. D�emonstration �a l'aide de la arat�erisation. Posons

X =

�

e

�x

; x 2 R

+

	

:

Montrons que inf(X) existe et vaut 0: Pour e faire, on observe d'abord que 0 est un

minorant par d�e�nition de l'exponentielle r�eelle, qui est �a valeur dans R

+

: De plus, soit

� > 0:

(a) si � > 1; alors x

�

= 1 est tel que x

0

= e

�x

�

= e

�1

< �:

(b) si � < 1; alors prenons x

�

= ln(2)� ln(�) > 0: Ainsi :

x

0

= e

�x

�

=

�

2

< �:

Dans les deux as, on a trouv�e un �el�ement x

0

2 X tel que x

0

< �: Don inf(X) existe et

vaut 0:

3. Intervalles

Un type d'ensemble va jouer un rôle partiuli�erement important dans l'utilisation des nombres

r�eels : les intervalles.

D

�

efinition 6

On appelle intervalle

6

de R tout sous-ensemble I de R tel que 8(x; y) 2 I

2

ave x < y; on a :

8z 2 R; x 6 z 6 y =) z 2 I:

Commen�ons par poser quelques notations et observations �el�ementaires

7

:

| ave ette d�e�nition, l'ensemble vide ;; les singletons fxg pour tout x 2 R et R sont des

intervalles.

| pour tout a 2 R; les ensembles, que nous noterons de mani�ere g�en�erale de la fa�on suivante,

sont des intervalles :

℄a;+1[=

n

x 2 R

Æ

x > a

o

; [a;+1[=

n

x 2 R

Æ

a 6 x

o

;

℄�1; a[=

n

x 2 R

Æ

x < a

o

; ℄�1; a℄ =

n

x 2 R

Æ

x 6 a

o

:

| pour tout (a; b) 2 R

2

; ave a < b; les ensembles, que nous noterons de mani�ere g�en�erale

de la fa�on suivante, sont des intervalles :

℄a; b[=

n

x 2 R

Æ

a < x < b

o

; [a; b℄ =

n

x 2 R

Æ

a 6 x 6 b

o

;

℄a; b℄ =

n

x 2 R

Æ

a < x 6 b

o

; [a; b[=

n

x 2 R

Æ

a 6 x < b

o

:

Remarque 3 | On notera qu'il d�eoule de mani�ere �evidente de la d�e�nition que toute inter-

setion d'intervalle est un intervalle mais qu'une union d'intervalle n'est pas n�eessairement un

intervalle.

6. Nous d�eidons ii de donner la d�e�nition d'un intervalle en tant que partie onvexe de R: Nous pourrions

tout aussi bien d�e�nir un intervalle omme une partie onnexe ou onnexe par ar. Ces trois notions seront vues

ind�ependamment dans les ours d'analyse des semestres prohain.

7. Les preuves de es propri�et�es onsistent �a r�e�erire la d�e�nition. Nous les laissons don au leteur.
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Le seul r�esultat important �a e stade sur la notion d'intervalle est le th�eor�eme de lassi�ation

suivant.

Proposition 4

Tout intervalle I de R et de l'un des 10 types pr�e�edent.

Preuve | Consid�erons I un intervalle non vide. Nous allons pro�eder par distintion de as a�n de retrouver les

di��erentes possibilit�es expos�ees pr�e�edemment :

| Supposons I born�e. D'apr�es la propri�et�e de la borne sup, I poss�ede don une borne inf et une borne sup.

Posons :

a = inf(I) et b = sup(I):

Il suÆt de montrer l'inlusion ℄a; b[� I puisqu'alors on aura :

I = [a; b℄; I =℄a; b℄; I =℄a; b[; ou I = [a; b[

en fontion de l'appartenane de a et b �a I; 'est-�a-dire suivant que a ou b est un maximum ou un minimum

de I:

Soit z 2℄a; b[. Comme z < b, le r�eel z n'est pas un majorant de I, et on peut trouver y 2 I tel que z < y.

De même on peut trouver x 2 I tel que x < z.

On a ainsi z 2 [x; y℄ ave x 2 I et y 2 I, e qui entrâ�ne que z 2 I. Don ℄a; b[� I.

| Supposons I non born�e. Nous avons di��erents as suivant que I est major�e ou non, minor�e ou non.

1. Supposons que I est major�e. Il est don non minor�e (sinon il serait born�e), alors d'apr�es la propri�et�e de

la borne sup, I poss�ede don une borne sup a = sup(I): Montrons que ℄�1; a[� I: Soit z 2℄�1; a[:

Comme z < a; le r�eel z n'est pas un majorant de I et il existe y 2 I tel que z < y: De même omme

I n'est pas minor�e, z ne minore pas I et il existe don x 2 I tel que x < z:

On a ainsi z 2 [x; y℄ ave x 2 I et y 2 I, e qui entrâ�ne que z 2 I. Don ℄�1; a[� I. Ainsi on aura :

I =℄�1; a℄ ou ℄�1; a[

en fontion de l'appartenane de a �a I:

2. Le as I minor�e et don non major�e se d�emontre de mani�ere enti�erement similaire au as pr�e�edent

en inversant le signe des in�egalit�es.

3. En�n, si I n'est ni major�e, ni minor�e, alors pour tout z 2 R; z n'est ni majorant, ni minorant de I; il

existe don (x; y) 2 I

2

tels que x < z < y:

On a ainsi z 2 [x; y℄ ave x 2 I et y 2 I, e qui entrâ�ne que z 2 I. Don I = R:

On d�eduit de la preuve pr�e�edente une m�ethode de lassi�ation des intervalles et une termino-

logie (on ne s'int�eresse qu'aux intervalles non vides).

| Si un intervalle I est born�e, il y a don quatre as :

1. le as ouvert born�e : I =℄a; b[ ;

2. les deux as semi-ouverts born�es : I =℄a; b℄ ou [a; b[ ;

3. le as ferm�e born�e : I = [a; b℄: Dans e as, on dira aussi que I est un segment.

| Si un intervalle I est non born�e, il y a don inq as :

1. le as non born�e �a droite : I = [a;+1[ ou ℄a;+1[ ;

2. le as non born�e �a gauhe : I =℄�1; a℄ ou ℄�1; a[ ;

3. le as non born�e �a droite et �a gauhe : I = R:

Remarque 4 | Dans le as d'un intervalle born�e I; on appellera longueur de I; not�e l(I); le

nombre :

l(I) = sup(I)� inf(I):

Ainsi nous dirons qu'un intervalle born�e est de longueur �ni.
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Notons aussi dans e as que, pour tout (x; y) 2 I

2

; on a :

jx� yj 6 l(I):

Le as d'�egalit�e ayant lieu pour fx; yg = finf(I); sup(I)g: En e�et :

�

inf(I) 6 x 6 sup(I)

inf(I) 6 y 6 sup(I)

=) jx� yj = �(x� y) 6 sup(I)� inf(I):

Pour le as d'�egalit�e, prenons par exemple x 6 y: Alors :

y � x = sup(I)� inf(I) () y � sup(I)

| {z }

60

= x� inf(I)

| {z }

>0

()

�

y = sup(I)

x = inf(I):

On peut don pr�eiser l'in�egalit�e pr�e�edente dans le as o�u I n'est pas un segment : pour tout

(x; y) 2 I

2

on a :

jx� yj < l(I):

III Carat

�

ere Arhim

�

edien

Nous en venons maintenant au arat�ere arhim�edien de R; qui onerne la fa�on dont les

nombres entiers sont dispos�es parmi les nombres r�eels.

1. Propri�et�e d'Arhim�ede

Proposition 5

Pour tout x 2 R

�

+

; pour tout y 2 R; il existe un entier n 2 N tel que :

y 6 nx:

Preuve | Faisons une d�emonstration par l'absurde en supposant, pour x 2 R

�

+

et y 2 R; que :

8n 2 N ; n x < y:

L'ensemble A =

n

nx

Æ

n 2 N

o

est alors une partie non vide et major�ee de R qui poss�ede don une borne

sup�erieure a.

On a 8n 2 N ; (n+1) x 6 a et don 8n 2 N ; n x 6 a�x e qui signi�e que a�x est un majorant de A stritement

inf�erieur �a a et ontredit don le fait que a est le plus petit des majorants de A. N�eessairement A est non major�e

et en partiulier non major�e par y: D'o�u la onlusion.

Notons que ette propri�et�e d'Arhim�ede s'exprime utilement de fa�on exponentielle :

Corollaire 2

�

Etant donn�es deux r�eels x et y ave x > 1, il existe un entier n 2 N tel que x

n

> y.
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Preuve | Comme x > 1, on peut poser x = 1 + h ave h > 0. Si n est un entier naturel, la formule du binôme

de Newton permet d'�erire :

(1 + h)

n

> 1 + nh:

D'apr�es la propri�et�e d'Arhim�ede on peut trouver n tel que nh > y � 1 et on a alors x

n

> y.

2. Partie enti�ere

Une des utilisations essentielle de la propri�et�e d'Arhim�ede vient du fait que elle-i permet

de d�e�nir la partie enti�ere d'un nombre r�eel. Partie enti�ere qui, elle-même, nous permettra de

d�e�nir dans le hapitre suivant sur les suites le d�eveloppement d�eimal (et le d�eveloppement en

base quelonque) des nombres r�eels.

Th

�

eor

�

eme 3

�

Etant donn�es x 2 R et a 2 R

�

+

, il existe un unique entier relatif n tel que na � x < (n + 1) a,

'est-�a-dire tel que :

x = na+ y ave 0 6 y < a:

Preuve | Commen�ons par d�emontrer l'uniit�e puis passons �a l'existene.

| Uniit�e : si n et n

0

sont deux entiers r�epondant �a la question, alors n et n

0

appartiennent �a l'intervalle

℄

x

a

� 1;

x

a

℄: Cet intervalle �etant ouvert et de longueur 1; on a (f. la remarque 4 p.21) :

�

�

n� n

0

�

�

< 1:

Mais n et n

0

sont des entiers don ei implique que n = n

0

:

| Existene : R �etant arhim�edien, on peut trouver

| un entier n

1

tel que x 6 a n

1

;

| un entier n

2

tel que �x 6 a n

2

.

L'ensemble fk 2 Z; k a 6 xg �etant une partie non vide de Z (elle ontient par exemple �n

2

) et major�ee

(par exemple par n

1

), elle ontient un plus grand �el�ement n:

Don n v�eri�e na 6 x. Puisque l'entier n+ 1 n'appartient pas �a et ensemble, on a x < (n + 1) a e qui

prouve bien que n onvient.

Remarques 1

1. Division eulidienne. Ce th�eor�eme s'appelle souvent < division eulidienne dans R >

ar il pro�ede omme la division eulidienne des nombres entiers. L'�eriture :

x = na+ y ave 0 6 y < a

est vu omme la division de x par y o�u n est le quotient et y est le reste.

2. Congruene. Si a > 0, on d�e�nit la relation de ongruene modulo a par :

x � y [a℄() 9n 2 Z : y = x+ na:

La proposition pr�e�edente signi�e alors que pour tout r�eel x, il existe un unique y 2 [0; a[

tel que x � y [a℄. On utilise fr�equemment en g�eom�etrie les ongruenes modulo 2� pour

les mesures d'angles de veteurs, pour la trigonom�etrie, et.

La partie enti�ere d'un nombre r�eel s'obtient maintenant omme un simple orollaire du th�eor�eme

pr�e�edent pour le as a = 1 :

Corollaire-D

�

efinition 3

Si x est un r�eel, l'unique entier relatif n v�eri�ant n 6 x < n+1 s'appelle la partie enti�ere de x

et se note E(x), ou [x℄:
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Remarques 2

1. Synth�ese. On notera bien que pour tout r�eel x et pour tout entier n; il y a di��erentes

fa�ons d'exprimer le fait que n soit la partie enti�ere de x :

n = E(x) () n 6 x < n+ 1 () x� 1 < n 6 x

ou enore

n = maxfk 2 Z; k 6 xg = minfk 2 Z; x < k + 1g:

2. La fontion. La fontion < partie enti�ere > poss�ede don par d�e�nition le graphe de la

�gure 1.4.

Figure 1.4 { Graphe de la fontion < partie enti�ere >

Nous verrons plus tard (mais ela < se voit > sur le dessin) que ette fontion est onti-

nue sur R r Z; ontinue �a droite sur R et disontinue �a gauhe en haque entier. Cette

partiularit�e lui onf�erera un statut d'exemple privil�egi�e lorsque nous herherons des as

simples de fontions non ontinues a�n de mettre en lumi�ere les as limites des propri�et�es

des fontions ontinues.

3. Autres d�e�nitions. On sera bien vigilant �a la d�e�nition de la partie enti�ere que nous

avons hoisi de donner ii. En e�et, e même onept d'entier < prohe >, peut se d�eliner

d'au moins trois fa�ons di��erentes :

| la partie enti�ere ou plus pr�eis�ement partie enti�ere inf�erieure, telle que nous l'avons

d�e�nie, est souvent appel�ee oor funtion (en anglais) et not�ee bx ar il s'agit du plus

grand entier inf�erieur �a x:

| la partie enti�ere sup�erieure est souvent appel�ee eiling funtion (en anglais) et not�ee

dxe ar il s'agit du plus petit entier sup�erieur �a x:

| la fontion arrondi est not�ee bxe: Elle peut se d�e�nir de deux mani�eres :

bxe = bx+

1

2



ou bien

bxe = dx�

1

2

e:
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Ces deux fontions o

�

�nident sauf en n+

1

2

pour tout n 2 Z o�u la premi�ere vaut n et

la deuxi�eme n+ 1:

En d'autres termes, si n 6 x < n+ 1; alors :

n = bx et n+ 1 = dxe;

si de plus n 6 x < n +

1

2

alors bxe = n et si n +

1

2

< x < n + 1 alors bxe = n + 1: En

n+

1

2

; on peut hoisir n ou n+ 1 pour valeur en prenant l'une ou l'autre des d�e�nitions.

Dans tous les as : bxe = n+ 1 est l'entier qui r�ealise la distane minimale entre x et Z :

jx� bxej = minfjx� nj ; n 2 Zg:

4. Lien ave la division des entiers. Nous savons que pour tout entier n 2 Z et pour

tout entier m 2 N

�

; il existe un unique ouple (q; r) 2 Z� J0;m� 1K tel que :

n = mq + r:

Ce th�eor�eme sera d�emontr�e dans le ours d'arithm�etique. Il est onnu sous le nom de

division eulidienne dans Z

8

et il s'agit du th�eor�eme bien onnu de division de l'entier n

par l'entier m : q �etant le quotient et r le reste. Dans e as, on a tr�es failement que :

q = E

�

n

m

�

et don r = n�mE

�

n

m

�

:

Exemple 2 |

�

A l'aide de la partie enti�ere, on peut montrer que pour tout r�eel x 2 R; il existe

une in�nit�e de ouples (p; q) dans Z� N

�

tels que

�

�

�

�

x�

p

q

�

�

�

�

<

1

q

:

Fixons en e�et x 2 R et q 2 N

�

: Alors :

p = E(qx + 1)� 1

onvient.

Plus g�en�eralement, on appelle mesure d'irrationnalit�e de x; not�ee �(x); le sup des r�eels �

tel que la propri�et�e suivante soit vraie :

Il existe une in�nit�e de ouples (p; q) 2 Z� N

�

tels que

�

�

�

�

x�

p

q

�

�

�

�

<

1

q

�

:

Le r�esultat d�emontr�e juste avant montre que pour tout r�eel x la mesure d'irrationalit�e �(x) est un

r�eel sup�erieur ou �egal �a 1: Il est alors faile d'obtenir le rit�ere suivant pour montrer l'irrationalit�e

d'un r�eel :

8. Notons bien qu'il ne s'agit pas du même r�esultat que le th�eor�eme 3. En e�et, le th�eor�eme 3 s'adapte �a des

nombres r�eels non n�eessairement entiers et perd don la ons�equene tr�es forte que le reste est entier.
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Soit x un r�eel. S'il existe une in�nit�e de ouples (p; q) 2 Z� N

�

tels que

�

�

�

�

x�

p

q

�

�

�

�

<

1

q

�

ave � > 1; alors x est irrationnel.

Ce fait se d�emontre ais�ement par l'absurde. Supposons que x; v�eri�ant ette propri�et�e, soit ra-

tionnel. On a x =

a

b

pour a 2 Z et b 2 N

�

: Alors il existe une in�nit�e d'entiers p 2 Z et q 2 N

�

;

tels que :

�

�

�

�

x�

p

q

�

�

�

�

<

1

q

�

(�)

Alors

1

bq

6

jaq � bpj

bq

<

1

q

�

:

Don

q

��1

6 b: (��)

Mais, d'apr�es le orollaire 2, il n'existe qu'un nombre �ni de q v�eri�ant ette propri�et�e (��): Et �

pour haque tels q; il n'existe qu'un nombre �ni de p v�eri�ant la propri�et�e (�): Cela ontredit le �

fait que les ouples (p; q) soient en nombre in�ni. N�eessairement x est irrationnel. On pourra

noter que la r�eiproque est vrai aussi, mais sa preuve est un peu plus tehnique.

Pour onlure, le r�eel �(x) mesure don le d�efaut de rationalit�e du r�eel x : il est �egal �a 1

si et seulement si le r�eel x est rationnel, et plus il est grand, < moins le r�eel x est rationnel >.

Les math�ematiiens traduisent souvent ette propri�et�e en disant que les nombres rationnels sont,

parmi les nombres r�eels, eux qui s'approximent le moins bien par des nombres rationnels.

�

A

l'oppos�e, il existe des nombres r�eels dont la mesure d'irrationalit�e est in�nie. Par exemple : les

nombres de Liouville.

IV Densit

�

e

Nous allons maintenant nous int�eresser �a une id�ee tr�es f�eonde et que nous retrouverons

souvent dans la suite en analyse : la notion d'ensemble dense.

D

�

efinition 7

Nous dirons qu'une partie X de R est dense si pour tout intervalle I de R tel que l(I) > 0; il

existe un �el�ement x de X qui est dans I:

Autrement dit : X est dense si et seulement si

Pour tout I intervalle de R tel que l(I) > 0; I \X 6= ;:
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Remarques 3

1.

�

Evidenes. Cela signi�e don qu'un ensemble dense est non vide (en e�et, X \ R = X

est non vide). Et bien plus qu'être non vide, ela signi�e don qu'un ensemble dense est

in�ni. En e�et, si X est dense, alors :

8n 2 N; 9x

n

2 X; n < x

n

< n+ 1:

Autrement dit, X ontient une suite stritement roissante. Pire que ela : si X est dense,

alors X ontient des suites qui onvergent vers n'importe quel nombre r�eel. En e�et, si X

est dense, et si y est un r�eel quelonque, alors :

8n 2 N; 9x

n

2 X; y �

1

n+ 1

< x

n

< y +

1

n+ 1

:

Autrement dit, X ontient une suite qui onverge vers y: La question est don plutôt quel

ensemble peut être dense hormis R ?

2. Exemples simples. Consid�erons un ensemble �ni de nombres r�eels x

0

< x

1

< � � � < x

N

pour un entier N 2 N �x�e. L'ensemble X = R r fx

0

; : : : ; x

N

g est dense. En e�et : si il

existait un intervalle I tel que l(I) > 0 et tel que

I \ (R r fx

0

; : : : ; x

N

g) = ;;

alors I serait inlus dans l'ensemble �ni fx

0

; : : : ; x

N

g: Mais alors si N > 1; I ontiendrait

tous les r�eels entre x

0

et x

1

; e qui est impossible et si N = 0; ela entrâ�nerait que la

longueur de I est nulle. N�eessairement, X est dense dans R: Mais un ensemble dense

peut aussi être le ompl�ementaire d'un ensemble in�ni. Ainsi R r Z est dense. En e�et :

si I est un intervalle de R de longueur stritement positive, alors prenons a 2 I: Si a 62 Z;

alors a 2 X \ I: Si a 2 Z; I �etant de longueur stritement positive, I ontient un �el�ement

b di��erent de a: Si par exemple a < b ave b 2 Z; alors x = a+

1

2

est ompris entre a et

b don x 2 I et x 62 Z don x 2 X: Ainsi X \ I 6= ; et don R rZ est dense.

3. Densit�e relative. Si J est un intervalle de R tel que l(J) > 0; nous dirons qu'une partie

X de J est dense dans J (ou relativement �a J) si pour tout intervalle I de R tel que

l(I \ J) > 0; on a :

X \ I 6= ;:

Ainsi par exemple X = [0; 1℄r f1;

1

2

; : : : ;

1

N

g est dense dans [0; 1℄ pour tout N 2 N:

Ainsi que nous pouvons le pressentir sur les exemples pr�e�edents, la densit�e d'un sous-ensemble

de R se arat�erise plus simplement de la mani�ere suivante :

Proposition 6 (Carat�erisation de la densit�e)

Une partie non vide X de R est dense si et seulement si pour tout a < b dans R; il existe x 2 X

tel que :

a < x < b:

Preuve | Si une partie X de R est dense, alors en partiulier pour I de la forme I =℄a; b[; on a :

X\℄a; b[6= ;:

R�eiproquement, si une partie X de R v�eri�e la ondition, prenons I un intervalle de longueur stritement positive.

Alors il existe (a; b) 2 I

2

ave a < b: Mais dans e as, il existe x 2 X; ave :

a < x < b:
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Mais ela implique que x 2 I d'o�u le r�esultat.

Les deux exemples les plus importants �a e stade en mati�ere de sous-ensemble dense de R sont

donn�es par les deux r�esultats suivants :

Proposition 7

Q est dense dans R:

Preuve | Utilisons la arat�erisation pr�e�edente et donnons-nous deux r�eels a < b dans R: Si b� a > 1; alors il

existe un entier (et don a fortiori un rationnel) ompris entre a et b : x = E(a) + 1: Si b � a 6 1; alors utilisons

la propri�et�e d'Arhim�ede : il existe un entier n 2 N

�

tel que :

n(b� a) > 1:

Mais alors le raisonnement pr�e�edent montre qu'il existe un entier ompris entre na et nb: Notons m et entier.

On a alors que :

a <

m

n

< b:

C'est le r�esultat reherh�e.

Corollaire 4

R r Q est dense dans R:

Preuve | Ii nous utilisons le fait bien onnu

9

que

p

2 62 Q: Consid�erons a < b deux r�eels. D'apr�es le r�esultat

pr�e�edent, il existe un rationnel r

1

tel que a < r

1

< b: Et, appliquant �a nouveau e r�esultat, il existe un autre

rationnel r

2

tel que

a < r

1

< r

2

< b:

Posons

x = r

1

+

r

2

� r

1

p

2

:

Alors x n'est pas rationnel (en e�et, s'il l'�etait, il existerait deux entiers positifs non nuls a et b tels que r

1

+

+

r

2

�r

1

p

2

=

a

b

; mais ela impliquerait que

p

2 vaut

r

2

�r

1

a

b

�r

1

et don

p

2 serait rationnel). De plus, x est ompris entre

r

1

et r

2

ar

p

2 > 1: D'o�u le r�esultat.

Nous terminons notre �etude des sous-ensembles denses de R sur un r�esultat beauoup plus fort

que le r�esultat pr�e�edent onernant la densit�e de Q: Mais nous avons besoin pour ela d'un peu

de voabulaire.

D

�

efinition 8

Nous dirons qu'un sous-ensemble G de R est un sous-groupe de R si :

1. 0 2 G

2. 8(g

1

; g

2

) 2 G

2

; g

1

� g

2

2 G:

Exemples 3

1. Ainsi par exemple Z; Q; R; ou f0g sont des sous-groupes de R:

2. Si x 2 R; alors l'ensemble que nous noterons xZ d�e�ni par :

xZ= fnx; n 2 Zg

est un sous-groupe de R: Nous dirons qu'un tel sous-groupe est monog�ene et qu'il est

engendr�e par x:

9. Rappelons que ei se d�emontre par l'absurde : si il existait deux entiers stritement positifs et premiers

entre eux tels que

p

2 =

a

b

; alors a

2

= 2b

2

et don a est pair et don 4 divise 2b

2

; e qui entrâ�ne que b est pair

aussi. Ces deux nombres entiers ne sont don plus premiers entre eux e qui apporte la ontradition reherh�ee.
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Th

�

eor

�

eme 4

Un sous-groupe de R est monog�ene ou dense dans R:

Preuve | Nous pro�edons par �etapes. Consid�erons tout d'abord un sous-groupe G de R: Si G = f0g; alors

G = 0Z et don G est monog�ene. Supposons don G di��erent de f0g:

| Montrons tout d'abord que G \ R

�

+

est non vide : prenons x 2 G: Si x < 0; alors par d�e�nition 0 � x =

�x 2 G; don G ontient un �el�ement stritement positif.

| Posons X = G \ R

�

+

: Cet ensemble �etant non vide et minor�e, il poss�ede une borne inf dans R: Posons

x = inf(X): Don x > 0 et il y a don deux as : x = 0 et x > 0:

| Montrons que si x = 0 alors G est dense dans R : d'apr�es la arat�erisation de la borne inf (proposition

3), nous savons que pour tout " > 0; il existe g 2 G tel que 0 < g < ": Prenons maintenant a < b dans R

et posons " = b� a: Il existe don g 2 G tel que 0 < g < ": D'apr�es le th�eor�eme 3, il existe q 2 Z tel que

gq 6 a < (q + 1)g:

Mais alors (q + 1)g = qg + g 6 a + g < b: Don a < (q + 1)g < b: Comme (q + 1)g appartient �a G; ela

d�emontre que G est dense dans R:

| Montrons que si x = x

0

> 0 alors G est monog�ene engendr�e par x

0

: si x

0

n'appartient pas �a G; alors

d'apr�es la arat�erisation de l'inf, pour " = x

0

; il existe g 2 G tel que x

0

< g < 2x

0

:Mais pour " = g�x

0

;

il existe aussi h 2 G tel que x

0

< h < x

0

+ " = g: Dans e as, 0 < g�h < x

0

mais g�h �etant un �el�ement

de G; ela ontredit la d�e�nition de l'inf pour x

0

: N�eessairement x

0

2 G: Supposons maintenant qu'il

existe g 2 G tel que g 62 x

0

Z alors d'apr�es le th�eor�eme 3, il existe q 2 Z tel que

qx

0

< g < (q + 1)x

0

:

Mais dans e as, g � qx

0

2 G et appartient �a ℄0; x

0

[ e qui ontredit l�a aussi la d�e�nition de l'inf pour

x

0

: N�eessairement G = x

0

Z: Ce qui onlut notre d�emontration.

Exemple 3 | Ce th�eor�eme permet d'obtenir diretement des r�esultats tr�es puissants omme le

fait que :

Z+

p

2Z= fn+

p

2m; (n;m) 2 Z

2

g

ou

Z+ 2�Z= fn+ 2�m; (n;m) 2 Z

2

g

ou plus g�en�eralement

Z+ �Z= fn+ �m; (n;m) 2 Z

2

g

est dense dans R pour tout � irrationnel. Autrement dit pour tout r�eels a < b il existe deux entiers

(n;m) 2 Z

2

tels que :

a < n+ �m < b:

En e�et : pour tout � 2 R; l'ensemble Z+ �Z est un sous-groupe de R: Ce sous-groupe est don

ou bien monog�ene ou bien dense dans R: Si e groupe �etait monog�ene, alors il existerait x

0

2 R

tel que :

Z+ �Z= x

0

Z:

Mais alors :

9n 2 N; � = nx

0

et 9m 2 N; 1 = mx

0

:

Don � =

n

m

: Ce qui n'est pas.

Ce th�eor�eme sera le point ultime de notre avanement dans e hapitre sur les nombres r�eels.

Beauoup d'appliations de e r�esultats seront vues dans la suite des ours d'analyse. Il est

maintenant n�eessaire, pour poursuivre notre ompr�ehension des r�eels d'�etudier pr�eis�ement les

suites de nombres r�eels, sujet qui onstitue le hapitre suivant.
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Suites r�eelles

Nous allons maintenant mettre �a ontribution notre travail de rigueur sur les r�eels du hapitre

pr�e�edent. Travail qui nous a notamment permis de d�egager les propri�et�es l�e dans l'utilisation

des nombres r�eels.

L'objetif th�eorique est de prolonger l'�etude des nombres r�eels du paragraphe pr�e�edent. Mais ii,

nous hangeons de point de vue et nous voulons �etudier les familles d�enombrables de nombres

r�eels. Passer, pour �etudier un probl�eme portant sur un ensemble ontinu, �a l'�etude de familles

d�enombrables dans et ensemble ontinu s'appelle disr�etiser le probl�eme. Nous retrouverons

souvent ette d�emarhe en analyse et en physique dans les ann�ees suivantes.
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I Plusieurs d

�

efinitions

Nous verrons la notion de suite de quatre fa�ons enti�erement �equivalentes.

1. Point de vue des listes

Il s'agit du point de vue que nous privil�egierons dans l'immense majorit�e des as. On appelle

suite �a termes r�eels, ou suite r�eelle toute famille de nombres r�eels index�ee par N: En d'autres

termes, si u est une suite, on la notera :

u = (u

n

)

n2N

= (u

0

; u

1

; u

2

; : : : ; u

n

; : : :) :

Ainsi, si l'on adopte e point de vue, une suite r�eelle n'est autre qu'une liste in�nie de nombre r�eels

index�es par les entiers naturels. Par exemple u = (0; 1; 1; 1; 0; : : : ; 0; : : :) ou u = (1; 2; 3; 4; : : : ; n; : : :)

sont des suites r�eelles.

Remarque 5 | Il arrivera souvent que, par abus de langage, nous notions

u = (u

n

) au lieu de u = (u

n

)

n2N

quand le ontexte sera suÆsamment lair pour qu'il n'y ait pas ambigu

�

�t�e.

2. Point de vue fontionnel

Il s'agit d'un point de vue souvent tr�es pratique. On appelle suite r�eelle la donn�ee d'une

appliation f de N dans R:

Pour passer du point de vue < liste > au point de vue < fontionnel > on pro�ede omme suit :
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| si u est la suite d�e�nie par la famille

u = (u

n

)

n2N

alors u est aussi la suite d�e�nie par la fontion

f : N �! R

n 7�! u

n

| si u est la suite d�e�nie par la fontion f : N �! R alors u est aussi la suite d�einie par la

famille

u = (f(n))

n2N

:

3. Point de vue it�eratif

Il s'agit d'un point de vue tr�es rihe que nous renontrerons parfois mais qui donne lieu �a

des ph�enom�enes omplexe

1

. Une suite r�eelle (u

n

)

n2N

peut être d�e�nie par la donn�ee d'un r�eel

x

0

2 D et d'une fontion T : D �! D d�e�nie sur D � R de la mani�ere suivante :

�

u

0

= x

0

u

n+1

= T (u

n

) 8n 2 N:

Dans e as, nous dirons que T est la fontion de transition de la suite (u

n

)

n2N

et que u

n+1

=

T (u

n

) est une formule ou relation de r�eurrene pour ette suite. Ainsi pour tout n 2 N le nombre

u

n

est l'image du n-i�eme it�er�e de f en x

0

:

u

n

= T Æ T Æ � � � Æ T

| {z }

n fois

(x

0

):

Dans ette d�e�nition, la relation de r�eurrene exprime le terme u

n+1

�a l'aide du terme u

n

:

Nous parlerons dans e as de r�eurrente d'ordre 1: Et nous pouvons aussi d�e�nir des r�eurrentes

d'ordre sup�erieur : une suite r�eelle (u

n

)

n2N

peut être d�e�nie par la donn�ee de p nombres r�eels

(x

0

; : : : ; x

p�1

) 2 D

p

o�u p 2 N

�

et d'une fontion T : D

p

�! D o�u D � R de la mani�ere suivante :

8

>

>

>

<

>

>

>

:

u

0

= x

0

:

:

:

u

p�1

= x

p�1

u

n+p

= T (u

n

; : : : ; u

n+p�1

) 8n 2 N:

Dans e as, nous dirons que (u

n

)

n2

est d�e�nie par une formule ou relation de r�eurrene d'ordre

p:

Exemples 4 1. Cas des suites arithm�etiques : nous dirons qu'une suite u est arithm�e-

tique de raison a si elle est d�e�nie de la fa�on suivante :

�

u

0

= x

0

u

n+1

= u

n

+ a 8n 2 N:

Dans e as la fontion de transition est la translation

T : x 2 R 7�! x+ a 2 R:

1. Ce point de vue se d�eveloppe au sein d'une immense th�eorie : elle des < syst�emes dynamiques disret >.
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On montre par une r�eurrene tr�es simple que pour tout n 2 N :

u

n

= x

0

+ na:

Don la suite u peut être d�e�nie de mani�ere fontionnelle par la fontion

f : N �! R

n 7�! x

0

+ na

2. Cas des suites g�eom�etriques : nous dirons qu'une suite u est g�eom�etrique de raison

a si elle est d�e�nie de la fa�on suivante :

�

u

0

= x

0

u

n+1

= au

n

8n 2 N:

Dans e as la fontion de transition est l'homoth�etie

T : x 2 R 7�! ax 2 R:

On montre par une r�eurrene tr�es simple que pour tout n 2 N :

u

n

= a

n

x

0

:

Don la suite u peut être d�e�nie de mani�ere fontionnelle par la fontion

f : N �! R

n 7�! a

n

x

0

3. Exemple de r�eurrene d'ordre 2 : onsid�erons la suite (F

n

)

n2N

d�e�nie par la relation

de r�eurrene d'ordre 2 suivante :

8

<

:

F

0

= 0

F

1

= 1

F

n+2

= F

n+1

+ F

n

8n 2 N:

Il s'agit de la suite de Fibonai

2

. On peut montrer que ette suite peut se d�e�nir aussi

de mani�ere fontionnelle ar elle v�eri�e la relation :

F

n

=

1

p

5

  

1 +

p

5

2

!

n

�

 

1�

p

5

2

!

n

!

8n 2 N:

4. Situation g�en�erale : il ne faut pas roire que la situation g�en�erale est aussi simple.

Dans la plupart des as, il est diÆile, onnaissant la fontion de transition T d'�etablir

une formule < simple > pour la fontion f et vie-versa.

2. Leonardo Fibonai est un math�ematiien italien n�e �a la �n du moyen-âge en 1175 et mort en 1250. Il est

rest�e extrêmement �el�ebre pour son livre < Liber Abai > (ou litt�eralement livre des aluls) �erit en 1202 dans

lequel Fibonai introduit notamment rien de moins que le syst�eme de num�eration indo-arabe pour l'�eriture des

nombres !
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�

efinitions

4. Point de vue impliite

Il s'agit l�a du point de vue en g�en�eral le plus d�eliat. Nous le renontrerons rarement. Une

suite r�eelle (u

n

)

n2N

peut être d�e�nie par une ondition du type : 8n 2 N; u

n

est l'unique solution

d'une �equation P (n; x) = 0 o�u P est une fontion de N �D dans R ave D � R:

Dans e as, haque terme u

n

de la suite est d�e�ni par une ondition qui assure l'existene et

l'uniit�e du terme en question, la valeur de u

n

n'�etant a priori pas onnu. C'est pourquoi nous

parlons dans e as de d�e�nition impliite de la suite (u

n

)

n2N

:

Exemple 4 | Consid�erons pour tout entier n 2 N l'�equation f

n

(x) = x

n

+ x � 1 = 0 pour

x 2 [0; 1℄: Comme 0

n

+0�1 < 0 et 1

n

+1�1 > 0; et omme la fontion f

n

: x 2 [0; 1℄ 7�! x

n

+x�1

est ontinue, le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires 15 nous assure que pour tout entier n 2 N; il

existe u

n

2 [0; 1℄ tel que f

n

(u

n

) = 0: Comme la fontion f

n

est stritement roissante sur [0; 1℄;

e u

n

est unique. Nous venons de d�e�nir la suite (u

n

)

n2N

par une ondition impliite. Dans le

graphe 2.1 nous repr�esentons les 7 premi�eres valeurs de ette suite.

Figure 2.1 { Suite impliite d�e�nie par l'�equation x

n

+ x� 1 = 0

5. synth�ese

On admettra que les quatre points de vue pr�e�edent sont �equivalents et que toute suite r�eelle

est d�e�ni de l'une de es quatre fa�ons. Rappelons, omme nous l'avons d�ej�a mentionn�e, que le

passage d'une d�e�nition �a une autre peut se r�ev�eler être un probl�eme tr�es diÆile. Ainsi, on ne

herhera pas par exemple �a trouver une relation de r�eurrene qui d�e�nirait la suite (u

n

) de

l'exemple 4 ni même une �eriture fontionnelle de ette suite.

On notera l'ensemble de toutes les suites r�eelles R

N

:

Notons en�n que deux suites r�eelles (u

n

)

n2N

et (v

n

)

n2N

sont �egales si et seulement si

8n 2 N; u

n

= v

n

:
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En�n, par extension, nous appellerons aussi suite r�eelle toute famille de r�eels index�ee par N

�

,

voire plus g�en�eralement par un intervalle entier du type [n

0

;+1[ o�u n

0

2 N: On peut en ramener

l'�etude au as des suites d�e�nies sur N par le hangement d'indie p = n� n

0

: Nous dirons dans

e as qu'une suite u est d�e�nie �a partir du rang n

0

et elle sera not�ee :

u = (u

n

)

n>n

0

:

II Voabulaire desriptif

Commen�ons notre �etude des suites r�eelles par la terminologie servant �a d�erire le omporte-

ment global des suites.

D

�

efinition 9

Soit u = (u

n

) une suite r�eelle. Nous appellerons support de la suite u; not�e Supp(u) l'ensemble

des valeurs de la suite :

Supp(u) = fu

n

; n 2 Ng:

Le support d'une suite ne porte pas toute l'information permettant de arat�eriser une suite.

Ainsi deux suites peuvent avoir le même support sans être �egales. On pensera par exemple aux

deux suites suivantes

u

n

= (�1)

n

8n 2 N et v = (�1; 1; 1; : : : ; 1; : : :):

Dans es deux as, le support est l'ensemble f�1; 1g:

D

�

efinition 10

Une suite (u

n

)

n2N

est :

| major�ee si 9M 2 R : 8n 2 N ; u

n

6M ,

| minor�ee si 9m 2 R : 8n 2 N ; u

n

> m,

| born�ee si elle est major�ee et minor�ee, 'est-�a-dire si :

9M 2 R : 8n 2 N ; ju

n

j �M:

D

�

efinition 11

Une suite (u

n

)

n2N

est :

| roissante si 8n 2 N ; u

n+1

> u

n

,

| d�eroissante si 8n 2 N ; u

n+1

6 u

n

,

| monotone si elle est roissante ou d�eroissante.

On dit qu'elle est stritement roissante, stritement d�eroissante, ou stritement mo-

notone si l'in�egalit�e orrespondante est strite.

Ces notions sont d'ores et d�ej�a bien onnues. Rappelons ependant la m�ethode g�en�erale suivante.

M

�

ethode 3 | Monotonie d'une suite. De mani�ere g�en�erale, pour d�emontrer qu'une suite

(u

n

)

n2N

est monotone, on d�emontrera ou bien
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| point de vue additif, que

8n 2 N u

n+1

� u

n

est de signe onstant.

| point de vue multipliatif, que

8n 2 N u

n

6= 0 et

u

n+1

u

n

� 1

est de signe onstant.

D

�

efinition 12

Nous dirons qu'une suite (u

n

)

n2N

est onstante s'il existe un r�eel k tel que

8n 2 N; u

n

= k:

Les suites onstantes sont don les seules suites qui soient simultan�ement roissantes et d�erois-

santes.

D

�

efinition 13

Nous dirons qu'une suite (u

n

)

n2N

est p�eriodique s'il existe un entier N 2 N

�

tel que

8n 2 N; u

n+N

= u

n

:

Dans e as, nous dirons aussi que la suite (u

n

)

n2N

est p�eriodique de p�eriode N ou que N est

une p�eriode de la suite. On notera bien qu'il n'y a pas uniit�e de la p�eriode de la suite, ainsi si

(u

n

) est p�eriodique de p�eriode N alors (u

n

) est aussi p�eriodique de p�eriode kN pour tout k 2 N:

III A partir d'un ertain rang

Nous en venons maintenant �a la notion la plus profonde de e hapitre sur les suites : la fa�on

d'�etablir math�ematiquement qu'une propri�et�e pour une suite n'est plus n�eessairement vraie

globalement mais < �a l'in�ni > ou aussi < �a partir d'un ertain rang >. La bonne ompr�ehension

de e onept par l'�etudiant onstituera l'objetif majeur de e hapitre puisque de e hapitre

d�eoulera la d�e�nition de la limite des suites dans la setion suivante puis, plus g�en�eralement, la

notion de ph�enom�ene asymptotique que nous �etudierons �a la �n de e hapitre.

L'id�ee est la suivante : �etant donn�e une suite (u

n

)

n2N

et une propri�et�e P(n) portant

3

sur les

termes de la suite, nous dirons que ette propri�et�e est vraie �a partir d'un ertain rang s'il existe

un entier N 2 N �a partir duquel la propri�et�e est vraie. Autrement s'il existe un entier N 2 N tel

que pour tout entier n > N; la propri�et�e P(n) est vraie. Formellement, nous �erirons ela par

l'assertion :

9N 2 N; 8n > N; P(n)

3. Le leteur remarquera que nous hoisissons de ne pas pr�eiser le sens de la phrase < une propri�et�e P(n)

portant sur les termes de la suite > et e a�n de ne pas alourdir le propos par trop de formalisme. Sur e point

nous nous ontenterons de l'id�ee g�en�erale et pr�ef�erons des insister sur des d�e�nitions pr�eises sur les exemples de

suite roissante, positive, onstante, p�eriodique... �a partir d'un ertain rang.
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Posons tout de suite le probl�eme auquel le leteur va être onfront�e dans le maniement d'une

telle d�e�nition : dans l'immense majorit�e des as que nous envisagerons ult�erieurement, le rang

N ne sera pas onnu expliitement et pire il n'est jamais unique. La seule information que nous

aurons sur et entier est qu'il existe !

Pr�eisons ette d�e�nition dans di��erents as partiuliers :

1. Monotonie �a partir d'un ertain rang. Soit (u

n

)

n2N

une suite r�eelle. Nous dirons que

(u

n

) est roissante [resp. . d�eroissante℄ �a partir d'un ertain rang s'il existe un

entier N 2 N tel que pour tout n > N; on a :

u

n+1

> u

n

[resp. u

n+1

6 u

n

℄

Exemples 5

(a) La suite u = (2; 1; 3; 1; 2; 3; 4; : : : ; n; : : :) est roissante �a partir du rang N = 3:

(b) La suite u

n

= E(

1

9

2

n

) est stritement roissante �a partir d'un ertain rang. En e�et

pour tout n > 3; on a :

u

n

< 2

n�3

6 u

n+1

:

2. Comparaison �a partir d'un ertain rang. Consid�erons (u

n

)

n2N

et (v

n

)

n2N

deux suites

r�eelles. Nous dirons que u

n

6 v

n

�a partir d'un ertain rang s'il existe un entier N 2 N

tel que :

8n > N; u

n

6 v

n

:

Exemple 5 | La suite d�e�nie par u

n

=

5(�1)

n

n+1

+ 1 8n 2 N est positive �a partir d'un

ertain rang. En e�et, pour tout n > 4; on a :

u

n

>

5(�1)

n

5

+ 1 = 0 si n est impair et u

n

> 0 si n est pair.

3. Constante �a partir d'un ertain rang. Soit (u

n

)

n2N

une suite r�eelle. Nous dirons que

(u

n

) est onstante �a partir d'un ertain rang s'il existe un r�eel k et un entier N 2 N

tel que :

u

n

= k 8n > N:

Exemple 6 | La suite d�e�nie par u

n

= E(

100

n+1

) est onstante �a partir du rang 100:

Cette liste de d�e�nitions n'est �evidemment pas exhaustive, on pourrait par exemple y adjoindre

la d�e�nition d'une suite p�eriodique �a partir d'un ertain rang, d'une suite �a valeur enti�ere

�a partir d'un ertain rang, et. L'essentiel est ii de omprendre le < m�eanisme > de ette

d�e�nition a�n de l'adapter suivant les as �a la modalit�e n�eessaire.

Dans la liste de d�e�nitions pr�e�edentes, nous n'avons pas mentionn�e la notion de <major�e, [resp.

minor�e, resp. born�e℄ �a partir d'un ertain >. C'est �a ause du fait suivant tr�es simple et qui va

nous amener �a r�ealiser notre premi�ere d�emonstration th�eorique utilisant la notion de < �a partir

d'un ertain rang >.

Fait 1

Soit (u

n

)

n2N

une suite r�eelle. La suite (u

n

) est major�ee [resp. minor�ee, resp. born�ee℄ �a partir

d'un ertain rang si et seulement si elle est major�ee [resp. minor�ee, resp. born�ee℄.
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Preuve | Les d�emonstrations �etant similaires dans les trois as : major�e, minor�e et born�e, nous ne d�emontrons

ii que le as major�e. Nous pro�edons par double impliation.

| Si la suite (u

n

) est major�ee, alors elle est �evidemment major�ee �a partir d'un ertain rang.

| Supposons que (u

n

) est major�ee �a partir d'un ertain rang. Il existe don un r�eel M et un entier N tel

que :

8n > N; u

n

6M:

Nous savons que tout ensemble �ni non vide admet un plus grand �el�ement dans R (f. proposition 1 p. 15).

L'ensemble fu

0

; : : : u

N

g admet don un plus grand �el�ement que l'on note M

0

: PrenonsM = max(M;M

0

):

Alors pour tout n 2 N; on a :

u

n

6M :

Nous venons de montrer que la suite est (u

n

) est major�ee.

Avant de passer �a la d�e�nition de la limite d'une suite, il reste une diÆult�e �a bien identi�er : il

n'est pas seulement utile de montrer qu'une suite v�eri�e une propri�et�e �a partir d'un ertain rang,

omme souvent en math�ematiques il est tout aussi utile de savoir nier qu'une suite v�eri�e telle

ou telle propri�et�e �a partir d'un ertain rang.

M

�

ethode 4 | Nier une propri�et�e �a partir d'un ertain rang. Soit (u

n

)

n2N

une suite

et P(n) une propri�et�e portant sur les termes de la suite. Pour nier que la suite (u

n

) v�eri�e la

propri�et�e P(n) �a partir d'un ertain rang, il faut et il suÆt de montrer que pour tout entier

N 2 N; il existe n 2 N; n > N; tel que P(n) est faux. Il s'agit don de d�emontrer que :

8N 2 N; 9n 2 N; n > N; P(n) est faux.

Exemples 6 1. Montrons par exemple que la suite d�e�nie par u

n

= (�1)

n

n'est pas onstante

�a partir d'un ertain rang : pour tout entier N 2 N; il existe deux entiers : par exemples

n

1

= 2N et n

2

= 2N + 1; tels que n

1

> N; n

2

> N et u

n

1

(= 1) 6= u

n

2

(= �1): Don la

suite n'est pas onstante �a partir d'un ertain rang.

2. Montrons par exemple que la suite d�e�nie par u

n

= E(sin(n)) n'est pas positive �a partir

d'un ertain rang : pour tout entier N 2 N; il existe k 2 N tel que k� 6 N < (k + 1)�

(d'apr�es 3, p. 23). Si k est pair, alors n = N + 1; N + 2; N + 3 ou N + 4 appartient �a

l'intervalle [(k + 1)�; (k + 2)�[ et dans e as u

n

= �1: Si k est impair, alors u

N

= �1

Nous venons de montrer qu'il existe toujours n > N tel que u

n

= �1: Don la suite n'est

pas positive �a partir d'un ertain rang.

IV Notion de limite

La notion de < �a partir d'un ertain rang > introduit dans la setion pr�e�edente va se trouver

être l'outil l�e pour formaliser orretement l'id�ee, tr�es subtile, de < limite > d'une suite.

1. Position du probl�eme & d�e�nition

Consid�erons une suite r�eelle (u

n

)

n2N

: Nous savons tous e que signi�e intuitivement l'id�ee

lim

n!+1

u

n

= l 2 R:
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Nous voulons ii formaliser math�ematiquement ette id�ee a�n que ette formalisation devienne

totalement rigoureuse.

D'un point de vue na

�

�f, la suite (u

n

) tend vers l quand n tend vers l'in�ni quand u

n

se rapprohe

de l aussi prohe que l'on veut quand n tend vers l'in�ni. Math�ematiquement, nous traduirons

ette phrase par :

8" > 0; ju

n

� lj < " �a partir d'un ertain rang.

Le moreaux de phrase < u

n

se rapprohe de l aussi prohe que l'on veut > se traduit don par :

pour " aussi petit que l'on veut, i.e. quelonque (" jouant le rôle d'un in�niment petit ii), la

distane (ou l'�eart) entre u

n

et l est inf�erieur �a ": Le moreaux de phrase < quand n tend vers

l'in�ni > se traduit quant �a lui par �a partir d'un ertain rang.

De même, de mani�ere na

�

�ve, la suite (u

n

) tend vers +1 quand n tend vers l'in�ni quand u

n

est

aussi grand que l'on veut quand n tend vers l'in�ni. Math�ematiquement, nous traduirons ette

phrase par :

8M 2 R; u

n

>M �a partir d'un ertain rang.

Le moreaux de phrase < u

n

est aussi grand que l'on veut> se traduit don par : pourM 2 R aussi

grand que l'on veut, i.e. quelonque (M jouant le rôle d'un in�niment grand ii), u

n

d�epasse M:

Le moreaux de phrase < quand n tend vers l'in�ni > se traduit quant �a lui omme pr�e�edemment

par �a partir d'un ertain rang.

Le as d'une limite vers �1 est similaire. Nous obtenons ainsi la d�e�nition suivante :

D

�

efinition 14

Soit (u

n

)

n2N

une suite r�eelle et l 2 R. Nous dirons que :

| la limite de (u

n

) existe et vaut l; not�e :

lim

n!+1

u

n

= l;

si :

8" > 0; 9N 2 N; 8n > N; ju

n

� lj < ":

| la limite de (u

n

) existe et vaut +1; not�e :

lim

n!+1

u

n

= +1;

si :

8M 2 R; 9N 2 N; 8n > N; u

n

>M:

| la limite de (u

n

) existe et vaut �1; not�e :

lim

n!+1

u

n

= �1;
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si :

8M 2 R; 9N 2 N; 8n > N; u

n

6M:

Remarques 4

1. Converger/diverger. Dans le as o�u

lim

n!+1

u

n

= l

nous dirons aussi que (u

n

) onverge vers l: Dans le as o�u (u

n

) ne onverge vers auun

nombre r�eel, nous dirons que la suite diverge. Une suite divergente peut don avoir pour

limite �1; on dit dans e as qu'elle diverge vers �1 ; elle peut aussi ne pas avoir de

limite.

2. Notation. Pour simpli�er les di��erents as de limites �nies ou in�nies, nous serons

amen�e dans la suite �a introduire l'ensemble suivant :

R = R \ f�1;+1g:

Nous prendrons ei omme une simple notation

4

.

3. Notation abusives pour les limites. En�n, mentionnons qu'il arrivera que nous no-

tions par abus de langage une limite l 2 R de la mani�ere suivante :

limu

n

= l ou u

n

�! l:

2. M�ethodologie

Le bon usage de ette d�e�nition de limite de suite n�eessite de orretement distinguer deux

hoses :

M

�

ethode 1

1. omment d�emontrer une limite �a l'aide de la d�e�nition ?

2. omment utiliser le fait que la limite d'une fontion quelque part soit onnue ?

Dans le premier as :

1. Nous devons ommener par nous donner un � > 0 ou M 2 R �x�e quelonque. Cela se

traduira dans le orps de la d�emonstration par

< Soit " > 0 > ou < Soit M 2 R >.

2. Une fois e � ou eM �x�e, nous devons exhiber un rang entier N 2 N v�eri�ant la propri�et�e

voulue. Ce N; qui d�epend de � ouM et de la suite �etudi�ee, n'aura pas besoin d'être expliit�e,

seule l'existene de e nombre importe et doit être rigoureusement justi��ee.

4. Comme toujours en math�ematiques, < nouvelle notation > signi�e peu ou prou < nouveau onept >. Le

as pr�esent ne d�eroge pas �a ette r�egle. La notation R fait r�ef�erene �a une ompati�ation de R. Mais e point

d�epasse pour l'instant largement le niveau de e ours.
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Dans le deuxi�eme as, nous hoisirons une valeur ad�equate de � ou de M (par exemple : 1;

1

2

;

1

n

...). Le fait que la limite existe nous garantira alors qu'il existe un rang entier N �a partir duquel

une ertaine propri�et�e. Et il s'agira d'utiliser l'in�egalit�e fournie de mani�ere intelligente...

Exemple 7 | Donnons un exemple de la premi�ere m�ethode :

1. Consid�erons la suite u

n

=

1

n

d�e�nie pour tout n > 1: Montrons que u

n

�! 0: Pour e

faire, nous nous donnons " > 0 quelonque. D'apr�es la propri�et�e d'Arhim�ede (22), il

existe un entier N 2 N

�

tel que N" > 1: Alors pour tout n > N; on a u

n

< ": Nous

venons de montrer que ju

n

j < " �a partir d'un ertain rang pour " quelonque. Don la

suite u

n

tend vers 0:

2. Consid�erons la suite u

n

= n

2

d�e�nie pour tout n 2 N: Montrons que u

n

�! +1: Pour

e faire, nous nous donnons M 2 R quelonque. Nous pourrions utiliser �a nouveau la

propri�et�e d'Arhim�ede, mais nous pr�ef�erons (pour varier un peu) utiliser la partie enti�ere.

Posons don N = E(M) + 1: Alors pour tout n > N; on a u

n

= n

2

> n > N > M: Et

nous venons don de montrer que la suite (u

n

) diverge vers +1:

Donnons maintenant un exemple de la deuxi�eme m�ethode : supposons que la suite (u

n

) tend

vers 1: Montrons par exemple que u

n

>

9

10

�a partir d'un ertain rang. Choisissons de prendre

" =

1

10

: Alors il existe un rang entier N �a partir duquel ju

n

� 1j 6

1

10

: Mais alors :

8n > N;

9

10

6 u

n

:

C'est le r�esultat herh�e. Pour d'autres exemples, nous renvoyons �a toute les propri�et�es sur les

limites des setions suivantes qui vont onstituer une onstellation d'illustrations de ette m�e-

thode.

3. Variations sur la d�e�nitions

x 1. Restritions sur " et M | Il faut noter que l'�eriture de la d�e�nition de la limite admet

plusieurs versions �equivalents. On a par exemple les di��erentes �eritures suivantes.

Proposition 8

Soit (u

n

)

n2N

une suite r�eelle et l 2 R.

| La suite (u

n

) tend vers l si, et seulement si,

8" > 0; 9N 2 N; 8n > N; ju

n

� lj 6 ":

| Soit "

0

> 0: La suite (u

n

) tend vers l si, et seulement si,

8" 2℄0; "

0

[; 9N 2 N; 8n > N; ju

n

� lj < ":

De même, dans le as d'une limite in�nie, si par exemple l = +1:

| La suite (u

n

) tend vers l si, et seulement si,

8M > 0; 9N 2 N; 8n > N; u

n

> M:
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| Soit M

0

2 R: La suite (u

n

) tend vers l si, et seulement si,

8M >M

0

; 9N 2 N; 8n > N; u

n

>M:

Le as d'une limite l = �1 est similaire. Nous laissons le leteur �erire les as orrespondants.

Preuve| Les preuves �etant tr�es prohes dans les as d'une limite �nie et d'une limite in�nie, nous ne d�emontrons

ii que le as d'une limite �nie. Prenons don l 2 R et (u

n

) une suite r�eelle.

| Si (u

n

) tend vers l alors par d�e�nition

8" > 0; 9N 2 N; 8n > N; ju

n

� lj < "

D'o�u

8n > N; ju

n

� lj 6 ":

| R�eiproquement, prenons " > 0 et appliquons la arat�erisation �a "

0

=

"

2

: Il existe alors un rang N 2 N

tel que

8n > N; ju

n

� lj 6

"

2

:

Mais alors, �a partir du rang N; on a :

ju

n

� lj 6

"

2

< ":

La d�e�nition de la limite est don v�eri��ee et (u

n

) tend don vers l:

| Fixons "

0

> 0 et supposons que (u

n

) tende vers l: Alors pour tout " > 0; il existe un rang N �a partir

duquel

ju

n

� lj < ":

Cei est vrai, en partiulier, 8" 2℄0; "

0

[: D'o�u la arat�erisation propos�ee est vraie.

| R�eiproquement, �xons " > 0: Appliquons notre arat�erisation �a "

0

= min

�

"

0

2

; "

�

: Ainsi il existe un rang

N �a partir duquel on a :

ju

n

� lj < "

0

:

Mais omme "

0

6 "; nous retrouvons la d�e�nition de la limite et don (u

n

) tend vers l:

Exemple 8 | On utilisera souvent ette propri�et�e sous la forme tr�es simple suivante :

(u

n

) tend vers +1 si, et seulement si, 8M > 0; il existe un rang N 2 N;

tel que :

8n > N; u

n

>M:

x 2. La limite est une information de nature asymptotique |

�

A la di��erene du point pr�e�edent

qui n'apporte pas r�eellement d'information nouvelle, e paragraphe porte une id�ee importante :

la notion de limite est une information de nature asymptotique, ela n'a don auun sens de dire

que la suite (u

n

) < onverge vers un nombre r�eel �a partir d'un ertain rang >, ou que < (u

n

) tend

vers �1 �a partir d'un ertain rang >.

V�eri�ons e fait pour le as d'une onvergene vers un nombre r�eel l: Dire que la suite (u

n

)

onverge vers l �a partir du rang N

0

2 N; signi�e que :

8" > 0; 9N 2 N;8n > N et 8n > N

0

; ju

n

� lj < ":

Cela signi�e don, en posant N

0

= max(N;N

0

); que :

8" > 0; 9N

0

2 N; 8n > N

0

; ju

n

� lj < ":
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Une autre fa�on de traduire le arat�ere asympototique de la notion de limite onsiste �a �erire

la proposition suivante.

Proposition 9

Soient u et v deux suites �egales �a partir d'un ertain rang, 'est-�a-dire telles que :

9N

0

: n > N

0

u

n

= v

n

:

Alors :

limu = ` 2 R si, et seulement si, lim v = `:

Ce r�esultat est �evident d'apr�es les d�e�nitions. On peut ainsi hanger un nombre �ni de termes

d'une suite, sans hanger sa limite �eventuelle.

~

C'est pourquoi dans la suite de e hapitre, la plupart des r�esultats �enon�es onerneront des

propri�et�es vraies �a partir d'un ertain rang.

4. Observations premi�eres

Proposition 10 (Uniit�e de la limite)

Soit (u

n

)

n2N

une suite r�eelle. Si (u

n

) onverge vers l 2 R alors l est unique.

Preuve | Supposons que notre suite (u

n

) onverge vers deux limites di��erentes

5

l

1

et l

2

dans R: Comme l

1

est

di��erent de l

2

; on peut supposer par exemple que l

1

< l

2

: Prenons

6

alors " =

l

2

�l

1

2

: Alors il existe un rang entier

N

1

tel que

8n > N

1

l

1

� " < u

n

< l

1

+ ":

et un rang entier N

2

tel que :

8n > N

2

l

2

� " < u

n

< l

2

+ ":

Mais alors si n > max(N

1

;N

2

); on a :

u

n

< l

1

+ " = l

2

� " < u

n

:

D'o�u la ontradition. N�eessairement l

1

= l

2

et nous venons de prouver l'uniit�e de la limite de la suite.

Proposition 11

Soit (u

n

)

n2N

une suite r�eelle.

1. Si (u

n

) onverge, alors (u

n

) est born�ee.

2. Si (u

n

) tend vers +1; alors (u

n

) est minor�ee.

3. Si (u

n

) tend vers �1; alors (u

n

) est major�ee.

Preuve |D�emontrons suessivement les di��erents as :

1. Supposons que (u

n

) onverge. Prenons par exemple " = 1: Il existe alors un rang N 2 N �a partir duquel

u

n

2℄l � 1; l+ 1[:

Don (u

n

) est born�ee �a partir d'un ertain rang. Mais le fait 1 p. 37 nous montre qu'alors (u

n

) est born�ee.

5. Ii, la d�emarhe est totalement lassique : de mani�ere g�en�erale, pour d�emontrer l'uniit�e d'un objet, on

suppose qu'il en existe deux v�eri�ant la même propri�et�e et on montre qu'ils sont �egaux.

6. On remarque ii l'utilisation expliite de la deuxi�eme m�ethode mentionn�ee dans le paragraphe pr�e�edent.
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2. Supposons que (u

n

) tend vers +1: Prenons par exemple M = 0: Il existe alors un rang N 2 N �a partir

duquel

u

n

> 0:

Don (u

n

) est minor�ee �a partir d'un ertain rang. Mais �a nouveau le fait 1 p. 37 nous montre qu'alors

(u

n

) est minor�ee.

3. La preuve est similaire au as pr�e�edent. �

Proposition 12

Soit (u

n

)

n2N

une suite r�eelle.

1. Si (u

n

) onverge vers un r�eel l et si l > l

0

; alors

u

n

> l

0

�a partir d'un ertain rang.

2. Si (u

n

) tend vers +1; alors pour tout r�eel M 2 R; on a :

u

n

> M �a partir d'un ertain rang.

3. Si (u

n

) tend vers �1; alors pour tout r�eel M 2 R; on a :

u

n

< M �a partir d'un ertain rang.

Preuve

1. Prenons par exemple " =

l

0

�l

2

: Alors il existe un rang N 2 N �a partir duquel

l

0

<

l+ l

0

2

= l� " < u

n

< l + ":

D'o�u le r�esultat.

2. les deux autres points sont de simples tradutions de la d�e�nition.

Remarque 6 | Le premier point va se r�ev�eler partiuli�erement utile dans des situations o�u il

est par exemple n�eessaire d'utiliser le fait que si une suite u tend vers un nombre stritement

positif, alors ette suite est �a valeurs stritements positive �a partir d'un ertain rang.

Citons aussi deux r�esultats tr�es utiles pour la suite de notre �etude.

Lemme 1

Soient u une suite r�eelle et ` un r�eel. S'il existe une suite v onvergeant vers 0 telle que, �a partir

d'un ertain rang :

ju

n

� `j 6 v

n

;

alors la suite u onverge vers `.

Preuve | Puisque la suite v tend vers 0, on a :

8" > 0 ; 9n

0

: n > n

0

=) jv

n

j � ";

puis il existe un rang n

1

2 N �a partir duquel :

ju

n

� `j 6 v

n

;

et don :

8" > 0 ; 9n

2

= max(n

0

; n

1

) : n > n

2

=) ju

n

� `j � ":
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Exemple 9 | Soit f une fontion major�ee d�e�nie sur une partie D de R. Si M = sup

D

f , on

peut trouver une suite (x

n

)

n2N

d'�el�ements de D telle que :

lim

n!+1

f(x

n

) =M:

En e�et, d'apr�es la arat�erisation de la borne sup�erieure, on peut trouver pour tout n 2 N, un

�el�ement x

n

2 D tel que :

M �

1

2

n

6 f(x

n

) 6M:

Pour tout n 2 N, on a alors jf(x

n

)�M j 6 2

�n

, e qui montre lim

n!+1

f(x

n

) =M:

M

�

ethode 5 | Pour d�emontrer qu'une suite u onverge vers un r�eel `, on peut don ommener

par �evaluer ju

n

� `j et essayer de le majorer pour :

| soit trouver une suite v tendant vers 0 telle que ju� `j � v,

| soit montrer :

8" > 0 ; 9n

0

: n > n

0

=) ju

n

� `j � ":

Par exemple, la majoration tr�es importante et d�ej�a vue dans le paragraphe sur l'�etude de la

valeur absolue sur R p.12 :

~

jju

n

j � jljj 6 ju

n

� lj

montre :

Lemme 2

Si une suite (u

n

)

n2N

onverge vers `, alors la suite juj = (ju

n

j)

n2N

onverge vers j`j.

Exemple 10 | On notera que la suite (ju

n

j)

n2N

peut onverger sans que la suite onverge,

omme le montre l'exemple de la suite (�1)

n

que nous retrouverons par la suite.

5. Cas simples de non existene de limite

Ii, nous nous demandons omment montrer simplement qu'une suite ne poss�ede pas de

limite. Nous reviendrons sur ette question de mani�ere plus approfondie �a l'aide de l'outil des

suites extraites dans la setion orrespondante.

La premi�ere m�ethode onsiste �a montrer la n�egation de la d�e�nition de la limite.

M

�

ethode 6 | N�egation de la d�e�nition de la limite Soit (u

n

)

n2N

une suite r�eelle et l 2 R:

On a :

1. la suite (u

n

) ne onverge pas vers l si et seulement si

9" > 0; 8N 2 N; 9n > N; tel que ju

n

� lj > ":

2. la suite (u

n

) ne diverge pas vers +1 si et seulement si

9M 2 R; 8N 2 N; 9n > N; tel que u

n

6M:
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3. la suite (u

n

) ne diverge pas vers �1 si et seulement si

9M 2 R; 8N 2 N; 9n > N; tel que u

n

>M:

Exemple 11 | Montrons que la suite u =

�

n sin(n

�

3

)

�

n2N

ne diverge pas vers �1 : pour tout

r�eel M et pour tout rang N 2 N; posons :

n = 6E(M) + 1; u

n

=

p

3

2

(6E(M) + 1) > M;

et posons :

n = 6E(M) + 5; u

n

= �

p

3

2

(6E(M) + 1) < �M:

Don u ne diverge pas vers �1:

La deuxi�eme m�ethode onsiste �a montrer qu'une suite n'a pas de limite en montrant qu'elle

ontredit un ons�equene de la d�e�nition de la limite.

�

A e stade du ours les ons�equenes de

la d�e�nition que nous herherons �a nier sont en g�en�eral les suivant :

1. Pour montrer qu'une suite ne onverge pas vers un r�eel, on pourra montrer qu'elle n'est

pas born�ee. C'est ainsi que l'on montre par exemple que la suite (n(�1)

n

) ne onverge

pas vers un r�eel.

2. Pour montrer qu'une suite ne onverge pas vers +1; on pourra montrer qu'elle n'est pas

minor�ee �a partir d'un ertain rang (omme dans l'exemple pr�e�edent).

3. Pour montrer qu'une suite ne onverge pas vers un r�eel, on pourra montrer qu'elle se

rapprohe in�niement de deux r�eels distints. Nous utiliserons e rit�ere en lien ave la

notion de sous-suite que nous �etudierons p. 54.

4. Et...

Exemple 12 | Montrons que la suite ((�1)

n

)

n2N

n'a pas de limite.

�

Etant born�ee, elle ne diverge

pas vers �1: Si ette suite onvergeait vers une limite l; alors il existerait un rang N �a partir

duquel

jl � (�1)

n

j < 1:

Mais alors jl � 1j < 1; soit l > 0 et jl + 1j < 1; soit l < 0: D'o�u la ontradition.

Nous verrons au �l des paragraphes suivants bien d'autres rit�eres tr�es utiles permettant de

montrer qu'une suite n'est pas onvergente.

V Op

�

erations sur les limites

Cette setion regroupe les r�esultats, que l'on appelle th�eor�emes g�en�eraux sur les limites, qui

permettent de d�eterminer la limite d'une suite qui est somme, produit ou quotient de suites

poss�edant des limites.

Nous allons travailler en deux temps : nous ommenerons par �etudier les r�esultats sur les limites

�nies, puis nous passerons aux r�esultats sur les limites in�nies.
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1. Limites �nies

Proposition 13 (Combinaisons lin�eaires de limites �nies)

�

Etant donn�ees deux suites u et v onvergeant respetivement vers `

1

et `

2

, ainsi que deux r�eels �

et �, la suite �u+ � v onverge vers � `

1

+ � `

2

:

Preuve | Pour tout n, l'in�egalit�e triangulaire permet d'�erire :

�

�

(�u

n

+ � v

n

)� (� `

1

+ � `

2

)

�

�

� j�j ju

n

� `

1

j+ j�j jv

n

� `

2

j:

Les suites

�

ju

n

� `

1

j

�

n2N

et

�

jv

n

� `

2

j

�

n2N

tendent vers 0, don leurs ombinaisons lin�eaires aussi, e qui prouve

que la suite

�

�

�

(� u

n

+ � v

n

)� (� `

1

+ � `

2

)

�

�

�

n2N

est major�ee par une suite tendant vers 0, et don

lim(� u+ � v) = � `

1

+ � `

2

;

d'apr�es le lemme 1.

Proposition 14 (Produit de limites �nies)

�

Etant donn�ees deux suites u et v onvergeant respetivement vers `

1

et `

2

, la suite uv onverge

vers `

1

`

2

:

Preuve | Pour tout n, on peut �erire

7

:

~
�

�

u

n

v

n

� `

1

`

2

�

�

=

�

�

u

n

(v

n

� `

2

) + `

2

(u

n

� `

1

)

�

�

� ju

n

j jv

n

� `

2

j+ j`

2

j ju

n

� `

1

j :

| La suite

�

ju

n

j

�

n2N

est born�ee, puisqu'elle onverge, et la suite

�

jv

n

� `

2

j

�

n2N

onverge vers 0. Don la

suite

�

ju

n

j jv

n

� `

2

j

�

n2N

onverge vers 0. �

| De même la suite

�

j`

2

j ju

n

� `

1

j

�

n2N

onverge vers 0.

D'o�u l'on d�eduit que la somme de es deux suites tend vers 0 d'apr�es la propri�et�e pr�e�edente. Puis l'on obtient

que la suite (ju

n

v

n

� `

1

`

2

j)

n2N

onverge vers 0 d'apr�es le lemme 1 et don

lim(u v) = `

1

`

2

:

Proposition 15 (Inverse d'une limite �nie)

Si u est une suite onvergeant vers une limite ` 6= 0. Alors �a partir d'un ertain rang n

0

tous

les u

n

sont non nuls, et la suite

�

1

u

n

�

n2N

onverge vers 1=`.

Preuve | D'apr�es la proposition 12 de la p. 44, on peut trouver un entier n

0

tels que :

8n > n

0

; ju

n

j �

j`j

2

:

Pour n > n

0

on peut alors �erire :

�

�

�

�

1

u

n

�

1

`

�

�

�

�

=

�

�

�

�

u

n

� `

` u

n

�

�

�

�

�

1

j`jm

ju

n

� `j;

et omme la suite

�

1

j`jm

ju

n

� `j

�

n2N

onverge vers 0, on en d�eduit que

�

1

u

n

�

n>n

0

onverge vers 1=`.

Corollaire 5 (Quotient de limites �nies)

�

Etant donn�ees deux suites u et v onvergeant respetivement vers `

1

et `

2

ave `

2

6= 0: Alors la

suite

u

v

est d�e�nie �a partir d'un ertain rang et onverge vers

`

1

`

2

:

7. On notera ette id�ee tr�es simple et remarquablement eÆae dite du < jeux �a somme nulle > : a � b =

(a� ) + (� b):
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Preuve | En �erivant

u

n

v

n

= u

n

1

v

n

;

on obtient le r�esultat �a l'aide des propositions sur le produit et le quotient des limites.

2. Limites in�nies

Nous n'�enon�ons ii que des r�esultats portant sur +1: Nous laissons le leteur transposer es

r�esultats au as de �1 �a l'aide de la orrespondane :

limu

n

= +1 () lim(�u

n

) = �1:

Proposition 16 (Combinaisons lin�eaires de limites in�nies)

�

Etant donn�ees deux suites u et v divergeant vers +1, ainsi que deux r�eels stritement positifs �

et �, la suite �u+ � v diverge vers +1:

Preuve | Soit M 2 R. Comme v est minor�ee on peut trouver m 2 R tel que 8n 2 N ; v

n

>

1

�

m. La suite u

tendant vers +1, on peut trouver n

0

tel que 8n > n

0

; u

n

>

1

�

M �

1

��

m.

On en d�eduit de fa�on �evidente 8n > n

0

; �u

n

+ �v

n

>M . D'o�u le r�esultat.

Proposition 17 (Produit de limites in�nies)

�

Etant donn�ees deux suites u et v telles que u diverge vers +1 et v est minor�ee �a partir d'un

ertain rang par un nombre stritement positif, la suite uv diverge vers +1:

Preuve | Soit M 2 R

+

. Comme v est minor�ee �a partir d'un ertain rang par un nombre stritement positif, on

peut trouver m > 0 et n

1

2 N tels que 8n > n

1

; v

n

> m.

La suite u tendant vers +1, on peut trouver n

2

2 N tel que 8n > n

2

; u

n

>

M

m

. Pour n > max (n

1

; n

2

), on a

alors :

v

n

> m > 0 et u

n

>

M

m

> 0

et don u

n

v

n

>M .

Proposition 18 (Inverse d'une limite in�nie)

Si u est une suite divergeant vers +1. Alors, �a partir d'un ertain rang n

0

; tous les u

n

sont non

nuls, et la suite

�

1

u

n

�

n2N

onverge vers 0

+

:

Preuve | La d�e�nition de la divergene de u vers +1 nous permet de trouver un entier n

0

tel que 8n >

n

0

; u

n

> 1.

Soit alors " > 0. On peut trouver un rang n

1

tel que 8n > n

1

; u

n

> 1=". Pour n > max (n

0

; n

1

), on a alors

0 6

1

u

n

6 ":

La suite

�

1

u

n

�

n2N

onverge don vers 0

+

.

Proposition 19 (Inverse d'une limite nulle)

Si u est une suite onvergeant vers 0 dont tous les termes sont stritement positif �a partir d'un

ertain rang n

0

. Alors, �a partir de e rang n

0

; la suite

�

1

u

n

�

n2N

existe et diverge vers +1:

Preuve | Il existe un rang n

0

tel que 8n > n

0

; u

n

> 0. Soit M > 0: Le r�eel 1=M est un nombre stritement

positif, don l'hypoth�ese limu = 0 permet de trouver un entier n

0

0

2 N tel que :

8n > n

0

0

; ju

n

j 6

1

M

:
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En posant n

1

= max(n

0

; n

0

0

); on a alors, pour n > n

1

:

1

u

n

>M:

D'o�u la divergene de

�

1

u

n

�

n2N

vers +1.

3. Formes ind�etermin�ees

Les deux paragraphes pr�e�edents ne permettent pas de onlure dans tous les as. Certains

as donnent lieu �a des situations dans lesquelles toutes les onlusions sont possibles (la limite

peut exister dans R; la limite peut être �1; la limite peut ne pas exister). Nous appelons es

as, des formes ind�etermin�ees.

Nous dressons, i-dessous la liste des formes ind�etermin�ees les plus lassiques qu'il faudra savoir

rep�erer dans les exeries. On se donne u et v deux suites r�eelles.

Somme : si limu = +1 et lim v = �1; alors la limite de la somme u+ v est ind�etermin�ee.

Exemple : pour u

n

= n + (�1)

n

et v

n

= �n + (�1)

n

la somme n'a pas de limite, pour

u

n

= n et v

n

= �n (� 2 R

�

�

) la somme tend vers �1 si � < �1; 0 si � = �1 et +1 si

� 2℄� 1; 0[:

Produit : si limu = �1 et lim v = 0; alors la limite du produit uv est ind�etermin�ee.

Exemple : pour u

n

= n et v

n

=

(�1)

n

n

le produit n'a pas de limite, pour u

n

= n et v

n

= n

�

(� 2 R

�

�

) le produit tend vers 0 si � < �1; 1 si � = �1 et +1 si � 2℄� 1; 0[:

Exponentiation : si limu = 1 et lim v = +1; alors la limite de la suite (u

n

)

v

n

est ind�etermin�ee.

Exemple : prenons u

n

= 1 +

1

n

et v

n

= n

�

pour � > 0: Alors :

u

v

n

n

=

�

1 +

1

n

�

n

�

= e

n

�

ln

(

1+

1

n

)

:

Admettons temporairement (ela sera d�emontr�e �a l'aide de la d�e�nition de la d�eriv�e des

fontions) que :

lim

x!0

ln(1 + x)

x

= 1:

Alors :

lim n

�

ln

�

1 +

1

n

�

=

8

<

:

1 si � = 1

+1 si � > 1

0

+

si 0 < � < 1:

D'o�u (u

n

)

v

n

tend don ou bien vers +1 si � > 1; ou bien un r�eel sinon. En s'inspirant

de ette m�ethode, on peut aussi montrer que la suite

�

1 +

(�1)

n

n

�

n

n'a pas de limite.

VI Limite et relation d'ordre

Dans ette setion, nous souhaitons explorer deux types de r�esultats :
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| Comment, �a l'aide d'in�egalit�es sur la suite, obtenir une information sur la limite ?

| Comment, �a l'aide d'in�egalit�es sur la suite, obtenir la limite d'une suite ?

Puis nous d�eduirons un th�eor�eme d'existene de limites, dont l'importane sera, pour nous, pri-

mordiale.

1. Passage �a la limite dans les in�egalit�es

Proposition 20

Soient u et v deux suites onvergentes.

1. Si la suite u est positive �a partir d'un ertain rang, alors limu > 0.

2. Si u

n

> v

n

�a partir d'un ertain rang, alors limu > lim v.

Le fait d'�erire une in�egalit�e portant sur les termes d'une suite et d'en d�eduire une in�egalit�e

portant sur la limite �eventuelle de ette suite, s'appelle un passage �a la limite. Ainsi par exemple,

nous savons que

8n 2 N; u

n

= 1 +

1

n

> 1; (�)

d'o�u < l'on d�eduit par passage �a la limite dans l'in�egalit�e (�) le fait que

limu

n

> 1:

Il apparâ�t imm�ediatement, ave ette exemple tr�es simple que la onlusion est en r�ealit�e, ii,

une �egalit�e. On tire de ette remarque l'observation importante que :

~

On ne peut pas passer �a la limite des in�egalit�es strites, mais uniquement

des in�egalit�es large.

Preuve

1. Notons l la limite de u: Si l < 0; alors d'apr�es la proposition 12 p. 44, la suite u serait inf�erieure stritement

�a 0 �a partir d'un ertain rang, or nous avons suppos�e le ontraire. N�eessairement l > 0:

2. On applique le r�esultat pr�e�edent �a la suite u� v.

2. Obtention de limites par in�egalit�e

Nous distinguerons ii deux as.

x 1. Cas d'une limite �nie

Proposition 21

Soient u et w deux suites onvergeant vers la même limite. Si v est une suite v�eri�ant qu'�a partir

d'un ertain rang :

u

n

6 v

n

6 w

n

;

alors la suite v onverge et lim u = lim v = limw:
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Preuve | D'apr�es les hypoth�eses, on peut �erire :

9n

0

: 8n > n

0

; 0 6 v

n

� u

n

6 w

n

� u

n

:

Puisque lim(w � u) = 0, le lemme 1 p. 44 permet de onlure que la suite v � u onverge vers 0. En�n, omme

v = u+ (v � u), on a limv = limu d'apr�es les th�eor�emes g�en�eraux.

Remarques 5

1. Attention, si l'on omet l'hypoth�ese lim u = limw, on ne peut absolument rien onlure

omme le prouve l'exemple des suites u

n

= �1, v

n

= (�1)

n

et w

n

= 1.

2. Il faut bien remarquer la di��erene entre e r�esultat et le r�esultat du paragraphe pr�e�edent.

| Ii, on suppose la onvergene de toutes les suites intervenant dans la proposition, puis

l'on en d�eduit l'existene et la valeur d'une limite.

| Dans la proposition 21, le fait que v onverge fait parti des hypoth�eses. La onlusion

onduit �a une pr�eision sur la valeur de la limite.

Ainsi e r�esultat d'enadrement onstitue une proposition tr�es forte pour d�emontrer l'exis-

tene et aluler la valeur d'une limite.

x 2. Cas d'une limite in�nie

Proposition 22

Soient u et v deux suites v�eri�ant

u

n

6 v

n

�a partir d'un ertain rang.

1. Si limu = +1, alors lim v = +1:

2. Si lim v = �1, alors limu = �1:

Preuve | On revient �a la d�e�nition. Montrons par exemple le premier point. Prenons M 2 R; il existe don un

rang n

0

�a partir duquel

M 6 u

n

:

Puis il existe un rang n

1

�a partir duquel

u

n

6 v

n

:

Don �a partir du rang n

2

= max(n

0

; n

1

); on a :

M 6 u

n

6 v

n

:

D'o�u le r�esultat.

3. Cons�equene de la propri�et�e de la borne sup�erieure

Th

�

eor

�

eme 5

Soit u une suite roissante.

1. Elle est major�ee si, et seulement si, elle onverge. Dans e as la limite vaut :

` = sup Supp(u):

2. Elle n'est pas major�ee si, et seulement si, elle tend vers +1:

Preuve

1. Nous avons d�ej�a montr�e de mani�ere g�en�erale que si la suite u onverge alors elle est born�ee don major�ee.

Supposons r�eiproquement que la suite u est major�ee. Le support de la suite u; �a savoir l'ensemble :

Supp(u) = fu

n

; n 2 Ng ;
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est non vide et major�e. Don il poss�ede une borne sup�erieure `. Il reste alors �a montrer que u onverge

vers ` en �etablissant que :

8" > 0 ; 9n

0

: 8n > n

0

; `� " < u

n

6 `:

Soit " > 0. D'apr�es la arat�erisation de la borne sup�erieure, on peut trouver n

0

2 N tel que `�" < u

n

0

6 `.

Comme u est roissante, on a :

8n > n

0

; `� " < u

n

0

6 u

n

6 `

e qui termine la d�emonstration.

2. Si u tend vers +1; elle est �evidemment non major�ee. R�eiproquement, supposons u non major�ee et

montrons qu'elle tend vers +1.

Soit M un r�eel quelonque. Il ne majore pas la suite, don on peut trouver un entier n

0

tel que M < u

n

0

.

Comme la suite u est roissante, on a :

8n > n

0

; M < u

n

0

6 u

n

;

e qui prouve que limu = +1.

Remarques 6 1. De même que pour le as d'une suite rossante, nous avons le r�esultat

suivant dans le as d�eroissant. Soit u une suite d�eroissante.

(a) elle est minor�ee si, et seulement si, elle onverge. Dans e as la limite vaut :

` = inf Supp(u):

(b) elle n'est pas minor�ee si, et seulement si, elle tend vers �1:

2. Nous obtenons don que toute suite monotone admet une limite dans R.

3. On notera qu'en plus de donner un rit�ere th�eorique de onvergene, e th�eor�eme donne

la valeur th�eorique de la limite ainsi qu'une information sur elle-i : tout majorant de la

suite est un majorant de sa limite.

Exemple 13 | La suite u

n

=

P

n

p=0

1

p!

est �evidemment roissante. On peut v�eri�er par r�eur-

rene 8n > 1 ;

1

n!

6

1

2

n�1

, e qui donne :

8n > 1 ; u

n

6 1 +

n

X

k=1

1

2

k�1

= 3�

1

2

n�1

6 3:

La suite u est don roissante et major�ee par 3, don elle onverge et sa limite est inf�erieure ou

�egale �a 3.

VII Le th

�

eor

�

eme de C

�

esaro

Le th�eor�eme de C�esaro onstitue un r�esultat remarquablement simple et utile qu'il est essentiel

de onnâ�tre et que nous retrouverons ave les fontions.

Th

�

eor

�

eme 6 (C�esaro)

Soit (u

n

) une suite qui onverge vers un r�eel l: Alors la suite dont le terme g�en�eral est la moyenne

des n premiers termes de la suite u

n

onverge vers l: Autrement dit :

u

0

+ : : :+ u

n

n+ 1

�! l:
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Le sens de e r�esultat est partiuli�erement intuitif : il s'agit de dire que si une suite onverge vers

un r�eel l alors sa moyenne arithm�etique onverge vers le r�eel l:

Remarque 7 | On notera que la r�eiproque est fausse omme le montre l'exemple de la suite

de la suite ((�1)

n

) :

Preuve |

�

Erivons la onvergene de la suite (u

n

) vers l: Pour " > 0; il existe un entier N �a partir duquel :

ju

n

� lj <

"

2

:

Ainsi pour tout n > N; on a

�

�

�

�

u

0

+ : : :+ u

n

n+ 1

� l

�

�

�

�

6

1

n+ 1

n

X

k=0

ju

k

� lj 6

1

n+ 1

N

X

k=0

ju

k

� lj+

"

2

:

Mais la suite

 

1

n+ 1

N

X

k=0

ju

k

� lj

!

onverge vers 0; don il existe un rang N

0

�a partir duquel

1

n+ 1

N

X

k=0

ju

k

� lj 6

"

2

:

En onlusion, pour n > max (N;N

0

) ; on a :

�

�

�

�

u

0

+ : : :+ u

n

n+ 1

� l

�

�

�

�

6 ":

En fait, la preuve qui pr�e�ede se g�en�eralise failement �a l'�enon�e suivant.

Proposition 23 (C�esaro | version pond�er�ee)

Soit (a

n

)

n2N

une suite �a valeur positive telle que la suite (

P

n

k=0

a

k

)

n2N

tend vers +1: Soit (u

n

)

une suite qui onverge vers un r�eel l: Alors la suite dont le terme g�en�eral est la moyenne des n

premiers termes de la suite u

n

pond�er�es par les n premiers termes de la suite (a

n

) onverge vers

l: Autrement dit :

a

0

u

0

+ : : :+ a

n

u

n

a

0

+ : : :+ a

n

�! l:

Le sens de e r�esultat se omprend de mani�ere similaire au th�eor�eme de C�esaro : il s'agit de dire

que si une suite onverge vers un r�eel l alors sa moyenne arithm�etique pond�er�ee des oeÆients

(a

n

)

n2N

onverge vers le r�eel l: On notera que l'�enon�e original du th�eor�eme de C�esaro orrespond

au as de la pond�eration onstante a

n

= 1;8n 2 N:

Exemple 14 | Consid�erons une suite u

n

qui tend vers l: Alors on a la onvergene suivante :

u

1

+ 2u

2

+ � � �+ nu

n

n

2

�!

l

2

:

On hoisit ii en e�et la pond�eration

a

n

= n:

Ainsi :

u

1

+ 2u

2

+ � � �+ nu

n

n

2

=

n(n+ 1)

2n

2

u

1

+ 2u

2

+ � � �+ nu

n

n(n+1)

2

�!

1

2

l:
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Remarque 8 | On notera en �n deux formes tr�es utiles du th�eor�eme de C�esaro :

1. la version logarithme : si une suite (u

n

) �a terme stritement positif onverge vers un

r�eel l > 0; alors sa moyenne g�eom�etrique onverge vers l; i.e. :

n

p

u

1

� : : : � u

n

�! l:

2. la version t�elesopique : si une suite (u

n

) est telle que :

u

n+1

� u

n

�! l;

alors

u

n

n

�! l:

Et on n'oubliera pas la version t�elesopique logarithmique : si une suite (u

n

) �a terme

stritement positif est telle que

u

n+1

u

n

�! l > 0;

alors

n

p

u

n

�! l:

VIII Suites extraites

Dans ette setion, nous d�e�nissons un outil fondamental, elui de sous-suite et de valeur

d'adh�erene.

1. Notion de sous-suite

D

�

efinition 15

Une suite v = (v

n

)

n2N

est appel�ee suite extraite, ou sous-suite d'une suite u = (u

n

)

n2N

s'il

existe une appliation �; stritement roissante, de N dans N, v�eri�ant :

8n 2 N ; v

n

= u

�(n)

:

Dans e as, l'appliation � s'appelle une extration et nous dirons que la suite v est la suite

extraite de u pour l'extration �: Cela se notera :

v = u

�

:

Exemples 7

1. La suite obtenue par d�ealage de p termes (p 2 N) :

(u

n+p

)

n2N

est une suite extraite de la suite u = (u

n

)

n2N

.

2. Les suites des termes pairs et des termes impairs :

(u

2n

)

n2N

et (u

2n+1

)

n2N

sont deux suites extraites de (u

n

)

n2N

.
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L'�etude des sous-suites va don n�eessiter le maniement des appliations stritement roissantes

� : N �! N

n 7�! �(n):

Pour e faire, le lemme suivant va se r�ev�eler tr�es utile.

Lemme 3

Soit � une appliation stritement roissante de N dans lui-même. Alors :

8n 2 N; �(n) > n:

Preuve | Il s'agit d'une simple r�eurrene sur l'entier n.

2. Notion de valeur d'adh�erene

D

�

efinition 16

Soit une suite u = (u

n

)

n2N

: Nous dirons que l 2 R est une valeur d'adh�erene de la suite u

s'il existe une extration � telle que

l = limu

�

:

Exemple 15 | Ainsi, 1 et �1 sont deux valeurs d'adh�erenes de la suite (�1)

n

: De même �1

et �

p

2

2

sont quatre valeurs d'adh�erenes de la suite

�

os(

n�

4

)

�

n2N

:

Autrement dit, l est une valeur d'adh�erene de la suite u si, et seulement si, u se < rapprohe

aussi souvent que l'on veut et aussi prohe que l'on veut > de la valeur l: Et il est parfois plus

simple de arat�eriser une valeur d'adh�erene �a l'aide de ette id�ee que l'on traduit de la mani�ere

suivante.

Proposition 24

Soit une suite u = (u

n

)

n2N

: On a :

| l 2 R est valeur d'adh�erene de la suite u si, et seulement si,

8" > 0; 8N 2 N; 9n > N; ju

n

� lj < ":

| +1 est valeur d'adh�erene de la suite u si, et seulement si,

8M 2 R; 8N 2 N; 9n > N; u

n

>M:

| �1 est valeur d'adh�erene de la suite u si, et seulement si,

8M 2 R; 8N 2 N; 9n > N; u

n

6M:

Preuve |Ces trois d�emonstrations sont similaires et nous ne d�emontrons que le premier point. Nous raisonnons

par double impliation :
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| Supposons que l soit valeur d'adh�erene de la suite (u

n

): Alors il existe une extration � : N �! N telle

que

u

�(n)

�! l:

Prenons " > 0; il existe alors un rang N

"

�a partir duquel

�

�

u

�(n)

� l

�

�

< ":

Ainsi pour tout N 2 N; posons

n =

�

�(N

"

) si N

"

> N

�(N) sinon.

Dans les deux as, le lemme 3 montre que n > N et que ju

n

� lj < ":

| R�eiproquement, supposons que

8" > 0; 8N 2 N; 9n > N; ju

n

� lj < ":

Nous allons onstruire l'extration � par r�eurrene :

~

| nous savons qu'il existe n

0

> 0 tel que

ju

n

0

� lj < 1:

Nous posons alors :

�(0) = n

0

:

| nous savons qu'il existe n

1

> �(0) + 1 tel que

ju

n

1

� lj <

1

2

:

Nous posons alors :

�(1) = n

1

:

| supposons onstruits 0 6 n

0

< n

1

< : : : < n

k

tels que

ju

n

i

� lj <

1

i+ 1

8i = 0; : : : ; k:

Nous savons qu'il existe n

k+1

> n

k

+ 1 tel que

�

�

u

n

k+1

� l

�

�

<

1

k + 2

:

Nous posons alors :

�(k + 1) = n

k+1

:

Nous venons onstruire par r�eurrene une fontion � : N �! N stritement roissante telle que :

8n 2 N;

�

�

u

�(n)

� l

�

�

<

1

n+ 1

La sous-suite u

�

tend don par d�e�nition vers l:

Remarque 9 | Cette d�emonstration est tr�es importante ar elle illustre une nouvelle m�ethode

qui onsiste �a onstruire une extration �; pour une suite, par un pro�ed�e r�eurrent. Nous retrou-

vons plusieurs fois ette m�ethode dans la suite de notre �etude.

Exemple 16 | Consid�erons la suite u

n

= os(n) 8n 2 N: Les valeurs d'adh�erenes de ette

suite forment exatement l'ensemble [�1; 1℄: En e�et, onsid�erons l 2 [�1; 1℄: Posons � 2 R tel

que :

os(�) = l

et " 2℄0; �[: Le sous-groupe Z+ 2�Z est dense dans R don l'ensemble

X = (Z+ 2�Z)\℄� � "; � + "[

est in�ni. Pour tout p+ 2q� 2 X;

jos jpj � lj = jos(p+ 2q�)� os(�)j 6 jp+ 2q� � �j 6 ":

Don os jpj 2℄l � "; l + "[: De plus, omme " < �; il y a au plus deux �el�ements de l'ensemble X

qui ont le même osinus. La suite (os(n)) prend don une in�nit�e de valeurs dans ℄l � "; l + "[: �

Don l est valeur d'adh�erene de la suite. En ons�equene, nous venons de montrer que le support

de la suite (u

n

) est dense dans l'intervalle [�1; 1℄:
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3. Lien entre onvergene de la suite & onvergene de ses sous-suites

Dans e paragraphe, la question que nous nous posons est : quel est le lien entre valeur

d'adh�erene et limite d'une suite ? Nous allons r�epondre �a ette question dans e qui suit.

Proposition 25

Soit (u

n

) une suite. Si (u

n

) onverge vers l 2 R alors pour toute extration �; la sous-suite u

�

onverge vers l:

Preuve | Consid�erons une suite extraite u

�

d'une suite onvergente (u

n

): Donnons-nous " > 0: Il existe don

un rang N 2 N �a partir duquel

ju

n

� lj < ":

Mais alors pour tout n > N; le lemme 3 nous assure que �(n) > N et don

�

�

u

�(n)

� l

�

�

< ";

e qui montre que u

�

onverge vers l:

Remarques 7

1. Lu en ontrapos�ee, ette proposition nous donne don un rit�ere tr�es utile pour montrer

qu'une suite n'a pas de limite.

2. La r�eiproque de e th�eor�eme est �evidemment fausse omme le montre l'exemple d�ej�a

onsid�er�e de la suite u

n

= (�1)

n

:

3. Cette proposition est aussi vraie ave l = �1: La preuve est laiss�ee au leteur.

4. En terme de valeur d'adh�erene, e r�esultat signi�e qu'une suite onvergente n'admet

qu'une seule valeur d'adh�erene.

Si la r�eiproque de e th�eor�eme est fausse, on peut ependant se demander e qu'il en est si on

suppose qu'une suite poss�ede :

1. auune valeur d'adh�erene ;

2. une seule valeur d'adh�erene ;

3. deux, trois ou N valeurs d'adh�erenes ;

4. une in�nit�e de valeurs d'adh�erene.

Des r�eponses �a es di��erents points vont apparâ�tre ave les r�esultats qui suivent.

Proposition 26

Soit (u

n

) une suite. (u

n

) onverge vers l si, et seulement si, pour toute extration �; la sous-suite

u

�

onverge vers l:

Preuve | La premi�ere impliation est donn�ee par la propri�et�e qui pr�e�ede. Il s'agit de d�emontrer la r�eiproque.

Nous pro�edons par ontraposition : supposons que (u

n

) ne onverge pas vers l: Alors il existe "

0

> 0 tel que pour

tout N 2 N; il existe n > N ave

ju

n

� lj > "

0

:

Nous allons don onstruire une extration � par r�eurrene qui v�eri�e :

�

�

u

�(n)

� l

�

�

> "

0

:

Pour ela nous raisonnons omme dans la preuve de la proposition 24 :

| nous savons qu'il existe n

0

> 0 tel que

ju

n

0

� lj > "

0

:

Nous posons alors :

�(0) = n

0

:
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| nous savons qu'il existe n

1

> �(0) + 1 tel que

ju

n

1

� lj > "

0

:

Nous posons alors :

�(1) = n

1

:

| supposons onstruits 0 6 n

0

< n

1

< : : : < n

k

tels que

ju

n

i

� lj > "

0

8i = 0; : : : ; k:

Nous savons qu'il existe n

k+1

> n

k

+ 1 tel que

�

�

u

n

k+1

� l

�

�

> "

0

:

Nous posons alors :

�(k + 1) = n

k+1

:

Nous venons don de onstruire une extration � telle que :

8n 2 N;

�

�

u

�(n)

� l

�

�

> "

0

:

Mais alors la sous-suite u

�

ne peut pas onverger vers l; e qui onstitue une ontradition. N�eessairement, (u

n

)

onverge vers l:

Remarques 8

1. On notera que, omme pr�e�edemment, ette proposition reste vraie ave l = �1:

2. Enore de même que pr�e�edemment, ette proposition fournit un rit�ere de non onver-

gene pour une suite : il suÆt de montrer qu'elle poss�ede deux sous-suites qui tendent vers

deux limites di��erentes.

Proposition 27

Soit (u

n

) une suite. Si (u

n

) poss�ede deux suites extraites u

�

1

et u

�

2

qui onvergent vers la même

limite l et si

�

1

(N) [ �

2

(N) = N rX

o�u X est un ensemble �ni, alors (u

n

) onverge vers l:

Preuve | Donnons-nous " > 0: Nous savons qu'il existe deux rangs N

1

et N

2

tels que :

8n > N

1

�

�

u

�

1

(n)

� l

�

�

< "

et

8n > N

2

�

�

u

�

2

(n)

� l

�

�

< ":

Posons

N = max (�

1

(N

1

); �

2

(N

2

);max(X)) :

On note que le maximum de X puisque X est �ni. Alors pour tout n > N; n 62 X et don par hypoth�ese, il existe

n

0

2 N tel que

n = �

i

(n

0

)

pour i = 1 ou 2: Si n

0

< N

i

; alors n 6 N; n�eessairement n

0

> N

i

et don

ju

n

� lj < ":

Nous venons de montrer que la suite (u

n

) onverge vers l:

Remarque 10 | L'hypoth�ese de onvergene vers la même limite pour les deux sous-suites

u

�

1

et u

�

2

est �evidemment essentielle omme le montre �a nouveau le ontre-exemple de la suite

u

n

= (�1)

n

:

Une appliation partiuli�erement importante de e r�esultat est le orollaire suivant dont la preuve

est une ons�equene imm�ediate de e qui pr�e�ede :
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Corollaire 6

Soit (u

n

) une suite telle que (u

2n

) et (u

2n+1

) onvergent vers la même limite l. Alors (u

n

) onverge

vers l:

Exemple 17 | Consid�erons une suite (u

n

) telle que les sous-suites

u

(1)

= (u

2n

); u

(2)

= (u

2n+1

) et u

(3)

= (u

3n

)

onvergent respetivement vers trois r�eels l

1

; l

2

et l

3

: Alors la sous-suite (u

6n

) est une extration

de u

(1)

et u

(3)

: Ainsi ette sous-suite onverge et onverge don vers l

1

= l

3

: La sous-suite (u

6n+3

)

est une extration de u

(2)

et u

(3)

: Ainsi ette sous-suite onverge et onverge don vers l

2

= l

3

:

Don les sous-suites u

(1)

et u

(3)

onvergent vers la même limite l

1

= l

2

: Ainsi la suite (u

n

)

onverge.

4. Le th�eor�eme de Bolzano-Weiertrass

Nous arrivons maintenant �a un th�eor�eme absolument fondamental : le th�eor�eme de Bolzano-

Weiertrass. Il s'agit d'un r�esultat dont les utilisations seront extrêment f�eondent dans tout le

ours d'analyse et qui sera g�en�eralis�e au travers d'un onept fondateur : la ompait�e.

Th

�

eor

�

eme 7 (Bolzano-Weierstrass)

Toute suite r�eelle born�ee admet une suite extraite onvergente.

Autrement dit : toute suite r�eelle born�ee admet une valeur d'adh�erene.

Preuve | Notons X l'ensemble des r�eels x tels qu'il existe une in�nit�e d'indies n tels que u

n

> x:

Comme la suite (u

n

) est born�ee, l'ensemble X est major�e et non vide don admet une borne sup�erieure l. Pour

tout " > 0; l + " =62 X don il y a au plus un nombre �ni d'indies n tels que u

n

> l + ": Par ons�equent, il y a

une in�nit�e d'indies n tels que �

l + " > u

n

> l � ":

Construisons alors une suite extraite

�

u

�(n)

�

qui onverge vers l par r�eurrene :

| soit �(0) un indie n tel que l+ 1 > u

n

> l � 1 ;

| si �(n) est d�e�ni, on prend pour �(n+ 1) un des indies k > �(n) tel que

l + 2

�n�1

> u

k

> l � 2

�n�1

(e qui est possible ar il y a une in�nit�e de tels indies).

Ainsi, pour tout n 2 N; on a :

�

�

u

�(n)

� l

�

�

6 2

�n

et don limu

�(n)

= l:

Nous verrons dans la setion suivante sur les suites adjaentes une autre d�emonstration de e

th�eor�eme fond�ee sur le prinipe de dihotomie.

Remarque 11 | Ce th�eor�eme est donne un r�esultat purement existentiel de sous-suite onver-

gente mais ne donne auun moyen pour < aluler > une telle sous-suite onvergente. En e sens

nous parlerons de r�esultat non-expliite.

En guise d'appliation direte de e th�eor�eme, nous avons une r�eponse �a l'une des questions pos�ee

au paragraphe pr�e�edent :

Corollaire 7

Une suite r�eelle born�ee qui admet une unique valeur d'adh�erene onverge vers ette valeur d'adh�e-

rene.
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Preuve | Soit (u

n

) une suite r�eelle born�ee qui admet l pour valeur d'adh�erene. Si (u

n

) ne onverge pas vers l;

alors il existe " > 0 tel que pour tout N 2 N; il existe un indie n > N; ju

n

� lj > ": On peut don (quitte �a ne

onsid�erer que les indies n tels que ju

n

� lj > ") extraire une sous-suite (u

�(n)

) qui ne prend pas ses valeurs dans �

[l�"; l+"℄: Cette suite est born�ee (ar (u

n

) est born�ee) don admet une valeur d'adh�erene d'apr�es le th�eor�eme de

Bolzano-Weierstrass qui est di��erente de l par onstrution. Ainsi, (un) admet une deuxi�eme valeur d'adh�erene

et il s'agit d'une ontradition.

IX Suites adjaentes

D

�

efinition 17

Soient u et v deux suites r�eelles. On dit que u et v sont adjaentes si :

| 8n 2 N ; u

n

6 v

n

,

| u est roissante et v est d�eroissante,

| (v

n

� u

n

)

n2N

tend vers 0.

Proposition 28

Deux suites adjaentes u et v onvergent vers une limite ommune ` v�eri�ant 8n 2 N ; u

n

6 ` 6

v

n

.

Preuve| D'apr�es les hypoth�eses, la suite u est roissante et major�ee par v

0

. Elle onverge don et 8n 2 N ; u

n

6

limu.

De même, la suite v �etant d�eroissante et minor�ee par u

0

, elle onverge et 8n 2 N ; limv 6 v

n

.

De plus l'�egalit�e v = u+ (v � u) ave lim(v � u) = 0 prouve que limu = limv.

Les suites u et v onvergent don vers la même limite ` v�eri�ant l'in�egalit�e annon�ee.

Remarque 12 | Dans la d�e�nition des suites adjaentes, la premi�ere hypoth�ese est en fait

une ons�equene des deux autres : en e�et si u est roissante et v d�eroissante, alors u � v est

roissante et, omme elle tend vers 0, elle est n�egative. Toutefois, on a l'habitude de laisser ette

hypoth�ese superue dans la d�e�nition ar 'est souvent la premi�ere que l'on < voit >.

Corollaire 8 (Th�eor�eme des segments embô�t�es)

Si

�

[a

n

; b

n

℄

�

n2N

est une suite d�eroissante de segments non vides dont les longueurs tendent

vers 0, alors l'ensemble

T

n2N

[a

n

; b

n

℄ est r�eduit �a un point.

Preuve | La suite ([a

n

; b

n

℄)

n2N

est d�eroissante pour l'inlusion, 'est-�a-dire que l'on a :

8n 2 N ; [a

n+1

; b

n+1

℄ � [a

n

; b

n

℄:

Ave les hypoth�eses on peut don �erire :

| la suite a est roissante et la suite b est d�eroissante,

| 8n 2 N ; a

n

6 b

n

,

| lim b� a = 0.

Les suites a et b sont don adjaentes. Si ` d�esigne leur limite ommune, on a :

8n 2 N ; a

n

6 ` 6 b

n

:

La valeur ` appartient �a haun des intervalles [a

n

; b

n

℄, et don �a leur intersetion qui est par ons�equent non

vide.
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R�eiproquement, si x appartient �a

T

n2N

[a

n

; b

n

℄, alors :

8n 2 N ; a

n

6 x 6 b

n

et par passage �a la limite, on d�eduit :

` = lima 6 x 6 lim b = `

et don x = `.

Don

T

n2N

[a

n

; b

n

℄ = f`g.

Remarque 13 | Dans la proposition pr�e�edente, le r�eel ` limite des deux suites adjaentes u

et v est don l'unique �el�ement de R v�eri�ant :

8n 2 N ; u

n

6 ` 6 v

n

:

Exemples 8

1. Montrons que les suites d�e�nies sur N

�

par u

n

=

n

P

p=0

1

p!

et v

n

= u

n

+

1

n!

sont adjaentes.

| La suite u est �evidemment roissante.

| Un alul �el�ementaire prouve que v

n+1

� v

n

=

1�n

(n+1)!

6 0 ; la suite v est don d�erois-

sante.

| On a v

n

� u

n

=

1

n!

qui tend vers 0 lorsque n tend vers l'in�ni.

Les suites u et v sont don adjaentes. On peut prouver que leur limite ommune est

irrationnelle et même que 'est e, base des logarithmes n�ep�eriens.

Notons que la strite monotonie �a partir du rang 2 des suites u et v montre que l'on a :

8n > 2; u

n

6 e 6 v

n

puisque l'une des �egalit�es en n

0

entrâ�nerait l'�egalit�e pour tout > n

0

.

2.

�

Etude de la suite u

n

=

n

P

p=0

(�1)

p

p+1

�

On a :

u

n

� u

n�2

= (�1)

n

�

1

n+ 1

�

1

n

�

=

(�1)

n+1

n(n+ 1)

e qui prouve que la suite (u

2n+1

) est roissante et la suite (u

2n

) d�eroissante.

Comme u

2n+1

� u

2n

=

�1

2n+2

, on a lim

n!+1

u

2n+1

� u

2n

= 0.

Les suites (u

2n+1

) et (u

2n

) sont don adjaentes et d'apr�es le orollaire 6, on en d�eduit

que la suite u est onvergente.

Notons que quand on d�emontre la onvergene d'une suite �a l'aide des deux sous-suites

adjaentes (u

2n+1

) et (u

2n

) on a, de fa�on naturelle, un enadrement de la limite en

alulant deux termes ons�eutifs de la suite.

Ii on peut don enadrer la limite ` entre u

201

et u

200

; le alul de es deux termes

donne 0:690 6 ` 6 0:696. On peut prouver que ette limite ` vaut ln 2.

Remarque 14 | Une autre d�emonstration de Bolzano-Weierstrass. Soit u une suite

born�ee. D�esignons par m (resp. M) un minorant (resp. un majorant) de la suite u.

| Nous allons onstruire une suite de segments embô�t�es I

n

= [a

n

; b

n

℄ tels que, pour tout n,

l'ensemble

�

k 2 N

�

�

u

k

2 I

n

	

soit in�ni.

Pour ela, on prend I

0

= [m;M ℄ (qui ontient tous les termes de la suite) et, supposant

onstruit I

n

= [a

n

; b

n

℄ tel que

�

k 2 N

�

�

u

k

2 I

n

	

soit in�ni, au moins l'un des deux
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intervalles [a

n

;

a

n

+b

n

2

℄ et [

a

n

+b

n

2

; b

n

℄ poss�ede la même propri�et�e, intervalle que l'on hoisit

alors pour I

n+1

.

On a ainsi une suite d�eroissante de segments dont les longueurs (M � m)=2

n

tendent

vers 0 quand n tend vers +1.

Leur intersetion ontient don un unique point ` qui est la limite des suites a et b. Nous

allons maintenant extraire une sous-suite de u onvergeant vers `.

| Construisons par r�eurrene une appliation � stritement roissante de N dans N telle

que ` = lim

n!+1

u

�(n)

.

On pose �(0) = 0 ; on a alors a

0

6 u

�(0)

6 b

0

. Supposons avoir d�e�ni �(0); �(1); : : : ; �(n�

1) v�eri�ant :

�(0) < �(1) < � � � < �(n� 1)

et :

8p < n ; a

p

6 u

�(p)

6 b

p

:

Comme l'ensemble

�

p

�

�

u

p

2 [a

n

; b

n

℄

	

est in�ni, il n'est pas major�e et il ontient don

des �el�ements stritement sup�erieurs �a �(n�1). Si l'on hoisit l'un de es �el�ements omme

valeur de �(n), on a bien :

�(0) < �(1) < � � � < �(n� 1) < �(n)

et :

8p 6 n ; a

p

6 u

�(p)

6 b

p

:

On a ainsi d�e�ni une appliation � stritement roissante de N dans N v�eri�ant :

8n 2 N ; a

n

6 u

�(n)

6 b

n

:

On en d�eduit par le th�eor�eme d'enadrement que la suite

�

u

�(n)

�

n2N

onverge vers `.

X Suites de Cauhy

Dans ette setion, nous allons introduire une notion extrêmement rihe : la onvergene au

sens de Cauhy. Nous allons voir que ette notion permet de arat�eriser la onvergene d'une

suite vers un r�eel l sans faire intervenir le r�eel l dans la arat�erisation ; e qui semble de prime

abord �etonnant.

Commen�ons par la d�e�nition.

D

�

efinition 18

Une suite (u

n

) est dite de Cauhy ou onvergente au sens de Cauhy si :

8" > 0; 9N 2 N; 8p; q > N; ju

p

� u

q

j 6 ":

Nous voulons d�eterminer le lien subtil entre onvergene et onvergene au sens de Cauhy.

Proposition 29

Toute suite onvergente est de Cauhy.
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Preuve | Il suÆt d'appliquer l'in�egalit�e triangulaire ; en e�et, pour tout " > 0; il existe un entier N �a partir

duquel :

8n > N; ju

n

� lj <

"

2

:

Par ons�equent, pour tout p; q > N; on a :

ju

p

� u

q

j 6 ju

p

� lj+ ju

q

� lj 6 ":

Proposition 30

Toute suite de Cauhy est born�ee.

Preuve | Il suÆt d'appliquer la d�e�nition pour " = 1 ; il existe alors N 2 N tel que

8n > N; ju

n

� u

N

j 6 1:

D'o�u (u

n

) est born�ee par max fju

0

j ; : : : ; ju

N

j ; ju

N

j+ 1g :

Remarque 15 | Ce r�esultat permet de mettre en �evidene une onfusion fr�equente : une suite

qui v�eri�e, pour tout p 2 N; limu

n+p

�u

n

= 0 n'est pas n�eessairement de Cauhy. Par exemple,

la suite d�e�nit par u

n

= ln(n) n'est pas born�ee don pas de Cauhy et pourtant

limu

n+p

� u

n

= lim ln

�

1 +

p

n

�

= 0:

Th

�

eor

�

eme 8

Toute de suite Cauhy onverge dans R:

Preuve | Soit (u

n

) une suite de Cauhy dans R: Posons, pour tout n 2 N;

a

n

= inf fu

k

; k > ng ; b

n

= sup fu

k

; k > ng :

Montrons que les suites (a

n

) et (b

n

) sont adjaentes. Les monotonies sont �evidentes par d�e�nition. De plus, pour �

tout " > 0; il existe N 2 N; tel que pour tout p; q > N;

ju

p

� u

q

j 6 ":

En passant �a la borne sup�erieure en p puis �a la borne inf�erieure en q; on obtient b

N

� a

N

6 " et don �

8n > N; 0 6 b

n

� a

n

6 ":

En onlusion, les suites (a

n

) et (b

n

) onvergent vers la même limite et par enadrement (u

n

) onverge aussi vers

ette limite. �

Remarque 16 | Cei est tr�es sp�ei�que �a R o�u tout ouple de suite adjaente onverge. Mais

dans Q; ei est faux, et don il existe des suites de Cauhy dans Q qui ne onvergent pas. C'est

en fait un as tr�es fr�equent : onsid�erer par exemple la suite obtenue par le d�eveloppement d�eimal

d'un nombre irrationnel. Il s'agit d'une suite de rationnels qui onverge. Elle est don de Cauhy,

mais sa limite est dans R et non dans Q:

Une ons�equene importante de l'�equivalene entre onvergene et onvergene au sens de Cauhy

dans R est la onvergene absolue des s�erie de r�eels. Nous reverrons e point plus tard dans le

ours sur les s�eries.

Proposition 31

Soit (u

n

) une suite r�eelle. Si la suite

 

n

X

k=0

ju

k

j

!

onverge alors la suite

 

n

X

k=0

u

k

!

onverge.
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Preuve | La suite

 

n

X

k=0

ju

k

j

!

onverge don elle est de Cauhy. Par ons�equent :

8" > 0; 9N 2 N; 8p > q > N;

p

X

k=q+1

ju

k

j 6 ":

Or, par in�egalit�e triangulaire, pour tout n > N;

�

�

�

�

�

�

p

X

k=q+1

u

k

�

�

�

�

�

�

6

p

X

k=q+1

ju

k

j 6 ":

Ainsi la suite

 

n

X

k=0

u

k

!

est de Cauhy et don onverge.

XI Suites de r

�

ef

�

erene

Le but de ette setion est de pr�eiser le omportement de suites tr�es lassiques qui vont jouer,

dans notre travail en analyse, le rôle de suite de r�ef�erene.

1. Suites arithm�etiques

Nous avons d�ej�a d�e�ni les suites arithm�etiques de raison � 2 R: Il s'agit de suites (u

n

)

n2N

d�e�nies par la relation de r�eurrene suivante :

u

n+1

= u

n

+ �; 8n 2 N;

elles s'�erivent aussi :

u

n

= u

0

+ n�; 8n 2 N:

Don limu

n

= �1 suivant le signe de la raison � dans le as o�u � est non nul.

2. Suites g�eom�etriques

L�a aussi, nous avons d�ej�a d�e�ni les suites arithm�etiques de raison � 2 R: Il s'agit de suites

(u

n

)

n2N

d�e�nies par la relation de r�eurrene suivante :

u

n+1

= �u

n

; 8n 2 N;

elles s'�erivent aussi :

u

n

= u

0

�

n

; 8n 2 N:

Don limu

n

= �1 suivant le signe de u

0

2 R

�

quand la raison � > 1 et 0 quand � 2℄� 1; 1[:

3. Suites arithm�etio-g�eom�etrique

On appelle suite arithm�etio-g�eom�etrique tout suite r�eelle d�e�nie par une relation de

r�eurrene du type suivant :

u

n+1

= au

n

+ b 8n 2 N;

o�u (a; b) 2 R�rf1g�R2: La fontion de transition d'une telle suite est don une fontion aÆne :

T : R �! R

x 7�! ax+ b:

A�n d'�etudier la limite d'une telle suite :
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1. Nous ommen�ons par reherher le(s) point(s) �xe(s) �eventuel(s) de T :

T (x) = x () x =

b

1� a

:

Nous noterons l e point �xe.

2.

�

Etudions l'�eart entre la suite (u

n

) et e point �xe :

u

n+1

� l = a (u

n

� l) 8n 2 N:

Don la suite "

n

= u

n

� l est une suite g�eom�etrique.

En onlusion, notre suite (u

n

) onverge si, et seulement si, a 2℄ � 1; 1[: Dans e as, la limite

est l =

b

1�a

:

4. Suites homographiques

On appelle suite homographique toute suite (u

n

) v�eri�ant une relation du type :

8n 2 N; u

n+1

=

au

n

+ b

u

n

+ d

ave ad� b 6= 0:

Nous nous int�eressons �a la suite (u

n

) dans le as o�u elle-i onverge vers un r�eel l: Dans un tel

as, le nombre r�eel l v�eri�e l'�equation :

l =

al + b

l + d

() l

2

+ (d� a)l � b = 0 (�):

Un telle �equation a au plus deux solutions. Nous avons don les deux as suivants.

1. Si l'�equation (�) admet une unique solution, alors elle-i vaut :

l =

a� d

2

:

Dans e as, la suite

�

1

u

n

� l

�

est arithm�etique. En e�et :

1

u

n+1

� l

�

1

u

n

� l

=

2

a+ d

:

Ainsi la suite (u

n

) onverge vers l si

2

a+d

6= 0 et est onstante sinon.

2. Si l'�equation (�) admet deux solutions distintes l

1

et l

2

; alors la suite

�

u

n

� l

1

u

n

� l

2

�

est

g�eom�etrique ; en e�et, pour tout n 2 N; on a :

5. R�eurrenes doubles

XII Comparaisons asymptotiques

Dans ette setion, nous introduisons trois outils pour mesurer le omportement des suites �a

l'in�ni. Il s'agit des notations de Landau.
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1. Relations de omparaison

D

�

efinition 19

Consid�erons (u

n

) et (v

n

) deux suites.

1. Nous dirons que (u

n

) est n�egligeable devant (v

n

) si

8" > 0; 9N 2 N; 8n > N; ju

n

j 6 " jv

n

j :

On notera dans e as u

n

= o(v

n

):

2. Nous dirons que (u

n

) est domin�ee par (v

n

) si

9M 2 R

�

+

; 9N 2 N; 8n > N; ju

n

j 6M jv

n

j :

On notera dans e as u

n

= O(v

n

):

3. Nous dirons que (u

n

) est �equivalente �a (v

n

) si

8" > 0; 9N 2 N; 8n > N; ju

n

� v

n

j 6 " jv

n

j :

On notera dans e as u

n

= o(v

n

):

2.

�

Ehelles de omparaisons lassiques

Nous souhaitons omparer ii le omportement �a l'in�ni, ou omportement asymptotique, de

plusieurs familles de suites :

1. Les suites polynomiales | Il s'agit des suites de la forme :

u

n

= a

0

+ a

1

n+ � � �+ a

k

n

k

8n 2 N

o�u k est un entier �x�e, (a

0

; : : : ; a

k

) sont k + 1 r�eels �x�es tels que a

k

6= 0: Les suites

arithm�etiques sont un as partiulier de suites polynomiales (pour k = 1).

2. Les suites exponentielles | Il s'agit des suites g�eom�etriques. Nous �etudierons ii le as des

raisons stritement positives.

3. la suite (n!)

n2N

ainsi que la suite (n

n

)

n2N

:

Les r�esultats sont les suivants :

Lemme 4

Toute suite polynomiale est n�egligeable devant une suite exponentielle
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Chapitre 3

Fontions de la variable r�eelle

Le but de e hapitre d'introdution est de rappeler le voabulaire g�en�eral onernant l'usage

des fontions de la variable r�eelle. L'objetif est don de rappeler le voabulaire de base onernant

le maniement des fontions et sa tradution math�ematique rigoureuse. Auun th�eor�eme important

ne sera obtenu dans e hapitre de nature m�ethodologique.

Dans tout e hapitre, les fontions onsid�er�ees seront toutes d�e�nies sur une partie non vide X

de R et �a valeurs dans R. Le as des suites �a valeurs dans R s'obtient lorsque X est �egal �a N

ou plus g�en�eralement �a une partie de N; mais e point de vue ne fera pas l'objet de r�evisions

partiuli�eres ii.

Table des mati�eres du hapitre

I Notion de fontion num�erique de la variable r�eelle . . . . . . . 67

II Contrôle : majoration, extremum & borne . . . . . . . . . . . . . . 69

III Monotonie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

IV Parit�e & p�eriodiit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

V Fontion r�eiproque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

I Notion de fontion num

�

erique de la variable r

�

eelle

Nous nous int�eresserons dans ette setion �a l'ensemble F(X;R) onstitu�e des fontions de

la forme :

f : X �! R

x 7�! f(x)

D'un point de vue alg�ebrique, on notera que si f et g sont deux �el�ements de F(X;R) et si

� et � sont deux r�eels, alors on peut d�e�nir les fontions �:f + �:g et f � g en posant pour

tout x 2 X :

(�:f + �:g)(x) = � f(x) + � g(x) et (f � g)(x) = f(x) g(x):
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Chapitre iii | 1. Notion de fontion num

�

erique de la variable r

�

eelle

Nous parlerons dans e as (f. le ours \g�eom�etrie 1") de R-espae vetoriel ou (f. le ours

\alg�ebre 1") d'anneau.

En plus de poss�eder une struture alg�ebrique, l'ensemble F(X;R) est ordonn�e (f. ours

\alg�ebre 1") : la relation d'ordre sur R s'�etend naturellement �a F(X;R) en posant, pour (f; g) 2

F(X;R)

2

:

f 6 g () 8x 2 X ; f(x) 6 g(x):

Remarques 9

| Si X poss�ede au moins deux �el�ements, il existe des fontions f et g non omparables i.e.

~

ne v�eri�ant ni f 6 g ni g 6 f .

En e�et, si f prend au moins les valeurs 0 et 1 (une telle fontion existe puisque X poss�ede

au moins deux �el�ements), alors f et g = 1 � f ne sont pas omparables. On dit dans e

as que la relation d'ordre ainsi d�e�nie sur F(X;R) n'est pas totale (f. le ours \alg�ebre

1").

| On �evitera d'utiliser la relation f < g sur F(X;R). En e�et, ette derni�ere est ambigu

�

e

puisqu'elle peut signi�er :

�

f 6 g et f 6= g

�

ou 8x 2 X ; f(x) < g(x)

e qui n'est pas �equivalent lorsque X ontient au moins deux �el�ements. �

En�n, au sujet de ette relation d'ordre, il peut être pratique de d�e�nir les fontions suivantes :

D

�

efinition-Notation 1

Soient f et g deux appliations d�e�nies sur X.

| On d�esigne par jf j l'appliation d�e�nie sur X par :

8x 2 X ; jf j(x) =

�

�

f(x)

�

�

:

| On d�esigne par sup(f; g) et inf(f; g) les appliations d�e�nies sur X par :

8x 2 X ; sup(f; g)(x) = max

�

f(x); g(x)

�

8x 2 X ; inf(f; g)(x) = min

�

f(x); g(x)

�

:

L'appliation sup(f; g) est la plus petite fontion sup�erieure �a f et �a g pour la relation

d'ordre de F(X;R). De même, l'appliation inf(f; g) est la plus grande fontion inf�erieure

�a f et �a g.

Observation 1

On voit imm�ediatement

1

que :

| jf j = sup(f;�f).

| sup(f; g) =

f+g+jf�gj

2

et inf(f; g) =

f+g�jf�gj

2

�

Exemple 18 | On d�esigne par f

+

et f

�

les appliations dites respetivement partie positive et

partie n�egative de f :

f

+

=

jf j+ f

2

et f

�

=

jf j � f

2

�

Et on a les r�esultats

2

suivants que l'on v�eri�era sans diÆult�e : �

1. N'oubliez pas es relations qui peuvent se r�ev�eler extrêmement utiles dans vos exeries !

2. f. l'interpr�etation en terme de projeteur de et exemple dans le ours \g�eom�etrie 1".
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^

ole : majoration, extremum & borne

| f

+

= sup(f; 0) et f

�

= sup(�f; 0) ;

| f

+

et f

�

sont positives ;

| f = f

+

� f

�

et jf j = f

+

+ f

�

.

II Contr

^

ole : majoration, extremum & borne

Nous rappelons ii les outils fondamentaux permettant le < ontrôle > d'une fontion f de X

dans R.

D

�

efinition 20

On dit que f est :

| major�ee sur X si 9M 2 R; 8x 2 X ; f(x) 6 M: Dans e as, on dira que M est un

majorant de f sur X ;

| minor�ee sur X si �f est major�ee sur X; et de même on d�e�nira la notion de minorant

de f sur X ;

| born�ee sur X si elle est major�ee et minor�ee sur X, i.e. si : �

9M 2 R; 8x 2 X ;

�

�

f(x)

�

�

6M:

Remarque 17 | Notons que l'ensemble des fontions born�ees sur X est stable par ombinaison

lin�eaire et par produit. C'est don un sous-espae vetoriel de F(X;R) et aussi un sous-anneau �

(f. les ours \alg�ebre 1").

D

�

efinition 21

Donnons-nous une fontion f major�ee sur X: Nous appellerons borne sup�erieure de f sur X;

not�ee sup

X

f ou sup

x2X

f(x); le r�eel M v�eri�ant :

1. M est un majorant de f sur X ;

2. M est le < meilleur > majorant de f sur X au sens o�u :

8� > 0; 9x 2 X; M � � < f(x) 6M:

On d�e�nit de même la borne inf�erieure de f sur X en inversant le signe des in�egalit�es.

On observe don que la borne sup�erieure n'est autre que le sup de l'ensemble

�

f(x)

�

�

x 2 X

	

.

Comme tout ensemble major�e admet un sup d'apr�es les propri�et�es de R; toute fontion major�ee

sur X admet un sup sur X et de même pour les inf :

- 69/142 -



Chapitre iii | 2. Contr

^

ole : majoration, extremum & borne

Exemples 9

1. Si f et g sont major�ees sur X, alors f + g est major�ee sur X et on a :

sup

X

(f + g) 6 sup

X

f + sup

X

g:

2. L'in�egalit�e i-dessus n'est pas toujours une �egalit�e, omme le prouve l'exemple des fon-

tions sinus et osinus qui v�eri�ent :

sup

R

sin = sup

R

os = 1 et sup

R

(sin+ os) =

p

2

la derni�ere �egalit�e pouvant se justi�er �a l'aide de la relation :

sinx+ osx =

p

2 sin(x+

�

4

) 8x 2 R:

D

�

efinition 22

On dit que f admet un maximum en a 2 X si 8x 2 X ; f(x) 6 f(a).

On dit que f admet un maximum loal en a 2 X si :

9h > 0 : 8x 2 X ; jx� aj 6 h =) f(x) 6 f(a):

On d�e�nit de mani�ere analogue les notions de minimum et de minimum loal.

On dit que f admet un extremum [resp. un extremum loal) si f admet un maximum (resp.

un maximum loal℄ ou un minimum [resp. un minimum loal℄.

Exemples 10

1. La fontion d�e�nie sur R par f(x) =

1

1+x

2

:

| est major�ee et poss�ede un maximum en 0 qui vaut 1.

| est minor�ee et l'on a inf

R

f = 0, mais ne poss�ede pas de minimum.

1

2

3

1 2 3 4�1�2�3�4�5

2. La fontion os admet un maximum 1 qui est atteint en tous les multiples de 2�. De même,

elle poss�ede un minimum �1 atteint en tous les points de la forme � + 2k�, ave k 2 Z.
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3. La fontion d�e�nie sur R par :

f(x) = x

3

� 3x

admet un maximum loal en �1 et un minimum loal

en 1 mais n'a ni maximum ni minimum sur R.

1

2

�1

�2

�3

1 2�1�2�3

Remarques 10 | Lorsque f poss�ede un maximum sur X, elui-i se note max

X

f ou max

x2X

f(x).

La fontion f est alors �evidemment major�ee et l'on a sup

X

f = max

X

f . De même, si f admet

un minimum sur X, elui-i se note min

X

f ou min

x2X

f(x), et l'on a inf

X

f = min

X

f . �

| Une fontion peut �evidemment être major�ee [resp. minor�ee℄ sur X sans admettre de

maximum [resp. de minimum℄ sur X (f. exemple 1 pr�e�edent).

~

| On dit que la fontion f admet un maximum, minimum ou extremum strit en a si l'in-

�egalit�e de la d�e�nition pr�e�edente est strite pour x 6= a.

III Monotonie

On rappelle ii quelques propri�et�es �el�ementaires.

D

�

efinition 23

On dit que f : X ! R est :

| roissante si 8(x; y) 2 X

2

; x 6 y =) f(x) 6 f(y) ;

| stritement roissante si 8(x; y) 2 X

2

; x < y =) f(x) < f(y) ;

| (stritement) d�eroissante si �f est (stritement) roissante,

| (stritement) monotone si elle est (stritement) roissante ou (stritement) d�erois-

sante.

La monotonie se omporte bien par omposition et par op�erations alg�ebriques (ombinaisons

lin�eaires, produit, quotient) sous ertaines onditions �evidentes de signe. On se ontentera juste

de rappeller ii la propri�et�e suivante.

Proposition 32

Soit f une appliation d'une partie X de R dans une partie Y de R et g une appliation de Y

dans R. Si f et g sont monotones [resp. stritement monotones℄, alors g Æ f est monotone [resp.

stritement monotone℄.
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�

e & p

�

eriodiit

�

e

Preuve | En notant % pour \roissante" et & pour \d�eroissante", si x 6 y, le tableau suivant r�eapitule

les 4 as possibles :

f % f &

f(x) 6 f(y) f(x) > f(y)

g% g

�

f(x)

�

6 g

�

f(y)

�

g

�

f(x)

�

> g

�

f(y)

�

g& g

�

f(x)

�

> g

�

f(y)

�

g

�

f(x)

�

6 g

�

f(y)

�

De même pour la strite monotonie ave des in�egalit�es strites, lorsque les fontions f et g sont stritement

monotones.

Exemples 11

1. Une fontion monotone est stritement monotone si et seulement si elle est injetive. �

2. La somme de deux fontions monotones n'est pas n�eessairement monotone, omme le

prouve l'exemple de x 7! e

x

+ e

�x

sur R.

3.

�

Etant donn�es des r�eels a; b; ; d v�eri�ant ad� b 6= 0 et  6= 0; l'homographie (ou fontion

homographique) f d�e�nie par :

f : R n

�

�

d



	

�! R

x 7�!

ax+b

x+d

est stritement monotone sur ℄�1;�

d



[ et sur ℄�

d



;+1[ ar on a :

8(x; y) 2 D

f

; x 6= y =)

f(x)� f(y)

x� y

=

ad� b

(x+ d) (y + d)

�

4. La fontion f : x 7! ln

�

2e

x

+1

e

x

+2

�

d�e�nie sur R est monotone omme ompos�ee de trois

fontions monotones (exp, ln et une fontion homographique d�e�nie sur l'intervalle R

+

)

don monotone sur et intervalle. Comme f(0) = 0 et f(ln 2) = ln(5=4) > 0, on en d�eduit

que f est roissante.

5. La fontion f : x 7!

e

x

�e

�x

e

x

+e

�x

est roissante sur R. En e�et, pour tout x on a f(x) =

e

2x

�1

e

2x

+1

,

et omme dans l'exemple pr�e�edent, f est la ompos�ee d'une fontion homographique rois-

sante sur R

+

et d'une fontion roissante �a valeurs dans R

+

.

IV Parit

�

e & p

�

eriodiit

�

e

Ii aussi, nous nous ontentons de rappeler quelques propri�et�es �el�ementaires.

D

�

efinition 24

Consid�erons toujours une fontion f : X �! R:

| On dit que f est paire si X est sym�etrique par rapport �a 0 et si :

8x 2 X ; f(�x) = f(x):

| On dit que f est impaire si X est sym�etrique par rapport �a 0 et si :

8x 2 X ; f(�x) = �f(x):

Exemples 12
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�

e & p

�

eriodiit

�

e

1. La fontion f d�e�nie par f(x) = ln

�

2e

x

+1

e

x

+2

�

pour tout x 2 R est impaire.

2. La fontion d�e�nie sur R

�

n

�

�

2

+ k�

�

�

k 2 Z

	

par f(x) =

tanx

x

est paire.

Observation 2

| Le graphe d'une fontion paire est sym�etrique par rapport �a l'axe Oy.

| Le graphe d'une fontion impaire est sym�etrique par rapport au point O.

| L'ensemble des fontions paires [resp. impaires℄ d�e�nies sur R est stable par ombinaison

lin�eaire, don est un sous-espae vetoriel de F(R;R) (f. le ours \g�eom�etrie 1").

| L'ensemble des fontions paires est stable par produit, mais pas elui des fontions im-

paires.

D

�

efinition 25

Soit f une fontion de X dans R:

| Un r�eel T est une p�eriode de f si :

8x 2 R ; x 2 X () x+ T 2 X et si 8x 2 X ; f(x+ T ) = f(x):

| La fontion f est p�eriodique si elle admet au moins une p�eriode T non nulle. On dit

alors que f est T -p�eriodique ou p�eriodique de p�eriode T .

Remarque 18 | Une fontion p�eriodique n'est pas p�eriodique que pour un seul T possible (par

exemple, si T est une p�eriode, alors tout multiple entier de T est aussi une p�eriode). On peut

s'interroger sur la nature de l'ensemble des p�eriodes d'une fontion p�eriodique. Ainsi si f est une

fontion p�eriodique, il est �evident que :

| si T est une p�eriode de f , alors �T est aussi une p�eriode de f ,

| si T

1

et T

2

sont deux p�eriodes de f , alors T

1

+ T

2

est aussi une p�eriode de f .

L'ensemble des p�eriodes de f est don un sous-groupe de (R;+) (f. le ours \alg�ebre 1"). D'apr�es

l'�etude de la struture des sous-groupes de (R;+) (f. le ours \alg�ebre 1"), on a :

| si f poss�ede une plus petite p�eriode T stritement positive, alors ses p�eriodes sont les

multiples non nuls de T ,

| sinon, l'ensemble de ses p�eriodes est dense dans R.

Ce dernier as peut se produire sans que f soit onstante (prendre la fontion qui vaut 1 sur

les rationnels et 0 sur les irrationnels, dont l'ensemble des p�eriodes est Q), sauf si on suppose f

ontinue . �

Observation 3

Notons en�n que si T est un r�eel non nul et X un sous-ensemble de R ad�equat, l'ensemble des

fontions T -p�eriodiques sur X est stable par ombinaison lin�eaire et par produit. C'est don un

sous-espae vetoriel de F(X;R) et un sous-anneau.
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V Fontion r

�

eiproque

Nous en venons maintenant au seul point d�eliat de e hapitre : la notion de fontion r�e-

iproque. Les th�eor�emes et m�ethodes permettant de d�emontrer l'existene d'une fontion r�ei-

proque seront vus dans le hapitre sur la ontinuit�e. On s'int�eressera don ii exlusivement �a la

desription des ph�enom�enes. On rappelle que si f : X �! R est injetive alors elle induit une

bijetion de X sur son image Y = f(X): Dans e as, la restrition de f �a son image Y poss�ede

une bijetion r�eiproque not�ee f

�1

: Celle-i est d�e�nie par :

f

�1

: Y �! X

y 7�! x = f(x) = y:

On pensera aux exemples bien onnus des fontions usuelles :

1. la fontion exp est bijetive de R dans R

+

et sa fontion r�eiproque est ln ;

2. pour tout entier n 2 N

�

; la fontion x 2 R

+

7�! x

n

2 R

+

est bijetive et sa fontion

r�eiproque est x 2 R

+

7�!

n

p

x 2 R

+

;

3. pour tout r�eel � > 0; la fontion x 2 R 7�! �

x

2 R

+

est bijetive et sa fontion r�eiproque

est x 2 R

�

+

7�! log

�

x =

ln(x)

ln(�)

2 R ;

4. la partie paire de la fontion exp; �a savoir la fontion osinus hyperbolique h d�e�nie par :

h(x) =

e

x

+ e

�x

2

8x 2 R

n'est pas bijetive de R dans [1;+1[ mais est bijetive de R

+

dans [1;+1[ et sa fontion

r�eiproque est argh ;

5. la fontion tangente hyperbolique th d�e�nie par :

th(x) =

e

x

� e

�x

e

x

+ e

�x

8x 2 R

est bijetive de R dans ℄� 1; 1[ et sa fontion r�eiproque est argth ;

6. la partie impaire de la fontion exp; �a savoir la fontion sinus hyperbolique sh d�e�nie par :

sh(x) =

e

x

� e

�x

2

8x 2 R

est bijetive de R dans R et sa fontion r�eiproque est argsh ;

7. la fontion os n'est pas bijetive de R dans R mais sa restrition au d�epart sur [0; �℄ et

�a l'arriv�ee sur [�1; 1℄ est bijetive et sa fontion r�eiproque est aros : De même pour sin

sur

�

�

�

2

;

�

2

�

ave arsin et tan sur

�

�

�

2

;

�

2

�

ave artan :

�

A e stade, les seules propri�et�es qui doivent être onnues sont :

1. le passage �a la fontion r�eiproque de propri�et�es globales de la fontion, omme par

exemple :

(a) Si f est bijetive et roissante, la fontion r�eiproque de f est une fontion roissante.

(Rappelons qu'une fontion bijetive roissante est stritement roissante.)
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En e�et :

f

�1

(x) > f

�1

(y) =) x = f

�

f

�1

(x)

�

> f

�

f

�1

(y)

�

= y

et don par ontraposition :

x < y =) f

�1

(x) < f

�1

(y)

e qui prouve que f

�1

est stritement roissante.

(b) De même, la r�eiproque d'une fontion bijetive (stritement) d�eroissante est (stri-

tement) d�eroissante.

() Si f est une fontion impaire bijetive de X dans Y , alors sa r�eiproque est aussi

impaire. En e�et, Y est sym�etrique par rapport �a O et pour tout �el�ement y 2 Y , on

a :

f

�

f

�1

(�y)

�

= �y = �f

�

f

�1

(y)

�

= f

�

�f

�1

(y)

�

;

et l'injetivit�e de f permet de onlure que f

�1

(�y) = �f

�1

(y).

2. le dessin du graphe d'une fontion r�eiproque : si f est une bijetion d'une partie X de R

sur une partie Y de R, alors les graphes de f et de f

�1

sont sym�etriques l'un de l'autre

par rapport �a la premi�ere bissetrie.

En e�et, notons �

f

[resp. �

f

�1
℄ le graphe de f [resp. de f

�1

℄.

(x; y) 2 �

f

() x 2 X et y = f(x)

() y 2 Y et x = f

�1

(y)

() (y; x) 2 �

f

�1 :

Visualisons ela sur l'exemple des graphes des fontions exponentielle et logarithme :
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Chapitre 4

Rappels sur le onept de limite

de fontion

Le but de e hapitre est de rappeler la d�e�nition fondamentale de limite et la fa�on dont

elle s'applique a�n d'obtenir toutes les propri�et�es habituelles onernant l'usage des limites de

fontion num�eriques de la variable r�eelle. Dans tout le hapitre, on onsid�erera don des fontions

d�e�nies sur une partie de R et �a valeurs r�eelles. Pour de telles fontions f , on noteraD

f

le domaine

de d�e�nition orrespondant.
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I Notion de limite

Commen�ons par pr�eiser la terminologie des voisinages.

1. Au voisinage de...

D

�

efinition 26

�

Etant donn�e un r�eel a, on dit qu'une fontion f est d�e�nie au voisinage de a s'il existe un

r�eel h > 0 tel que l'on soit dans l'un des trois as suivants :

| ℄a� h; a[� D

f

, dans e as on parlera de voisinage �a gauhe ;

| ℄a; a+ h[� D

f

, dans e as on parlera de voisinage �a droite ;

| ℄a� h; a+ h[n fag � D

f

, dans e as on parlera de voisinage �epoint�e ;

| ℄a� h; a+ h[� D

f

, dans e as on parlera de voisinage ;

Exemples 13

1. la fontion suivante

f

1

: ℄� 1; 1[ �! R

x 7�!

p

1� x

2

est d�e�nie au voisinage de 0 ;

2. la fontion suivante

f

2

: R

�

�! R

x 7�!

sinx

x

est d�e�nie au voisinage �epoint�e de 0 ;

3. la fontion suivante

f

3

: R

+

�! R

x 7�!

p

x

est d�e�nie au voisinage �a droite de 0:

En revanhe, les fontions suivantes ne sont pas d�e�nies au voisinage de 0 :

1. x 7!

p

x� 1 ;

2. x 7! ln

�

sin

1

x

�

:

Remarques 11

| Attention, une fontion d�e�nie au voisinage de a n'est pas for�ement d�e�nie en a, omme

par exemple la fontion x 7!

1

x�a

� Dans la d�e�nition 26, il y a don en r�ealit�e six as,

suivant que a appartient ou non �a D

f

.

| On pourrait donner la ondition suivante, moins restritive, pour la notion de fontion

d�e�nie au voisinage de a :

8� > 0 ; ℄a� �; a+ �[\D

f

6= ;;

d�e�nition qui serait suÆsante pour d�emontrer l'uniit�e de la limite (voir page 80).

D

�

efinition 27

On dira qu'une fontion f est :

| d�e�nie au voisinage de +1, s'il existe un r�eel A tel que ℄A;+1℄ � D

f

,
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| d�e�nie au voisinage de �1, s'il existe un r�eel A tel que [�1; A[� D

f

.

Exemples 14

1. La fontion

f : R

+

�! R

x 7�!

p

x

est lairement d�e�nie au voisinage de +1.

2. En d�esignant par D le ompl�ementaire de l'ensemble (�ni) des raines de x

3

� x � 1, la

fontion :

g : D �! R

x 7�!

1

x

3

�x�1

est d�e�nie au voisinage de +1 et de �1.

Dans la suite de e ours, nous utiliserons la notation R pour d�esigner R [ f�1g: Nous ne nous

pr�eouperons pas du sens math�ematique de et objet (sens qui existe mais qui est au del�a de

notre programme pour l'instant) et nous le prendrons omme une pure notation.

D

�

efinition 28

On dit qu'une propri�et�e portant sur une fontion f est vraie au voisinage de a 2 R, si f est

d�e�nie au voisinage de a et si ette propri�et�e est vraie sur l'intersetion de D

f

ave un intervalle

du type :

| ℄a� h; a+ h[ ave h > 0 si a 2 R,

| ℄A;+1℄ ave A 2 R si a = +1,

| [�1; A[ ave A 2 R si a = �1.

�

Evidemment, ette d�e�nition est similaire pour un voisinage �a droite, �a gauhe ou �epoint�e. On

notera la similitude profonde entre ette notion et elle de \�a partir d'un ertain rang" pour les

suites r�eelles. Il s'agit en r�ealit�e du même onept.

Exemple 19 | Parmi tous les exemples que nous pourrions iter, il y a :

1. Une fontion f est born�ee au voisinage de a 2 R si et seulement si elle est d�e�nie au

voisinage de a et que l'on a :

9� > 0; 9M 2 R; 8x 2 D

f

; jx� aj 6 � =)

�

�

f(x)

�

�

6M:

2. Une fontion f est positive au voisinage de +1 si et seulement si elle est d�e�nie au

voisinage de +1 et :

9A 2 R; 8x 2 D

f

; x > A =) f(x) > 0 (�)

la propri�et�e (�) �etant d'ailleurs �equivalente �a :

9A 2 R; 8x > A f(x) > 0

lorsque f est d�e�nie au voisinage de +1.

Ainsi par exemple, la fontion d�e�nie sur R par f(x) = x

2

(1�x

2

) est positive au voisinage de 0

et n�egative au voisinage de +1 ou de �1.
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La d�e�nition pr�e�edente s'�etend failement au as de deux fontions reli�ees par une propri�et�e.

Parmi es propri�et�es l'une est remarquablement utile : elle de o

�

�nidene.

D

�

efinition 29

Consid�erons f et g deux fontions num�eriques de la variable r�eelle. On dira que la fontion f

o

�

�nide ave la fontion g au voisinage de a 2 R si f et g sont d�e�nies au voisinage de a, et

que :

| lorsque a 2 R, il existe un r�eel h > 0 tel que l'on ait, pour tout r�eel x :

�

x 2 D

f

et jx� aj 6 h

�

=)

�

x 2 D

g

et f(x) = g(x)

�

;

| lorsque a = +1, il existe un r�eel A tel que l'on ait, pour tout r�eel x :

�

x 2 D

f

et x > A

�

=)

�

x 2 D

g

et f(x) = g(x)

�

;

| lorsque a = �1, il existe un r�eel A tel que l'on ait, pour tout r�eel x :

�

x 2 D

f

et x 6 A

�

=)

�

x 2 D

g

et f(x) = g(x)

�

:

Et nous avons �a nouveau des d�e�nitions similaires ave des voisinages �a droite, �a gauhe ou

�epoint�e.

Exemples 15

1. Soient f et g les fontions d�e�nies sur R par :

f(x) = jx� 1j et g(x) = x� 1:

| Au voisinage de tout point de [1;+1℄, la fontion f o

�

�nide ave la fontion g.

| Au voisinage de tout point de [�1; 1℄, la fontion f o

�

�nide ave la fontion �g.

| Mais au voisinage de 1, la fontion f ne o

�

�nide ni ave g, ni ave �g.

2. La fontion x 7!

x

3

�a

3

x�a

d�e�nie sur Rnfag o

�

�nide au voisinage de a ave la fontion x 7!

x

2

+ a x+ a

2

d�e�nie sur R.

Dans le même ordre d'id�ee, nous pouvons iter aussi un autre exemple de d�e�nition :

D

�

efinition 30

La fontion f est major�ee par la fontion g au voisinage de a 2 R si f et g sont d�e�nies au

voisinage de a, et que :

| lorsque a 2 R, il existe un r�eel h > 0 tel que l'on ait, pour tout r�eel x :

�

x 2 D

f

et jx� aj 6 h

�

=)

�

x 2 D

g

et f(x) 6 g(x)

�

;

| lorsque a = +1, il existe un r�eel A tel que l'on ait, pour tout r�eel x :

�

x 2 D

f

et x > A

�

=)

�

x 2 D

g

et f(x) 6 g(x)

�

;

| lorsque a = �1, il existe un r�eel A tel que l'on ait, pour tout r�eel x :

�

x 2 D

f

et x 6 A

�

=)

�

x 2 D

g

et f(x) 6 g(x)

�

:

On d�e�nit de même la notion de minoration au voisinage de a.

Et nous pourrions ontinuer ainsi �a d�e�nir di��erents types de propri�et�es reliant des fontions au

voisinage d'un point de R...
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2. Limite �nie

Nous arrivons ii au point l�e du hapitre : la d�e�nition d'une limite �nie d'une fontion en

un point de R:

Th

�

eor

�

eme-D

�

efinition 9

On dira qu'une fontion f admet un r�eel l pour limite :

| en un r�eel a 2 R si

1. f est d�e�nie au voisinage de a ;

2. on a :

8� > 0; 9� > 0; 8x 2 D

f

; jx� aj 6 � =)

�

�

f(x) � l

�

�

6 �:

| en +1 si

1. f est d�e�nie au voisinage de +1 ;

2. on a :

8� > 0; 9A 2 R; 8x 2 D

f

; x > A =)

�

�

f(x)� l

�

�

6 �:

| en �1 si

1. f est d�e�nie au voisinage de �1 ;

2. on a :

8� > 0; 9A 2 R; 8x 2 D

f

; x 6 A =)

�

�

f(x)� l

�

�

6 �:

Ce r�eel l est alors unique et on l'appelle limite de la fontion f en a: On le note :

l = lim

x!a

f(x):

Preuve |[par exemple dans le as o�u a 2 R℄ Supposons que f tende vers deux r�eels l

1

et l

2

, et montrons l

1

= l

2

.

Pour tout � > 0 on peut trouver deux r�eels �

1

et �

2

stritement positifs tels que pour tout x 2 D

f

, on ait :

jx� aj 6 �

1

=)

�

�

f(x)� l

1

�

�

6 � et jx� aj 6 �

2

=)

�

�

f(x) � l

2

�

�

6 �:

Prenons � = min(�

1

; �

2

). Comme f est d�e�nie au voisinage de a, on peut trouver un �el�ement x 2 D

f

tel

que jx� aj 6 �. Pour un tel x on a alors :

jl

1

� l

2

j 6

�

�

l

1

� f(x)

�

�

+

�

�

f(x)� l

2

�

�

6 2�:

On a ainsi :

8� > 0 ; jl

1

� l

2

j 6 2�

e qui prouve l

1

= l

2

.

Remarques 12

| Dans le as o�u f a pour limite un r�eel l en a 2 R; on dira aussi que f tend ou onverge

vers l en a, ou que f(x) tend ou onverge vers l quand x tend vers a.

| Dans tous les as de la d�e�nition pr�e�edente, on parlera de limite �nie ar f onverge

vers un nombre r�eel �a la di��erene de la setion suivante.

| Si a 2 R et que f tend vers l au voisinage de a alors f est d�e�nie au voisinage de a

mais non n�eessairement en a. Notons que si f est d�e�nie en a; alors sa limite en a est

~

n�eessairement f(a). �

| Dans toute la suite, les r�esultats sur les limites se traduiront don math�ematiquement par

trois �enon�es suivant qu'il s'agit d'une limite en une valeur r�eelle, en +1 ou en �1. Les

d�emonstrations orrespondantes �etant tr�es similaires, nous n'en ferons qu'une �a haque

fois. C'est l'oasion de se tester en refaisant la d�emonstration dans les as similaires.
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| En�n, il faut savoir �erire la n�egation du fait d'avoir une limite, ou autrement dit, le fait

~

de ne pas avoir une ertaine limite. Traitons par exemple le as d'un point r�eel : f n'a pas

pour limite l 2 R en a 2 R si et seulement si

9� > 0; 8� > 0; 9x 2 D

f

\℄a� �; a+ �[; jf(x)� lj > �:

M

�

ethode 7| Le bon usage de ette d�e�nition n�eessite de orretement distinguer deux hoses :

1. omment d�emontrer une limite �a l'aide de la d�e�nition ?

2. omment utiliser le fait que la limite d'une fontion quelque part soit onnue ?

Dans le premier as, nous devons nous donner un � > 0 �x�e quelonque. Une fois e � �x�e, nous

devons exhiber un nombre � > 0 ou A 2 R v�eri�ant la propri�et�e voulue. Ce � ou e A n'ont

pas besoin d'être expliit�es, seule l'existene de e nombre importe et doit être rigoureusement

justi��ee.

Dans le deuxi�eme as, nous hoisirons une valeur ad�equate de � (par exemple : 1;

1

2

;

1

n

...). Le fait

que la limite existe nous garantira alors qu'il existe un � ou A v�eri�ant une ertaine propri�et�e.

Et il s'agira d'utiliser l'in�egalit�e fournie de mani�ere intelligente...

Exemple 20 | Traitons un exemple de haune de es deux m�ethodes :

1. D�emontrons enti�erement \�a la main" un alul de limite, i.e. �a l'aide de la d�e�nition

exlusivement. Consid�erons la fontion suivante pour un ertain a 2 R :

f : R n fag �! R

x 7�!

x

3

�a

3

x�a

�

Montrons que la limite de ette fontion en a vaut 3a

2

: La fontion est bien d�e�nie au

voisinage �epoint�e de a: Il s'agit don de montrer que :

8� > 0; 9� > 0; 8x 2 R n fag ; jx� aj 6 � =) jf(x)� 3a

2

j 6 �

ou enore

1

:

8� > 0; 9� > 0; 8h 2 R

�

; jhj 6 � =) jf(a+ h)� 3a

2

j 6 �:

Pour h 6= 0, on a :

f(a+ h) =

(a+ h)

3

� a

3

h

=

3a

2

h+ 3ah

2

+ h

3

h

= 3a

2

+ 3 a h+ h

2

et don

�

�

f(a+ h)� 3a

2

�

�

= jhj j3a+ hj.

Si l'on impose jhj 6 1, on en d�eduit :

�

�

f(a+ h)� 3a

2

�

�

6

�

3jaj+ 1

�

jhj:

Soit � > 0 quelonque �x�e. Pour r�ealiser :

~

jf(a+ h)� 3a

2

j 6 �;

1. Il faut bien remarquer ette tehnique : elle permet, par le simple hangement de variable x = a + h de

transformer l'�etude d'une limite en un point a quelonque en une limite en 0: On n'h�esitera don pas �a en faire

un grand usage dans les exeries.
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il suÆt de r�ealiser :

jhj 6 1 et

�

3jaj+ 1

�

jhj 6 �:

En posant � = min

�

1; �=(3jaj+ 1)

�

, on a :

8h 6= 0 ; jhj 6 � =) jf(a+ h)� 3a

2

j 6 �;

e qui prouve le r�esultat.

2. Cherhons maintenant un exemple o�u l'on utilise un r�esultat de limite d'une fontion pour

d�emontrer un autre r�esultat. Consid�erons par exemple la fontion suivante :

f : R

�

�! R

x 7�! x sin

�

1

x

�

+

1

1000

On observe sur son graphe dessin�e �gure 4.1 que la fontion est sur-osillante au voisinage

de 0 et qu'elle ne semble pas toujours positive au voisinage de 0: Pourtant, il n'en est rien

et nous pouvons montrer que ette fontion est positive au voisinage �epoint�e de 0:

Figure 4.1 { Graphe de la fontion f sur-osillante au voisinage de 0

Admettons ii que la fontion f a pour limite

1

1000

en 0 (e qui peut se d�emontrer faile-

ment). Posons alors � =

1

2000

: D'apr�es la onvergene de f vers 0 il existe alors � > 0 tel

que :

8x 2℄� �; �[rf0g;

�

�

�

�

f(x) �

1

1000

�

�

�

�

< �:

Mais alors pour tout x 2℄��; �[;

1

2000

< f(x) et don f est stritement positive au voisinage

de 0:

Il faut aussi noter que, dans la d�e�nition d'une limite, le fait d'utiliser des in�egalit�es large ou des

in�egalit�es strites est �equivalent. Plus pr�eis�ement, les deux assertions suivantes sont �equivalents :

8� > 0; 9� > 0; 8x 2 D

f

; jx� aj 6 � =)

�

�

f(x)� l

�

�

6 � (4.1)

8� > 0; 9� > 0; 8x 2 D

f

; jx� aj < � =)

�

�

f(x)� l

�

�

< �: (4.2)
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En e�et, supposons par exemple la premi�ere assertion (4.1) vraie. Donnons-nous � > 0: Si l'on

applique la premi�ere assertion �a

�

2

; on d�eduit l'existene de � > 0 pour lequel :

8x 2 D

f

; jx� aj 6 � =)

�

�

f(x)� l

�

�

6

�

2

< �:

Cette assertion implique l'assertion (4.2). R�eiproquement, supposons la deuxi�eme assertion (4.2)

vraie. Donnons-nous � > 0: Si on lui applique la deuxi�eme assertion, on d�eduit l'existene de � > 0

pour lequel :

8x 2 D

f

; jx� aj < � =)

�

�

f(x) � l

�

�

< � 6 �:

Dans e as

�

2

onvient bien pour la premi�ere assertion (4.2).

3. Limites in�nies

Passons maintenant aux limites d'une fontion vers �1:

D

�

efinition 31

Nous dirons qu'une fontion f tend vers +1 en a 2 R si elle est d�e�nie au voisinage de a et

si l'on a :

| pour a 2 R :

8A 2 R; 9� > 0; 8x 2 D

f

; jx� aj 6 � =) f(x) > A;

| pour a = +1 :

8A 2 R; 9B 2 R; 8x 2 D

f

; x > B =) f(x) > A;

| pour a = �1 :

8A 2 R; 9B 2 R; 8x 2 D

f

; x 6 B =) f(x) > A:

On dit aussi que f admet +1 pour limite en a et on �erit :

lim

x!a

f(x) = +1:

Remarques 13

| Dans le as a 2 R, les assertions :

8A 2 R; 9� > 0; 8x 2 D

f

; jx� aj 6 � =) f(x) > A

et :

8A 2 R

+

; 9� > 0; 8x 2 D

f

; jx� aj 6 � =) f(x) > A

�etant �equivalentes, il arrive parfois, dans la arat�erisation pr�e�edente, que l'on rem- �

plae 8A 2 R par 8A 2 R

+

, voire par 8A > 0, pour �eviter des probl�emes de signes

(f. par exemple les d�emonstrations des propositions 41 ou 44).

De même si a = +1 ou a = �1.

| Une fontion qui tend vers +1 en a 2 R ne peut pas être d�e�nie en a, puisque sinon on

aurait :

8A 2 R ; f(a) > A

e qui est impossible.

| On dira de fa�on similaire qu'une fontion f tend vers �1 en a 2 R si �f tend vers +1

en a. On dit aussi que f admet �1 pour limite en a et on �erit :

lim

x!a

f(x) = �1:
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4. Limites �a droite, limite �a gauhe & limite �epoint�ee

Nous allons apporter maintenant quelques raÆnements �a notre d�e�nition initiale de limite. Il

s'agit toujours du même onept mais que nous d�elinerons de mani�ere l�eg�erement di��erente a�n

de gagner en exibilit�e. Dans toute ette setion le nombre a est un r�eel.

D

�

efinition 32

Consid�erons une fontion num�erique f de la variable r�eelle. Nous dirons que :

| la fontion f admet l 2 R pour limite �a droite en a si la restrition de f �a D

f

\℄a;+1[

admet l pour limite en a. Autrement dit si f est d�e�nie sur un voisinage �a droite de a et

si

8� > 0; 9� > 0; 8x 2 D

f

; x 2℄a; a+ �[=)

�

�

f(x)� l

�

�

6 �:

On note alors :

l = lim

x�!a; x>a

f(x) ou l = lim

x!a

+

f(x):

| la fontion f admet l 2 R pour limite �a gauhe en a si la restrition de f �a D

f

\℄�1; a[

admet l pour limite en a. Autrement dit si f est d�e�nie sur un voisinage �a gauhe de a et

si

8� > 0; 9� > 0; 8x 2 D

f

; x 2℄a� �; a[=)

�

�

f(x)� l

�

�

6 �:

On note alors :

l = lim

x�!a; x<a

f(x) ou l = lim

x!a

�

f(x):

| la fontion f admet l 2 R pour limite �epoint�ee en a si la restrition de f �a D

f

r fag

admet l pour limite en a. Autrement dit si f est d�e�nie sur un voisinage �epoint�e de a et

si

8� > 0; 9� > 0; 8x 2 D

f

; x 2℄a� �; a+ �[rfag =)

�

�

f(x)� l

�

�

6 �:

On note alors :

l = lim

x!a; x 6=a

f(x):

Ces d�e�nitions ont leurs analogues dans le as des limites in�nies. Ainsi :

D

�

efinition 33

Consid�erons une fontion num�erique f de la variable r�eelle. Nous dirons que :

| la fontion f tend vers +1 [resp. �1℄ en a 2 R �a droite si la restrition de f

�a D

f

r fag tend vers +1 [resp. �1℄ en a. On note alors :

+1 [resp. �1 ℄ = lim

x!a; x>a

f(x) = lim

x!a

+

f(x):

| la fontion f tend vers +1 [resp. �1℄ en a 2 R �a gauhe si la restrition de f

�a D

f

r fag tend vers +1 [resp. �1℄ en a. On note alors :

+1 [resp. �1 ℄ = lim

x!a; x<a

f(x) = lim

x!a

�

f(x):

Notons qu'il ne peut être �evidemment question de limite �epoint�ee en �1:

Remarques 14
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| Par d�e�nition, si f admet une limite �a droite [resp. �a gauhe℄ en a, alors f est d�e�ni au

voisinage �a droite [resp. �a gauhe℄ de a et il existe un r�eel h > 0 tel que ℄a; a + h[� D

f

[resp. ℄a� h; a[ � D

f

℄.

| On utilise aussi parfois les notations f(a

+

) et f(a

�

) pour d�esigner les limites �a droite et

�a gauhe de f en a.

Il faut faire attention au lien entre les notions de limites �a droite et �a gauhe et la notion de

limite tout ourt. En e�et, onsid�erons f une appliation d�e�nie sur D

f

et a 2 R: Si a 62 D

f

et

f est d�e�ni au voisinage de a; alors les trois notions o

�

�nident dans le sens suivant :

f admet une limite en a

si et seulement si f admet une limite �epoint�ee en a

si et seulement si :

| f admet une limite �a droite et �a gauhe en a ;

| es deux limites sont �egales.

Auquel as :

lim

x!a

�

f(x) = lim

x!a

+

f(x) = lim

x!a; x 6=a

f(x) = lim

x!a

f(x):

Si a 2 D

f

et f est d�e�ni au voisinage de a; alors les trois notions ne o

�

�nident pas. On a :

f admet une limite �epoint�ee en a

si et seulement si :

| f admet une limite �a droite et �a gauhe en a ;

| es deux limites sont �egales.

Auquel as :

lim

x!a

�

f(x) = lim

x!a

+

f(x) = lim

x!a; x 6=a

f(x):

Mais attention, toujours dans e as, et en supposant que :

~

lim

x!a;x 6=a

= l

existe, alors : f a pour limite l en a si et seulement si l = f(a):

Remarques 15 1. On note don que si f admet une limite en a alors elle admet toujours

une limite �a droite et une limite �a gauhe en a: Et on observe aussi que parmi es trois

d�elinaisons du onept de limite, la limite �epoint�ee est la plus exible �a manipuler.

2. On fera bien attention au as o�u a 2 D

f

: En e�et, il est tout �a fait possible dans e as que

la fontion ait une limite �a droite et une limite �a gauhe �egales (voire une limite �epoint�ee)

sans pour autant avoir de limite. Ainsi par exemple la fontion f d�e�nie sur R �a valeur

dans R par :

f(x) =

8

<

:

0 si x < 0

1 si x = 0

0 si x > 0

n'a pas de limite en 0 (si tel �etait le as, ette limite devrait être nulle et don f(0) devrait

être nul). Mais f poss�ede une limite �a droite et une limite �a gauhe en 0 �egales et don

une limite �epoint�e en 0:

Exemples 16

1. Soit n 2 Z. La fontion partie enti�ere :

| admet une limite �a droite en n, puisque sa restrition �a ℄n;+1℄ o

�

�nide au voisinage

de n ave une fontion onstante,
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| admet une limite �a gauhe en n, puisque sa restrition �a [�1; n℄ o

�

�nide ave une

fontion onstante au voisinage de n,

| mais n'a pas de limite en n ar es deux limites di��erent.

2. La fontion d�e�nie sur R

�

par f(x) =

1

x

n'admet pas de limite en 0 puisque l'on a :

lim

x!0

+

f(x) = +1 et lim

x!0

�

f(x) = �1:

Remarque 19 | On observe don ainsi que l'usage des limites �a droite et �a gauhe s'av�ere tr�es

utile pour ontredire l'existene �eventuelle d'une limite. Nous reverrons e point au paragraphe

suivant.

5. Limite �nie par valeur positive & n�egative

Les raÆnements de la notion de limite, vus dans le paragraphe pr�e�edent, qui onsistent �a

onsid�erer un voisinage �a droite ou �a gauhe du point a onsid�er�e, peuvent s'appliquer aussi �a la

limite l �nie de la fontion. Ainsi pr�eis�ement :

D

�

efinition 34

Soit f une fontion num�erique d�e�nie sur un ensemble D

f

: Soit a 2 R: Nous dirons que f tend

vers l 2 R par valeur positive [resp. n�egative℄ en a si :

1. f est d�e�nie au voisinage de a ;

2. f v�eri�e que

8� > 0; 9� > 0; x 2 D

f

; jx� aj < � =) f(x) 2 [l; l+ �[ respetivement ℄l � �; l℄:

Dans e as, on notera :

lim

x!a

f(x) = l

+

; respetivement l

�

:

Cette d�e�nition se d�eline de mani�ere similaire pour une limite �a droite, �a gauhe ou �epoint�ee

en a:

6. Crit�ere s�equentiel

Il faut omprendre ii le mot \s�equentiel" omme un angliisme, i.e. au sens de \suite". Dans

ette setion nous �etablissons un rit�ere permettant de arat�eriser la limite d'une fontion en

terme de suite de nombres r�eels. Il s'agit d'une tehnique de disr�etisation qui va s'av�erer extrê-

mement puissante dans des situations th�eoriques.

Proposition 33

Soit f une appliation admettant une limite l 2 R en a 2 R. Si (u

n

) est une suite d'�el�ements

de D

f

admettant a pour limite, la suite

�

f(u

n

)

�

n2N

tend vers l.

Preuve |[as par exemple pour l 2 R et a = +1.℄ Soit � > 0 ; on peut trouver A 2 R tel que :

8x 2 D

f

; x > A =)

�

�

f(x) � l

�

�

6 �:

Puisque limu

n

= +1, on peut trouver un entier n

0

tel que :

8n > n

0

; u

n

> A:

On en d�eduit alors :

8n > n

0

;

�

�

f(u

n

)� l

�

�

6 �:
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Don

�

f(u

n

)

�

n2N

onverge vers l.

Exemple 21 | Sahant que lim

x!0

sinx

x

= 1; on en d�eduit que lim

n!+1

n sin

�

1

n

�

= 1 puisque

n sin

�

1

n

�

=

sin

�

1

n

�

1

n

et lim

n!+1

1

n

= 0:

M

�

ethode 8 | Ce r�esultat est souvent utilis�e pour montrer qu'une fontion f n'admet pas de

limite en a : il suÆt d'exhiber une suite onvergeant vers a dont l'image par f ne onverge pas, ou

~

deux suites onvergeant vers a dont les images par f ont des limites di��erentes. De même, pour

montrer la disontinuit�e d'une fontion f en a (dans le hapitre suivant), il suÆra de trouver

une suite onvergeant vers a et dont l'image par f ne onverge pas vers f(a).

Exemple 22 | La situation de la m�ethode pr�e�edente apparâ�t souvent dans des as de fontion

\sur-osillante" omme par exemple la fontion f d�e�nie sur R

�

par f(x) = os(1=x): Cette

fontion, dont le graphe est reproduit �gure 4.2, n'a pas de limite en 0: En e�et, la suite d�e�nie

par x

n

=

1

n�

tend vers 0 alors que f(x

n

) = (�1)

n

ne onverge pas. Une autre fa�on de le

d�emontrer onsiste par exemple �a onsid�erer les deux suites x

n

=

1

2n�

et y

n

=

2

4n�+�

qui tendent

vers 0 alors que f(x

n

) = 1 et f(y

n

) = 0: En r�ealit�e, on pourrait même montrer que pour tout

y 2 [�1; 1℄ il existe une suite (u

n

) de R telle que (f(u

n

)) tend vers y:

Le r�esultat suivant est beauoup plus fort ar il donne un rit�ere existentiel de limite et il nous

sera don tr�es utile pour montrer l'existene d'une limite sans reours �a la d�e�nition de la limite

et sans reours aux tehniques de aluls des paragraphes suivants.

Th

�

eor

�

eme 10 (Crit�ere de onvergene s�equentiel)

Une fontion f d�e�nie au voisinage de a 2 R admet une limite l 2 R en a si et seulement si

l'image par f de toute suite de D

f

onvergeant vers a est une suite onvergeant vers l.

Preuve |[as o�u a 2 R℄

| On sait d�ej�a d'apr�es le th�eor�eme pr�e�edent que si f admet l pour limite en a, alors l'image par f de toute

suite de D

f

onvergeant vers a est une suite onvergeant vers l.

| D�emontrons la r�eiproque par ontraposition : supposons que f ne tende pas vers l en a. Cela signi�erait

~

que :

9� > 0; 8� > 0; 9x 2 D

f

; jx� aj 6 � et

�

�

f(x)� l

�

�

> �:

Prenons un tel � > 0. Pour tout entier n, on peut don trouver un �el�ement x

n

de D

f

tel que jx

n

�aj 6 2

�n

et

�

�

f(x

n

)� l

�

�

> �.

La suite (x

n

) ainsi onstruite tend vers a, et la relation :

8n 2 N ;

�

�

f(x

n

)� l

�

�

> � > 0

prouve que

�

f(x

n

)

�

n2N

ne peut pas onverger vers l.

Remarques 16

1. Un rit�ere de onvergene s�equentiel existe de mani�ere similaire pour une limite �a droite

ou �a gauhe.

2. Nous venons de voir dans la preuve de e th�eor�eme un as o�u il est utile de savoir �erire

la n�egation de la onvergene de la limite. Ce point est tr�es important : il est tout aussi

utile de onnâ�tre la propri�et�e d�e�nissant un objet que la n�egation de ette propri�et�e.
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Figure 4.2 { Exemple de fontion sur-osillante en 0

Nous verrons une utilisation de e th�eor�eme pour d�emontrer le rit�ere de Cauhy pour les fon-

tions dans le paragraphe suivant et, plus loin, le th�eor�eme de omposition des limites.

7. Crit�ere de Cauhy

Le rit�ere de Cauhy

2

pour les suites r�eelles se transporte naturellement aux fontions grâe

au r�esultat du paragraphe pr�e�edent. La fore de e rit�ere tient �a e qu'il permet de montrer

qu'une fontion admet une limite �nie en un point sans onnâ�tre a priori ette limite. Cela tient

du mirale, mais pourtant dans le as des nombres r�eels 'est vrai !

Th

�

eor

�

eme 11

Une appliation f admet une limite �nie en a 2 R si et seulement si :

| as o�u a 2 R :

8� > 0 ; 9� > 0 : 8(x; y) 2 (D

f

\℄a� �; a+ �[)

2

;

�

�

f(x)� f(y)

�

�

6 �:

2. Augustin Louis, baron Cauhy est n�e �a Paris sous la R�evolution Fran�aise en 1789 et est mort pr�es de Paris

en 1857. Son �uvre est tentaulaire. On lui doit notamment un immense travail de refonte de l'analyse ave pour

aboutissement l'introdution des fontions holomorphes. Il travailla aussi en optique ondulatoire...
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| as o�u a = +1 :

8� > 0 ; 9A 2 R : 8(x; y) 2 (D

f

\℄A;+1[)

2

;

�

�

f(x)� f(y)

�

�

6 �:

| as o�u a = �1 :

8� > 0 ; 9A 2 R : 8(x; y) 2 (D

f

\℄�1; A[)

2

;

�

�

f(x) � f(y)

�

�

6 �:

Preuve |[as par exemple o�u a 2 R℄

| Supposons tout d'abord que lim

x!a

f(x) = l: Alors pour tout r�eel � > 0 il existe un r�eel � > 0 tel que :

8x 2 D

f

\℄a� �; a+ �[; jf(x)� lj <

"

2

et en ons�equene :

8(x; y) 2

�

D

f

\℄a� �; a+ �[

�

2

; jf(x) � f(y)j 6 jf(x)� lj+ jf(y) � lj 6 "

et le rit�ere est d�emontr�e.

| Supposons r�eiproquement que f v�eri�e le rit�ere de Cauhy. Consid�erons une suite (u

n

) de D

f

r fag;

alors la suite (f(u

n

)) v�eri�e le rit�ere de Cauhy et onverge dans R en ons�equene (d'apr�es le th�eor�eme �

fondamental \rit�ere de Cauhy pour les suites"). Ainsi f v�eri�e le rit�ere de onvergene s�equentiel et

don f a une limite en a:

Remarques 17

1. Le rit�ere de Cauhy poss�ede une �eriture similaire pour les limites �a droite, �a gauhe ou

�epoint�ees en un point.

2. Le rit�ere de Cauhy peut se r�ev�eler tr�es pratique pour montrer qu'une fontion n'a pas

de limite �nie en un point a 2 R. On dira dans e as-l�a qu'elle diverge. Ainsi, on dira

(par exemple dans le as a 2 R) que f ne diverge au point a 2 R si et seulement si

9� > 0; 8� > 0; 9(x; y) 2 (D

f

\℄a� �; a+ �[)

2

; jf(x)� f(y)j > �:

Le rit�ere de Cauhy ne nous servira que rarement dans la suite. Cependant, il est bon de

onnâ�tre e r�esultat que nous retrouverons ette ann�ee et l'ann�ee prohaine.

8. Quelques ons�equenes diretes des d�e�nition

Nous listons dans e qui suit quelques ons�equenes diretes et pratiques des di��erentes d�e-

�nitions de limites des setions pr�e�edentes. Ces propri�et�es seront mises �a ontribution dans la

setion suivante sur les op�erations sur les limites.

Proposition 34 (Obtention d'une limite par ontrôle)

Une fontion f admet l pour limite en a 2 R s'il existe une fontion g d�e�nie sur D

f

, tendant

vers 0 en a et telle que jf � lj 6 g, i.e. telle que :

8x 2 D

f

;

�

�

f(x)� l

�

�

6 g(x):

Preuve|[D�emonstration par exemple pour a 2 R.℄ S'il existe une fontion g tendant vers 0 et telle que jf�lj 6 g,

alors on a :

8� > 0 ; 9� > 0 : 8x 2 D

g

; jx� aj 6 � =)

�

�

g(x)

�

�

6 �

e qui prouve de fa�on imm�ediate :

8� > 0 ; 9� > 0 : 8x 2 D

f

; jx� aj 6 � =)

�

�

f(x) � l

�

�

6 �:
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Exemple 23 | La fontion

f : R

+

�! R

x 7�!

x

x+1

est d�e�nie au voisinage de 1. Montrons qu'elle admet une limite en 1. Il faut don prouver

que f(x)� f(1) tend vers 0 quand x tend vers 1. Pour x 2 R

+

, on a :

�

�

f(x) � f(1)

�

�

=

�

�

�

�

x

x+ 1

�

1

2

�

�

�

�

=

�

�

�

�

x� 1

2(x+ 1)

�

�

�

�

6

jx� 1j

2

e qui prouve le r�esultat puisque la fontion aÆne x 7! (x� 1)=2 tend vers 0 en 1: �

Proposition 35

Si une fontion f tend vers l 2 R en a 2 R, alors la fontion jf j tend vers jlj en a.

Preuve | On a en e�et

3

:

8x 2 D

f

;

�

�

jf j(x)� jlj

�

�

6

�

�

f(x)� l

�

�

ave lim

x!a

�

�

f(x)� l

�

�

= 0:

Du ontrôle sur une fontion que permet le fait d'avoir une limite en un point, on peut souvent

tirer des propri�et�es tr�es utiles valables au voisinage du point en question. Par exemple :

Proposition 36

Une appliation qui admet une limite �nie en a 2 R est born�ee au voisinage de a.

Preuve |[D�emonstration par exemple pour a 2 R.℄ Posons l = lim

a

f: Pour � = 1, on peut trouver un r�eel �

stritement positif tel que :

8x 2 D

f

; jx� aj 6 � =)

�

�

f(x)� l

�

�

6 1:

On a alors, ave M = jlj+ 1 :

8x 2 D

f

; jx� aj 6 � =)

�

�

f(x)

�

�

6 jlj+

�

�

f(x) � l

�

�

6M:

Proposition 37

Soit m un r�eel. Une appliation qui admet une limite l > m en a 2 R est minor�ee par m au

voisinage de a.

Preuve |[D�emonstration par exemple pour a = �1℄ Pour � = l �m > 0, on peut trouver un r�eel A tel que :

8x 2 D

f

; x 6 A =)

�

�

f(x) � l

�

�

6 �:

Alors, pour tout x 2 D

f

on a :

x 6 A =) m� l 6 f(x)� l 6 l �m

e qui donne x 6 A =) f(x) > m.

Corollaire 9

Une appliation admettant une limite l > 0 en a 2 R est minor�ee au voisinage de a par un r�eel

stritement positif.

3. On se souviendra notamment de l'in�egalit�e fondamentale jjaj � jbjj 6 ja � bj 8(a; b) 2 R

2

:

- 90/142 -



Chapitre iv | 1. Notion de limite

Preuve | Appliquer le r�esultat pr�e�edent ave m = l=2.

Remarque 20 | On en d�eduit en partiulier que si f admet une limite l non nulle en a, alors

au voisinage de a, la fontion f garde un signe onstant et ne s'annule pas.

Corollaire 10

Si f admet une limite l non nulle en a 2 R, alors jf j est minor�ee au voisinage de a par un r�eel

stritement positif.

Preuve | Si la fontion f tend vers l 6= 0, alors la fontion jf j tend vers jlj > 0 et le orollaire 9 permet de

onlure.

Proposition 38

Si f o

�

�nide ave g au voisinage de a 2 R et si g admet l 2 R pour limite en a, alors f admet

aussi l pour limite en a.

Preuve |[as par exemple pour a 2

2

2 R et l = +1℄ Puisque f o

�

�nide ave g au voisinage de a, on peut trouver

un r�eel h > 0 tel que l'on ait :

8x 2 D

f

; jx� aj 6 h =)

�

x 2 D

g

et f(x) = g(x)

�

:

Soit A 2 R . Puisque lim

a

g = +1, on peut trouver � > 0 tel que :

8x 2 D

g

; jx� aj 6 � =) g(x) > A:

Prenons � = min(�; h). Si x 2 D

f

et jx� aj 6 � alors on a x 2 D

g

et f(x) = g(x). Don :

8x 2 D

f

; jx� aj 6 � =) f(x) > A:

On a ainsi prouv�e que f tendait vers +1 en a.

Exemple 24 | Soit f la fontion d�e�nie sur R par :

8x 2 R ; f(x) = x

2

+ x+ 1� jx

2

� 1j:

Pour montrer que f admet f(2) pour limite en 2, il suÆt de remarquer qu'elle o

�

�nide au

voisinage de 2 ave la fontion g : x 7! x + 2 et que ette fontion est ontinue en 2 omme le

prouve l'�egalit�e

�

�

g(x)� g(2)

�

�

= jx� 2j.

M

�

ethode 9 | La proposition 34 nous donne un m�ethode pour d�emontrer qu'une fontion admet

une limite l : il suÆt de majorer jf � lj par une fontion qui tend vers 0. Le arat�ere loal de la

notion de limite permet de ne faire ette majoration qu'au voisinage de a et don de ne travailler

qu'au voisinage de a:

Proposition 39

Soient f et g deux appliations d�e�nies au voisinage de a 2 R.

| Si lim

x!a

g(x) = 0 et si jf� lj est major�ee par g au voisinage de a, alors lim

x!a

f(x) = l:

| Si lim

x!a

g(x) = +1 et si f est minor�ee par g au voisinage de a, alors lim

x!a

f(x) =

+1:

| Si lim

x!a

g(x) = �1 et si f est major�ee par g au voisinage de a, alors lim

x!a

f(x) =

�1:

Preuve |[as par exemple pour a = +1℄
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| L'hypoth�ese de majoration au voisinage de a nous permet de trouver un r�eel A

1

tel que :

8x 2 D

f

; x > A

1

=)

�

x 2 D

g

et

�

�

f(x)� l

�

�

6 g(x)

�

:

Soit � > 0 quelonque. Comme lim

a

g = 0; on peut trouver un r�eel A

2

tel que :

8x 2 D

g

; x > A

2

=)

�

�

g(x)

�

�

6 �:

Il suÆt de prendre A = max(A

1

; A

2

) pour avoir :

8x 2 D

f

; x > A =)

�

�

f(x)� l

�

�

6 �:

| Les deux autres points se d�emontrent de fa�on similaire.

Exemples 17

1. La fontion f : x 7!

x

2

�1

x

2

+x�1

est d�e�nie au voisinage de +1 puisque le d�enominateur

ne s'annule qu'en deux points de R. Montrons qu'elle tend vers 1 en +1. Pour x 2 D

f

et x > 1, on a :

�

�

f(x)� 1

�

�

=

jxj

jx

2

+ x� 1j

6

1

x

�

La fontion jf �1j est don major�ee au voisinage de +1 par une fontion qui tend vers 0

en +1, don f tend vers 1 en +1.

2. La majoration :

�

�

�

�

sinx

p

x

�

�

�

�

6

1

p

x

valable pour x 2 R

�

+

prouve :

lim

x!+1

sinx

p

x

= 0

en admettant que lim

x!+1

1

p

x

= 0: �

II Op

�

erations alg

�

ebriques sur les limites

Cette setion regroupe les r�esultats souvent quali��es de th�eor�emes g�en�eraux sur les limites,

qui permettent de d�eterminer l'existene et la valeur d'une limite sans passer par la d�e�nition

mais �a l'aide d'un jeu alg�ebrique de somme, produit et quotient de fontions dont les limites sont

onnues.

Dans toute ette setion, nous n'exposeront les propri�et�es qu'en terme de limite, mais des d�eli-

naisons enti�erement similaires existent �a haque fois en terme de limites �a droites, �a gauhe et de

limites �epoint�ees. Nous laissons au leteur le soin de les �erire au fur et �a mesure de ses besoins.

1. Combinaisons lin�eaires et produits

Proposition 40

Soient f et g deux appliations d�e�nies sur une partie D de R; ainsi que � et � deux r�eels. Soit

a 2 R: Si lim

x!a

f(x) = l et lim

x!a

g(x) = m, alors :

lim

x!a

(� f(x) + � g(x)) = � l + �m et lim

x!a

(f(x)� g(x)) = l m:

- 92/142 -



Chapitre iv | 2. Op

�

erations alg

�

ebriques sur les limites

Preuve |Traitons les deux as ind�ependemment.

| On peut supposer que � et � sont non nuls. Pour tout x 2 D, l'in�egalit�e triangulaire permet d'�erire :

�

�

�

� f(x) + � g(x)

�

� (� l+ �m)

�

�

6 j�j

�

�

f(x)� l

�

�

+ j�j

�

�

g(x) �m

�

�

:

Les fontions jf � lj et jg �mj tendent vers 0 en a, don pour tout � > 0; il existe �

1

> 0 et �

2

tels que :

8x 2 D\℄a� �

1

; a+ �

1

[; jf(x)� lj 6

�

2 j�j

et

8x 2 D\℄a� �

2

; a+ �

2

[; jg(x)�mj 6

�

2 j�j

:

Dans e as, en posant � = min(�

1

; �

2

); on a :

8x 2 D\℄a� �; a + �[; j�j jf(x)� lj+ j�j jg(x)�mj 6 �:

Cei signi�e que j�j

�

�

f � l

�

�

+ j�j

�

�

g�m

�

�

tend vers 0 en a: Par suite,

�

�

(� f + � g)� (� l+�m)

�

�

est major�ee

par une fontion qui tend vers 0 et don :

lim

x!a

� f(x) + � g(x) = � l+ �m:

| Pour tout x 2 D, on peut �erire :

�

�

f(x) g(x)� l m

�

�

=

�

�

f(x)

�

g(x) �m

�

+m

�

f(x) � l

�

�

�

6

�

�

f(x)

�

�

�

�

g(x)�m

�

�

+ jmj

�

�

f(x)� l

�

�

:

La fontion f est born�ee au voisinage de a, puisqu'elle admet une limite en a et la fontion g �m tend

vers 0 en a. Don la fontion jf j jg�mj tend vers 0 en a. De même, la fontion jmj jf � lj tend vers 0 en a.

La fontion

�

�

(f �g)� (l m)

�

�

est alors major�ee par une fontion qui tend vers 0 et don lim

a

(f �g) = l�m:

Proposition 41

Soient a 2 R ainsi que f et g deux appliations d�e�nies sur une partie D de R ave lim

x!a

f(x) =

+1:

1. Si g est minor�ee au voisinage de a, alors f + g tend vers +1 en a.

2. Si g est minor�ee au voisinage de a par un r�eel stritement positif, alors f�g tend vers +1

en a.

Preuve |[as par exemple pour a 2 R℄

1. Soit A 2 R. Comme g est minor�ee au voisinage de a, on peut trouver �

1

> 0 et m 2 R tels que :

8x 2 D ; jx� aj 6 �

1

=) g(x) > m:

La fontion f tendant vers +1 en a, on peut trouver �

2

> 0 tel que :

8x 2 D ; jx� aj 6 �

2

=) f(x) > A�m:

On en d�eduit :

8x 2 D ; jx� aj 6 min(�

1

; �

2

) =) f(x) + g(x) > A:

2. Soit A 2 R

+

. Comme g est minor�ee au voisinage de a par un r�eel m > 0, on peut trouver �

1

> 0 tel que :

8x 2 D ; jx� aj 6 �

1

=) g(x) > m > 0:

La fontion f tendant vers +1 en a, on peut trouver �

2

> 0 tel que :

8x 2 D ; jx� aj 6 �

2

=) f(x) >

A

m

> 0:

On en d�eduit :

8x 2 D ; jx� aj 6 min(�

1

; �

2

) =) f(x) g(x) > A:
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Remarque 21 | Dans la deuxi�eme partie de la proposition pr�e�edente, l'hypoth�ese \g strite-

ment positive au voisinage de a" ne suÆt pas pour avoir le r�esultat, omme le prouve l'exemple

~

des fontions d�e�nies au voisinage de +1 :

f : x 7! x et g : x 7!

1

x

�

Proposition 42

Soient f et g deux appliations d�e�nies sur une partie D de R et admettant, en a 2 R, pour

limites respetives l et m �el�ements de R.

| Si l +m n'est pas une forme ind�etermin�ee, alors lim

x!a

f(x) + g(x) = l +m:

| Si l m n'est pas une forme ind�etermin�ee, alors lim

x!a

f(x)g(x) = lm:

Preuve |

| Le r�esultat est d�ej�a onnu si l et m sont r�eels.

| Pour la somme, si l = +1, on a m 6= �1 et don la fontion g est minor�ee au voisinage de a, e qui

permet d'appliquer le r�esultat de la proposition pr�e�edente. Le as l = �1 s'en d�eduit en onsid�erant �f

et �g.

| Pour le produit, on se ram�ene de même au as o�u l'une des fontions tend vers +1, l'autre ayant une

limite stritement positive et don �etant minor�ee au voisinage de a par un r�eel stritement positif.

Exemples 18

1. On prouve par r�eurrene que si n est un entier stritement positif, on a lim

x!+1

x

n

= +1:

2. On a lim

x!+1

�

x

2

+ x+ 1

�

= +1 puisque pour x 6= 0 on peut �erire :

x

2

+ x+ 1 = x

2

�

1 +

1

x

+

1

x

2

�

�

3. Plus g�en�eralement, une fontion polynomiale a même limite en �1 que son terme de plus

haut degr�e.

2. Inverse et quotient

Proposition 43

Si f est une fontion ayant une limite l non nulle en a 2 R, alors au voisinage de a, la fontion f

ne s'annule pas et

1

f

(qui est don d�e�nie au voisinage de a) admet

1

l

pour limite en a.

Preuve | Le orollaire 10 nous donne l'existene d'un r�eel � > 0 tel que l'on ait

�

�

f(x)

�

�

> � au voisinage de a,

e qui prouve que f ne s'annule pas au voisinage de a. Alors au voisinage de a, on a :

�

�

�

�

1

f(x)

�

1

l

�

�

�

�

=

�

�

�

�

f(x)� l

f(x) l

�

�

�

�

6

1

jlj�

�

�

f(x)� l

�

�

:

Comme lim

x!a

1

jlj�

�

�

f(x)� l

�

�

= 0; on en d�eduit lim

x!a

1

f(x)

=

1

l

�

Corollaire 11

Si f et g sont deux appliations d�e�nies sur une partie D de R telles que :

lim

x!a

f(x) = l 2 R et lim

x!a

g(x) = m 2 R

�

;

alors

f

g

est d�e�nie au voisinage de a et lim

x!a

f(x)

g(x)

=

l

m

:
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Preuve | Appliquer la proposition pr�e�edente et le r�esultat sur les produits de limites.

Exemples 19

1. Si p et q sont deux fontions polynomiales, la fontion rationnelle f =

p

q

est ontinue en

tout point o�u elle est d�e�nie, i.e. en tout a o�u q(a) 6= 0.

2. Soit la fontion rationnelle f : x 7!

2x

2

�3x+1

x

2

+x+1

d�e�nie sur R. Les r�esultats pr�e�edents ne

permettent pas de d�eterminer diretement sa limite en +1 et en �1, mais, pour tout

x 6= 0, on peut �erire :

f(x) =

2�

3

x

+

1

x

2

1 +

1

x

+

1

x

2

�

Don f o

�

�nide au voisinage de +1 ou de �1 ave le quotient d'une fontion qui tend

vers 2 par une fontion qui tend vers 1. On peut don en d�eduire :

lim

x!+1

f(x) = lim

x!�1

f(x) = 2:

Proposition 44

Soit f une appliation d�e�nie au voisinage de a 2 R.

1. Si f tend vers +1 en a, alors au voisinage de a, la fontion f ne s'annule pas et

1

f

tend

vers 0 en a.

2. Si f tend vers 0

+

en a, alors

1

f

tend vers +1 en a.

Preuve |[as par exemple pour a 2 R.℄

1. La fontion f tendant vers +1 en a, elle est, au voisinage de a, sup�erieure �a 1 (par exemple), e qui

montre que

1

f

est d�e�nie au voisinage de a.

Soit � > 0. Il existe un r�eel � > 0 tel que :

8x 2 D

f

; jx� aj 6 � =) f(x) >

1

�

e qui donne :

8x 2 D

f

; jx� aj 6 � =) 0 6

1

f(x)

6 �

et prouve la onvergene de f vers 0 en a.

2. D'apr�es l'hypoth�ese, on peut trouver un r�eel h > 0 tel que :

8x 2 D

f

; 0 < jx� aj 6 h =) f(x) > 0:

Si l'on pose D = D

f

\℄a� h; a+ h[n fag, la fontion

1

f

est d�e�nie et stritement positive sur D.

Supposons lim

x!a

f(x) = 0 et �etablissons lim

x!a

1

f(x)

= +1; i.e. :

8A > 0 ; 9� > 0 : 8x 2 D ; jx� aj 6 � =)

1

f(x)

> A:

Soit A 2 R

�

+

. Le r�eel

1

A

est un nombre stritement positif, don l'hypoth�ese lim

x!a

f(x) = 0 permet de

trouver un r�eel � > 0 tel que :

8x 2 D ; jx� aj 6 � =)

�

�

f(x)

�

�

6

1

A

�

Pour x 2 D, on a alors :

jx� aj 6 � =)

�

�

�

�

1

f(x)

�

�

�

�

> A

e qui donne le r�esultat puisque

1

f

est positive sur D.
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Remarques 18

| De mani�ere �evidente, la proposition pr�e�edente se d�eline aussi pour �1 et 0

�

:

| De même que pour les suites, en ombinant es r�esultats sur les inverses ave eux relatifs

aux produits, on obtient que si deux fontions admettent des limites l et m, alors leur

quotient admet pour limite

l

m

s'il n'y a pas de forme ind�etermin�ee du type

0

0

�

ou

�1

�1

, i.e.

si l et m ne sont pas tous les deux nuls, ou tous les deux in�nis.

III Limites et relation d'ordre

1. Passage �a la limite dans les in�egalit�es

Proposition 45

Soient f et g deux appliations d�e�nies sur une partie D de R et admettant des limites �nies

en a 2 R. Si f 6 g au voisinage de a, alors

lim

x!a

f(x) 6 lim

!a

g(x):

Preuve | La fontion g � f �etant positive au voisinage de a, elle o

�

�nide ave sa valeur absolue au voisinage

de a. Si g � f tend vers l en a, alors :

l = lim

x!a

g(x)� f(x) = lim

x!a

jg(x)� f(x)j = jlj > 0:

Remarques 19 1. On ne peut pas am�eliorer les r�esultats pr�e�edents ave des in�egalit�es strites.

~

Si f est stritement positive, on peut simplement onlure que sa limite (en supposant

qu'elle existe) est positive ou nulle. Par exemple, on a 8x 2 R ; e

x

> 0, mais lim

x!�1

e

x

=

0:

2. Enore une fois, la propri�et�e pr�e�edente est vraie pour des limites �a droites, �a gauhes ou

�epoint�ees.

2. Existene de limite par enadrement

La proposition suivante est remarquable, ar, omme le rit�ere de Cauhy, il s'agit d'un

r�esultat d'existene de limite. Et mieux que le rit�ere de Cauhy, ette proposition nous fournit

la valeur de la limite. Ce r�esultat s'av�erera don extrêmement utile ar il s'agit d'un r�esultat

onstrutif de alul de limite : il permet de montrer l'existene d'une limite, ontrairement au

~

orollaire 45 qui nous donne des relations sur les limites une fois que l'on a montr�e leur existene.

Proposition 46

Soient f , g et h trois appliations d�e�nies sur une partie D de R et admettant des limites �nies

en a 2 R telles que lim

x!a

f(x) = lim

x!a

h(x) = l 2 R: Si f 6 g 6 h au voisinage de a, alors :

| la limite de g en a existe ;

| on a : lim

x!a

g(x) = l:
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�

eor

�

eme de omposition des limites

Preuve | Au voisinage de a, on a

�

�

g(x)� f(x)

�

�

6

�

�

h(x)� f(x)

�

�

. La proposition 39 permet don de onlure que

g � f tend vers 0.

Comme g = (g � f) + f , la fontion g a une limite et on a :

lim

x!a

g(x) = lim

x!a

(g(x) � f(x)) + lim

x!a

f(x) = 0 + l = l:

Exemple 25 | L'enadrement :

x� 1

x+ 2

6

x+ osx

x+ 2

6

x+ 1

x+ 2

valable pour x > �2, prouve que lim

x!+1

x+ osx

x+ 2

= 1:

IV Th

�

eor

�

eme de omposition des limites

Th

�

eor

�

eme 12

Soit g une appliation d�e�nie sur D

g

admettant une limite l 2 R en a 2 R. Si f est une fontion

�a valeurs dans D

g

admettant a pour limite en b 2 R, alors la fontion g Æ f admet l pour limite

en b.

Preuve |[d�emonstration par exemple pour b 2 R, a 2 R et l = �1℄ Soit A 2 R . On peut trouver un r�eel � > 0

tel que :

8x 2 D

g

; jx� aj 6 � =) g(x) 6 A:

Comme on a lim

x!b

f(x) = a; on peut trouver un r�eel � > 0 tel que :

8t 2 D

f

r ft

0

g ; jt� t

0

j 6 � =)

�

�

f(t) � a

�

�

6 �:

On a alors :

8t 2 D

f

r ft

0

g ; jt� t

0

j 6 � =) g

�

f(t)

�

6 A

puisque 8t 2 D

f

; f(t) 2 D

g

, e qui prouve que g Æ f admet �1 pour limite en t

0

.

Exemple 26 | Sahant que lim

x!0

sinx

x

= 1; on en d�eduit que lim

x!0

sin(x

2

)

x

2

= 1:

V Cas des fontions monotones

Th

�

eor

�

eme 13 (dit de la < limite monotone >)

Soit f une appliation roissante d�e�nie sur un intervalle ouvert I = ℄a; b[ ave a 2 R, b 2 R

et a < b.

| Si f est major�ee, elle admet pour limite en b le r�eel sup

I

f:

| Si f n'est pas major�ee, on a lim

b

f = +1:

| Si f est minor�ee, elle admet pour limite en a le r�eel inf

I

f:

| Si f n'est pas minor�ee, on a lim

a

f = �1:

Preuve |

Limites en b. Soit E =

�

f(x)

�

�

x 2 I

	

. La fontion f est major�ee si et seulement si l'ensemble E est major�e.

Puisque I est non vide, E est non vide.
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| Si f est major�ee, alors l = supE existe. Montrons que 'est la limite de f en b.

Soit � > 0 . D'apr�es la arat�erisation de la borne sup�erieure, on peut trouver un �el�ement y

0

de E tel

~

que l� � < y

0

6 l. Si x

0

2 I est un ant�e�edent de y

0

, on a :

8x 2℄x

0

; b℄ ; l� � < f(x

0

) 6 f(x) 6 l

puisque f est roissante et major�ee par l.

| Si b est r�eel, omme b 62 I on a b > x

0

. En prenant � = b� x

0

> 0 on a :

8x 2 I ; jb� xj 6 � =)

�

�

f(x) � l

�

�

6 �:

| Si b = +1 on a diretement :

8x 2 I ; x > x

0

=)

�

�

f(x)� l

�

�

6 �:

Dans les deux as, on a montr�e lim

b

f = l:

| Si f n'est pas major�ee, alors E n'est pas major�e. Soit A 2 R . On peut don trouver y

0

2 E tel que

y

0

> A. Prenons un ant�e�edent x

0

de y

0

. On a alors :

8x 2℄x

0

; b℄ ; A < f(x

0

) 6 f(x)

e qui prouve, de la même fa�on que pr�e�edemment, que f tend vers +1 en b.

Limites en a.

Il suÆt d'appliquer le r�esultat pr�e�edent �a la fontion roissante g d�e�nie sur [�b;�a℄ par g(t) = �f(�t).

Remarques 20

| Il existe des r�esultats analogues pour une fontion f d�eroissante sur un intervalle ouvert.

On les obtient en appliquant le th�eor�eme pr�e�edent �a la fontion �f .

| Pour une fontion monotone, on voit imm�ediatement sur un dessin la ondition de ma-

joration ou de minoration n�eessaire pour montrer que f admet une limite �nie en une

borne de son intervalle (ouvert) de d�e�nition.

| En revanhe, si f est monotone sur un intervalle I, en appliquant le th�eor�eme 13 �a la

restrition de f �a I priv�e de ses bornes, on en d�eduit que :

| si I admet un plus grand �el�ement b, la fontion f admet une limite �a gauhe en b, et

ette limite est �nie puisque f est major�ee (ou minor�ee) par f(b),

| si I admet un plus petit �el�ement a, la fontion f admet une limite �nie �a droite en a.

Le r�esultat r�eellement important est le suivant, ar il permet de s'a�ranhir de la question de

l'existene des limites pour le as des fontions monotones.

Th

�

eor

�

eme 14

Une appliation f monotone d�e�nie sur un intervalle I admet des limites �nies �a droite et �a

gauhe en tout point qui n'est pas une extr�emit�e de I.

Preuve | Quitte �a onsid�erer �f , on peut supposer f roissante. Si a est un �el�ement de I qui n'est pas une

extr�emit�e de I, alors la restrition de f �a I \ [�1; a℄ est roissante et major�ee par f(a). Don f admet une limite

�a gauhe �nie en a et on a

lim

x!a

�

f(x) 6 f(a):

De même pour la limite �a droite.

Remarques 21 | Si f est une fontion roissante sur un intervalle I et si a n'est pas une

extr�emit�e de I, on a, d'apr�es la d�emonstration pr�e�edente :

lim

x!a

�

f(x) 6 f(a) 6 lim

x!a

+

f(x):
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| Si f est une fontion roissante sur un intervalle I et si a et b sont deux �el�ements de I

tels que a < b, alors lim

x!a

+
f(x) 6 lim

x!b

�
f(x): En e�et, soit  stritement ompris

entre a et b. La limite de f �a droite en a est sa borne inf�erieure sur I \ [a;+1℄, don est

plus petite que f(). De même, on a f() 6 lim

x!b

�

f(x), e qui donne le r�esultat.

| On a des r�esultats similaires pour des fontions d�eroissantes.
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Chapitre 5

Rappels sur la notion de

ontinuit�e des fontions

L'objetif de e hapitre est de rappeler la d�e�nition de la ontinuit�e et les propri�et�es �el�emen-

taires des fontions ontinues puis de montrer omment ette d�e�nition de nature loale permet

de d�emontrer des th�eor�emes de nature globale.
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I Point de vue loal

1. D�e�nition

D

�

efinition 35

On dit qu'une fontion f; d�e�nie en a est ontinue en a si f a une limite �nie en a

Remarques 22 1. Dans e as (si f est ontinue en a), alors on d�eduit diretement de la

d�e�nition que :

100



Chapitre v | 1. Point de vue loal

| f est d�e�nie au voisinage de a ;

| omme f est d�e�nie en a; on a

lim

x!a

f(x) = f(a):

2. Si la fontion n'est pas ontinue en a; on dira qu'elle est disontinue en e point.

D

�

efinition 36

De même on dit que f; d�e�nie en a est

| ontinue �a droite en a 2 R si f a une limite �a droite en a qui vaut f(a) ;

| ontinue �a gauhe en a si f a une limite �a gauhe en a qui vaut f(a):

Remarque 22 | Ainsi si a 2 D

f

, alors f est ontinue en a si et seulement si elle est ontinue

�a droite et �a gauhe en a.

Le leteur v�eri�era qu'il est bien apable de transrire es d�e�nitions de ontinuit�e en un point

en terme de quanti�ateurs omme dans le hapitre pr�e�edent. �

Exemple 27 | Soit f l'appliation d�e�nie sur R par :

f(x) =

(

0 si x 6 0

e

�1=x

si x > 0

| La fontion f est ontinue �a gauhe en 0 puisque sa restrition �a R

�

est nulle.

| On a lim

x!0

+
f(x) = 0 = f(0) puisque la restrition de f �a R

�

+

est x 7! e

�1=x

et que l'on

a :

lim

x!0

+

1

x

= +1 et lim

t!+1

e

�t

= 0:

Don f est ontinue �a droite en 0.

Don f est ontinue en 0:

Toutes les r�egles obtenues dans le hapitre pr�e�edent onernant les aluls de limite ont un point

peuvent se traduire en terme de ontinuit�e (ou de ontinuit�e partielle �a droite ou �a gauhe) d'une

fontion en un point. Ainsi on peut iter :

| toute ombinaison lin�eaire de deux fontions ontinues en un point est ontinue en e

point ;

| tout produit ou quotient de deux fontions ontinues en un point dont le d�enominateur

ne s'annule pas est ontinue en e point ;

| toute ompos�ee de fontions ontinues en des points ompatibles est ontinue au point en

question.

| le rit�ere de limite s�equentielle s'adapte de mani�ere imm�ediate au as de la ontinuit�e ainsi

que le rit�ere de Cauhy.

Exemple 28 | La relation f(x) = ln

�

x

2

�3x+2

x

2

+1

�

d�e�nit une fontion ontinue en 0.

En e�et, la fontion h :

x 7!

x

2

� 3x+ 2

x

2

+ 1

est d�e�nie sur R et ontinue en 0 ave h(0) = 2 > 0.
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Chapitre v | 2. Point de vue global

Don h est stritement positive au voisinage de 0 et la fontion :

f = ln Æh

est d�e�nie au voisinage de 0.

La ontinuit�e en 2 de la fontion ln nous donne alors la ontinuit�e de f en 0.

2. Prolongement par ontinuit�e

D

�

efinition 37

Si f est une appliation non d�e�nie en a 2 R qui admet une limite �nie l en a, alors la fontion g

d�e�nie sur D

f

[ fag par :

g(x) =

(

l si x = a

f(x) si x 2 D

f

est ontinue en a.

Cette fontion g est appel�ee le prolongement par ontinuit�e en a de la fontion f .

Remarque 23 | On dira souvent : < prolongeons f par ontinuit�e en posant f(a) = l > ou

< quitte �a prolonger f par ontinuit�e en a; on peut supposer que f est ontinue en a > et l'on

notera de la même fa�on la fontion et son prolongement, bien qu'en toute rigueur il s'agisse de

deux fontions distintes, ar elles n'ont pas le même ensemble de d�epart.

Exemples 20

1. Nous verrons que l'on peut prolonger par ontinuit�e en 0 la fontion f d�e�nie sur R

�

par �

f(x) =

sin x

x

en posant f(0) = 1.

2. La fontion f d�e�nie sur R

�

+

par f(x) = e

�1=x

peut se prolonger par ontinuit�e en 0 en �

posant f(0) = 0.

II Point de vue global

�

A la di��erene des setions pr�e�edents, nous allons avoir besoin ii de fontions qui soient

d�e�nies au voisinage de tous les points de leur ensemble de d�e�nition (ou �eventuellement sur un

voisinage �a gauhe ou �a droite) a�n de parler des limites de la fontion f en tous les points de

leur ensemble de d�e�nition. C'est pourquoi nous hoisissons ii d'imposer que D

f

soit dans tout

e hapitre une union d'intervalles de R ontenant haun au moins deux points.

1. D�e�nition

D

�

efinition 38

On dit que f : D

f

! R est ontinue sur D

f

, si f est ontinue en tout point de D

f

.

Des r�egles op�eratoires rappel�ees dans la setion pr�e�edentes, on d�eduit :
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Proposition 47

Les ombinaisons lin�eaires et produits de fontions ontinues sont des fontions ontinues. Les

quotients de fontions ontinues dont le d�enominateur ne s'annule pas sont ontinues. Les om-

pos�ees de fontions ontinues sont des fontions ontinues.

L'identit�e et la fontion onstante 1 �etant ontinues, on peut montrer par r�eurrene que pour

n 2 N, l'appliation x 7! x

n

est ontinue sur R. Ainsi les fontions polynomiales sont ontinues

en tout point de R, puisque e sont des ombinaisons lin�eaires de puissanes de l'identit�e. De

même une fontion homographique et, plus g�en�eralement, toute fration rationnelle est ontinue

sur tout intervalle o�u elle est d�e�nie.

De mani�ere g�en�erale, toute fontion obtenue par des sommes, des produits, des quotients et des

ompos�ees de frations rationnelles et de fontions usuelles (omme sin, ln, artan) qui sont

ontinues sur leur domaine de d�e�nition, est ontinue sur tout ensemble o�u elle est d�e�nie.

On note C(D

f

) ou C

0

(D

f

), l'ensemble des fontions r�eelles ontinues sur D

f

. D'un point de vue

alg�ebrique (f. ours "alg�ebre 1"), il s'agit d'un espae vetoriel et d'une R-alg�ebre. Il s'agit aussi

d'un sous-anneau de F(D

f

;R): Il faut bien avoir �a l'esprit que ette struture est \grosse" et que

e n'est surtout pas une struture de dimension �nie. Il faut intuitivement imaginer que tout

espae de la forme R

n

est mine omme une feuille de papier �a ôt�e de et espae !

Exemple 29 | La fontion f d�e�nie par :

f(0) = 0 et 8x 6= 0 ; f(x) = x

2

sin(1=x)

est ontinue sur R. En e�et :

| Les th�eor�emes g�en�eraux nous donnent la ontinuit�e de f sur R

�

: au voisinage de tout

point a 2 R

�

, la fontion f o

�

�nide ave x 7! x

2

sin(1=x) qui est ontinue en a omme

produit d'une fontion polynôme et de la ompos�ee de la fontion sin ave une fration

rationnelle d�e�nie au voisinage de a.

| Pour la ontinuit�e en 0, on remarque :

8x 2 R ;

�

�

f(x)

�

�

6 x

2

;

et omme lim

x!0

x

2

= 0, on a lim

x!0

f(x) = 0.

Remarques 23 | Si f est ontinue sur D

f

, alors par omposition jf j est ontinue sur D

f

.

| Ainsi si f et g sont ontinues sur D

f

, alors

1

sup(f; g) et inf(f; g) sont ontinues sur D

f

. �

| Et en ons�equene si f est ontinue sur D

f

, alors sa partie positive f

+

= sup(f; 0) et sa

partie n�egative f

�

= sup(�f; 0) sont ontinues sur D

f

:

2. Restritions & reollements

Proposition 48

Soit f une fontion ontinue sur D

f

. La restrition de f �a tout intervalle I inlus dans D

f

est

ontinue sur I.

1. On se souviendra des relations sup(f; g) =

f+g+jf�gj

2

et inf(f; g) =

f+g�jf�gj

2

qui donnent la ontinuit�e

de sup(f; g) et inf(f; g).
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Preuve | Soit a 2 I. Au voisinage de a (�eventuellement un voisinage �a droite ou �a gauhe) la restrition de f

�a I o

�

�nide ave f don est ontinue en a.

Proposition 49

Soient f et g deux fontions ontinues d�e�nies sur les intervalles respetifs ℄a; b℄ et [b; [ telles

que f(b) = g(b): Le reollement h de es deux fontions :

h : ℄a; [ �! R

x 7�!

�

f(x) si x 2℄a; b℄

g(x) si x 2 [b; [

est une fontion ontinue.

Preuve |Soit x

0

2℄a; [:

| Si x

0

6= a, la ontinuit�e de f en x

0

est une ons�equene du arat�ere loal de la ontinuit�e ar f o

�

�nide

au voisinage de x

0

ave sa restrition �a ℄a; b℄ ou �a [b; [.

| Si x

0

= b, la ontinuit�e des restritions de f �a ℄a; b℄ et [b; [ est �equivalente �a la ontinuit�e �a droite et �a

gauhe de f en b, don �a sa ontinuit�e en b.

Exemples 21

1. La fontion f d�e�nie sur R par :

f(x) = x si x > 0 et f(x) = 0 sinon

est ontinue sur R puisque ses restritions �a [0;+1[ et �a ℄�1; 0℄ sont ontinues.

2. Soit g l'appliation d�e�nie sur R par :

g(x) = ln jxj si jxj > 1 et g(x) = 0 sinon.

Les restritions de g �a ℄�1;�1℄ et [1;+1[ sont ontinues puisque la fontion x 7�! ln jxj

est ontinue sur R

�

+

et sur R

�

�

. Comme ln(1) = 0, la restrition de g �a ℄� 1; 1[ est nulle,

don ontinue. On en d�eduit que g est ontinue sur R.

3. Exemples

L'�etudiant d�ebutant a tendane �a �eriger les exemples de fontions qu'il d�eouvre dans son

ours ou dans sa feuille de TD en g�en�eralit�e et �a roire que toute fontion num�erique de la variable

r�eelle est ou bien toujours ontinue, ou bien disontinue en un nombre �ni voire d�enombrable de

points... La r�ealit�e est malheureusement (ou heureusement) inverse. L'hypoth�ese de ontinuit�e

est une hypoth�ese de r�egularit�e tr�es forte sur une fontion et il est simple de onstruire des

fontions qui soit ontinues nulle part ou disontinues sur un ensemble dense de points. Pour e

faire, onsid�erons les deux exemples �el�ebres suivants.

1. La fontion arat�eristique de Q : il s'agit de la fontion

�

Q

: R �! R

x 7�!

�

1 si x 2 Q

0 sinon.

Supposons que �

Q

soit ontinue en un point x

0

2 R: Pour � =

1

2

�x�e :
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�

eor

�

emes globaux sur la ontinuit

�

e

| si x

0

2 Q; la ontinuit�e en x

0

nous assure alors qu'il existe � > 0 tel que :

8x 2℄x

0

� �; x

0

+ �[; f(x) 2℄

1

2

; 1℄;

| si x

0

62 Q; la ontinuit�e en x

0

nous assure alors qu'il existe � > 0 tel que :

8x 2℄x

0

� �; x

0

+ �[; f(x) 2 [0;

1

2

[:

Mais dans un as omme dans l'autre, la densit�e de Q et de R rQ apporte une ontradi-

tion.

Cette fontion n'est don ontinue nulle part. L'�etude de ette fontion sera don pour �

nous impossible dans le adre de e ours, vu que la ontinuit�e des fontions sera dans

l'immense majorit�e des as, notre hypoth�ese de base...

2. La fontion de Thomae : il s'agit de la fontion

�

Q

: R �! R

x 7�!

�

1

q

si x =

p

q

o�u p 2 Z; q 2 N

�

; p ^ q = 1:

0 sinon.

Cette fontion que l'on visualisera sur le graphe (5.1)est disontinue en tout rationnel

autre que 0: En e�et, onsid�erons un rationnel x

0

=

p

q

; ave (p; q) 2 Z�N

�

premiers entre

eux. Si f �etait ontinue en x

0

; alors sa limite en x

0

�etant stritement positive, elle serait

stritement positive au voisinage de x

0

; e qui n'est pas par densit�e de R r Q:

En revanhe ette fontion est ontinue en tout irrationnel et en 0: En e�et, onsid�erons

x

0

2 R r Q [ f0g et prenons � > 0: Posons Q = E(

1

�

): L'ensemble

E =

Q

[

q=1

1

q

Z

n'est pas dense dans R et x

0

n'est pas dans et ensemble, don il existe � > 0 tel que

℄x

0

� �; x

0

+ �[\E = ;: Mais alors tout rationnel r ontenu dans ℄x

0

� �; x

0

+ �[ poss�ede

un d�enominateur (sous forme irr�edutible) sup�erieur ou �egal �a Q+ 1 et don �

Q

(r) < �:

Nous venons de d�emontrer que �

Q

est ontinue en tout irrationnel.

III Les trois th

�

eor

�

emes globaux sur la ontinuit

�

e

Nous avons onlu la setion pr�e�edente sur l'id�ee que l'hypoth�ese de ontinuit�e �etait une

ondition forte de r�egularit�e. Il est don naturel que d�eoule de ette propri�et�e forte des th�eor�emes

importants. Ils sont au nombre de trois : le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires, le th�eor�eme sur

l'image ontinue d'un segment et elui sur la ontinuit�e de la fontion r�eiproque d'une fontion

ontinue.
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Figure 5.1 { La fontion de Thomae

1. Th�eor�eme des valeurs interm�ediaires

Th

�

eor

�

eme 15

Soit f une fontion ontinue sur un intervalle I. Si a et b sont deux points de I tels que f(a)f(b) <

0, alors :

9 2℄a; b[ : f() = 0:

Il faut bien omprendre que la ondition f(a)f(b) < 0 signi�e que f hange de signe entre les

points a et b: Par ailleurs, il faut omprendre aussi que e th�eor�eme fournit un r�esultat d'existene

(on parlera de th�eor�eme existentiel) mais qu'il ne fournit absolument pas de moyen de alul a

priori de l'objet (le nombre ) dont il montre l'existene. On parle dans e as de th�eor�eme

existentiel non expliite. C'est sous e point de vue que e r�esultat est remarquable ar il fournit

l'existene d'un objet sans donner de moyen de \aluler" l'objet. Le \alul" na

�

�f du point 

en question peut se r�ev�eler dans ertains as redoutablement diÆile (raine de polynômes)

voire dans ertains as \impossible" (au sens par exemple des de la r�esolubilit�e des �equations

polynômiales de degr�e sup�erieur ou �egal �a 5).

Preuve |M�ethode par dihotomie Supposons par exemple a < b. Quitte �a hanger f en �f , on peut supposer

f(a) 6 0 6 f(b).

Construisons deux suites (a

n

) et (b

n

)b par r�eurrene :

| En posant a

0

= a et b

0

= b, on a a

0

6 b

0

et f(a

0

) 6 0 6 f(b

0

).

| Supposons a

n

et b

n

onstruits tels que a

n

6 b

n

et f(a

n

) 6 0 6 f(b

n

) et prenons 

n

= (a

n

+ b

n

)=2.

| Si f(

n

) 6 0 on pose a

n+1

= 

n

et b

n+1

= b

n

.

| Si f(

n

) > 0 on pose a

n+1

= a

n

et b

n+1

= 

n

.

Dans les deux as on a a

n

6 a

n+1

6 b

n+1

6 b

n

et f(a

n+1

) 6 0 6 f(b

n+1

).

La suite (a

n

) ainsi onstruite est roissante, la suite (b

n

) ainsi onstruite est d�eroissante et 8n 2 N ; a

n

6 b

n

.

En�n lim

n!+1

b

n

� a

n

= 0 puisque par onstrution on a : �

8n 2 N ; b

n

� a

n

=

b� a

2

n

�

Par ons�equent les deux suites sont adjaentes et v�eri�ent :

8n 2 N ; f(a

n

) 6 0 6 f(b

n

):
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En appelant alors  leur limite ommune, on a  2℄a; b[. En passant �a la limite, la ontinuit�e de f en  nous

donne f() 6 0 6 f(), d'o�u le r�esultat.

Remarques 24 | On peut aussi �enoner le r�esultat pr�e�edent en disant que, sur un intervalle,

une fontion ontinue qui ne s'annule pas garde un signe onstant.

| La d�emonstration pr�e�edente nous donne un algorithme simple pour approximer la valeur

du point : On pense notamment au as d'une raine de l'�equation f(x) = 0 : 'est la

m�ethode de r�esolution par dihotomie que l'on arrête lorsque (b� a)=2

n

est inf�erieur �a la

pr�eision demand�ee.

Le th�eor�eme des valeurs interm�ediaires est �a proprement parler le th�eor�eme suivant :

Th

�

eor

�

eme 16 (Th�eor�eme des valeurs interm�ediaires)

Soit f une appliation ontinue sur un intervalle ℄a; b[. Toute valeur omprise entre f(a) et f(b)

est atteinte par la fontion f sur ℄a; b[.

Preuve | Si d est ompris entre f(a) et f(b), il suÆt d'appliquer le th�eor�eme 15 �a la fontion f � d.

Remarques 25 | Il existe une variante du r�esultat pr�e�edent utilisant une limite. Soit f une

fontion ontinue sur [a; b[ (a 2 R) telle que :

f(b) > 0 et lim

a

f = l 2 R:

Si l < 0 (en partiulier si l = �1), alors il existe  2℄a; b[ tel que f() = 0.

En e�et, puisque la limite de f en a est stritement n�egative, f est stritement n�egative

au voisinage de a. Don on peut trouver a

0

2℄a; b[ tel que f(a

0

) < 0.

Par suite il existe don  2℄a

0

; b[ tel que f() = 0.

| On a aussi le r�esultat plus g�en�eral suivant : si f est ontinue sur I et admet aux extr�emit�es

de I des limites �nies ou in�nies (ou des valeurs) non nulles et de signes oppos�es, alors f

s'annule en au moins un point de I.

Il suÆt de traiter haun des as :

I =℄a; b℄ ; I =℄a;+1℄ ; I =℄a; b[ ; : : :

de la même fa�on que i{dessus.

La version la plus g�en�erale du th�eor�eme des aroissements �nis qui trouve sa vraie tradution

th�eorique dans la notion de onnexit�e est la version suivante :

Corollaire 12

L'image d'un intervalle par une appliation ontinue est un intervalle.

Preuve | Si f est ontinue sur un intervalle I, il faut montrer que f(I) est aussi un intervalle, i.e. :

8(y

1

; y

2

) 2 f(I)

2

; ℄y

1

; y

2

[� f(I):

Soient (y

1

; y

2

) 2 f(I)

2

et y 2℄y

1

; y

2

[. Prenons (x

1

; x

2

) 2 I

2

tel que y

1

= f(x

1

) et y

2

= f(x

2

). Le th�eor�eme

des valeurs interm�ediaires nous donne l'existene d'un �el�ement  de I ompris entre x

1

et x

2

tel que y = f().

Don y 2 f(I).

Proposition 50

Si f est ontinue et stritement monotone sur I, le tableau suivant donne l'intervalle f(I) en
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fontion de I :

I ℄a; b[ ℄a; b℄ [a; b[ [a; b℄

f % f(I) ℄f(a); f(b)[ ℄f(a); lim

b

f ℄ [lim

a

f; f(b)[ [lim

a

f; lim

b

f ℄

f & f(I) ℄f(b); f(a)[ [lim

b

f; f(a)[ ℄f(b); lim

a

f ℄ [lim

b

f; lim

a

f ℄

Preuve | Traitons par exemple le as o�u f est roissante et o�u I =℄a; b℄.

La fontion f �etant roissante, on a :

8x 2 I ; f(x) > f(a)

et don f(a) est le plus petit �el�ement de f(I).

| Si f n'est pas major�ee, alors :

f(I) =℄f(a);+1℄

e qui donne le r�esultat puisque lim

b

f = +1.

| Si f est major�ee, sa limite en b est sup

I

f et f(I) est alors un intervalle de bornes f(a) et M = lim

b

f qui

est �egal �a sup f(I) d'apr�es le th�eor�eme sur les limites des fontions monotones.

Comme l'intervalle I n'a pas de plus grand �el�ement, pour tout x 2 I, on peut trouver y 2 I tel que y > x.

Comme f est stritement roissante, on a alors f(x) < f(y) 6M , e qui montre que M =2 f(I).

Don f(I) =℄f(a);M ℄, e que l'on voulait d�emontrer.

Remarque 24 | En d'autres termes, si f est une appliation ontinue sur l'intervalle I, l'in-

tervalle f(I) se \voit" don dans le tableau de variations de f .

2. Image ontinue d'un segment

Th

�

eor

�

eme 17

Toute appliation ontinue sur un segment poss�ede un maximum et un minimum.

Preuve | Soit f une fontion ontinue sur un segment ℄a; b[.

| Montrons que f admet une borne sup�erieure M sur ℄a; b[ et qu'il existe x 2℄a; b[ tel que M = f(x):

| En raisonnant par l'absurde, supposons f non major�ee sur ℄a; b[ i.e. :

8A 2 R ; 9x 2℄a; b[ : f(x) > A:

On peut alors onstruire une suite (x

n

) d'�el�ements de ℄a; b[ telle que :

8n 2 N ; f(x

n

) > n: (�)

Cette suite �etant born�ee, on peut en extraire une sous{suite onvergente

�

x

�(n)

�

n2N

dont la limite �

est dans ℄a; b[.

Comme f est ontinue en �, on en d�eduit que

�

f(x

�(n)

)

�

n2N

est une suite onvergente don born�ee,

e qui est en ontradition ave la relation (�).

Don f est major�ee sur ℄a; b[.

| Faisons �a nouveau un raisonnement par l'absurde, en supposant que M = sup

I

f ne soit pas atteint,

i.e. :

8x 2℄a; b[ ; f(x) 6=M:

La fontion g : x 7!

1

M�f(x)

est alors d�e�nie et ontinue sur ℄a; b[ omme inverse d'une fontion

ontinue qui ne s'annule pas. Or, on a vu dans la premi�ere partie de la d�emonstration que toute

appliation ontinue sur ℄a; b[ est major�ee.

Soit don A un majorant (stritement positif) de g. On a :

8x 2℄a; b[ ; g(x) 6 A:
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On en d�eduit :

8x 2℄a; b[ ; f(x) 6M �

1

A

�

Le r�eel M �

1

A

est alors un majorant de f stritement plus petit que M , e qui ontredit le fait que

M est la borne sup�erieure de f sur ℄a; b[.

Don il existe x 2℄a; b[ tel que M = f(x):

| En appliquant e qui pr�e�ede �a �f , on en d�eduit que f poss�ede aussi une borne inf�erieure et que elle-i

est atteinte.

Exemple 30 | Si f est une fontion ontinue stritement positive d'un segment I dans R,

alors :

9� > 0 : 8x 2 I ; f(x) > �:

En e�et la borne inf�erieure � de f existe et est atteinte. Don d'apr�es l'hypoth�ese, elle est

stritement positive.

Remarque 25| Les deux hypoth�eses ontinue sur un segment sont indispensables pour disposer

~

du r�esultat, omme le montre l'exemple des fontions suivantes dont la borne inf�erieure 0 n'est

pas atteinte :

| la fontion d�e�nie sur le segment ℄0; 1℄ par :

f(0) = 1 et 8x 2℄0; 1[ ; f(x) = x;

| la fontion exponentielle qui est ontinue sur R.

Th

�

eor

�

eme 18

Si f est ontinue sur le segment [a; b℄, alors :

f

�

[a; b℄

�

= [m;M ℄

o�u m = min

℄a;b[

f et M = max

℄a;b[

f .

Ce r�esultat s'�enone enore en disant que toute appliation ontinue sur un segment est born�ee,

atteint ses bornes ainsi que toutes les valeurs omprises entre elles-i.

Preuve | L'image d'un segment est un intervalle (orollaire 12) qui ontient ses bornes (th�eor�eme 17). C'est

don un segment.

3. R�eiproque d'une fontion ontinue

Lemme 5

Soit f une fontion monotone sur un intervalle I. Si f(I) est un intervalle, alors f est ontinue.

Preuve | Supposons par exemple f roissante.

| Soit a un �el�ement de I qui n'est pas sa borne sup�erieure. La fontion f �etant roissante, elle admet en a

une limite �a droite l > f(a).

Supposons l > f(a). On a pour tout x �el�ement de I :

�

x > a =) f(x) > l

�

et :

�

x 6 a =) f(x) 6 f(a)

�

:
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a

f(a)

b

f(b)

`

I

J

La fontion f ne prend don auune valeur stritement omprise entre f(a) et l.

Or, puisque a n'est pas le plus grand �el�ement de I, on peut trouver b 2 I stritement plus grand que a,

e qui donne f(a) 6 l 6 f(b).

Comme J = f(I) est un intervalle, on a ℄f(a); f(b)[� J et en partiulier toutes les valeurs de [f(a); l℄ sont

atteintes.

C'est ontraditoire, don l = f(a). Par suite, f est ontinue �a droite en a (i.e. ontinue en a si a est le

plus petit �el�ement de I).

| De même, on d�emontre que f est ontinue �a gauhe en tout point de I qui n'est pas sa borne inf�erieure.

Don f est ontinue sur I.

Th

�

eor

�

eme 19

Si f est une appliation ontinue stritement monotone sur un intervalle I, alors f induit une

bijetion de I sur l'intervalle J = f(I), et sa r�eiproque est ontinue de J dans I.

Preuve|La fontion f est injetive puisqu'elle est stritement monotone. Elle est don bijetive de I sur J = f(I)

qui est un intervalle d'apr�es le orollaire 12.

Sa r�eiproque est alors une bijetion stritement monotone de l'intervalle J sur l'intervalle I, don est ontinue

sur J d'apr�es le lemme pr�e�edent.

Exemples 22

1. Soit n un entier naturel non nul. L'appliation x 2 R

+

7�! x

n

2 R

+

est ontinue, stri-

tement roissante prend la valeur 0 en 0 et tend vers +1 en +1.

C'est don une bijetion de R

+

dans R

+

dont la r�eiproque est ontinue.

Cette r�eiproque est la fontion raine n

e

: x 2 R

+

7�!

n

p

xR

+

.

2. De même, si n est un entier naturel impair, la fontion x 7! x

n

est bijetive de R dans R,

e qui permet de d�e�nir la fontion raine n

e

sur R.

3. La fontion sin est ontinue et stritement roissante sur ℄ � �=2; �=2[. Elle induit don

une bijetion de ℄��=2; �=2[ sur ℄� 1; 1[. Sa r�eiproque, la fontion \Ar sinus", est don

ontinue sur ℄� 1; 1[.
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Chapitre 6

Rappels sur la notion de

d�erivabilit�e

Dans tout e hapitre, la lettre I d�esigne un intervalle de R ontenant au moins deux points

et les fontions, d�e�nies sur I , sont suppos�ees �a valeurs r�eelles.

L'objetif du hapitre est :

1. en terme de ontenu math�ematique : de poser la d�e�nition pr�eise d'une fontion d�erivable

d'une part et de omprendre l'enhainement & l'utilisation des th�eor�emes de natures

globales sur la d�erivabilit�e ;

2. en terme m�ethodologique : de omprendre que la d�erivation est un premier pas en diretion

de l'approximation loale des fontions d'une part, de faire ate de rigueur en travaillant

pr�eis�ement les preuves des propri�et�es bien onnues sur les aluls de d�eriv�es d'autre part,

et d'aqu�erir le r�eexe onsistant �a utiliser les < aroissements �nis > dans des situations

ad�equates.

Table des mati�eres du hapitre

I Point de vue loal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

1. D�e�nition de la d�eriv�ee en un point, tangente . . . . . . . . . . . . . . . . 112

2. D�eriv�ees �a droite et �a gauhe en un point . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

3. Carat�ere loal de la d�erivabilit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4. D�erivabilit�e et ontinuit�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

5. Fontion d�eriv�ee . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

II Op�erations sur les fontions d�erivables . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

1. Combinaisons lin�eaires & produits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

2. Inverse et quotient . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

3. Compos�ee et fontion r�eiproque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118
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III Point de vue global . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

1. Extremum d'une fontion d�erivable . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
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Egalit�e des aroissements �nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124

111



Chapitre vi | 1. Point de vue loal

4. In�egalit�e des aroissements �nis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

IV Appliations des r�esultats globaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
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1
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6.
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Etude d'un exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

V D�eriv�ee d'ordre sup�erieur . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
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3. Exemples de fontions lisses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

4. Prolongements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 141

I Point de vue loal

Dans toute ette setion f est une fontion d�e�nie sur I , et a est un point de I .

Si f est une fontion ontinue en a, alors f(a) est une approximation de f en a dans le sens o�u :

lim

x!a

f(x) = f(a):

Mais nous savons que ette approximation est bien peu pr�eise. Comme nous pouvons le voir sur

la �gure 6.1, utiliser l'approximation qu'o�re la ontinuit�e onsiste �a remplaer f au voisinage

de a par la droite horizontale y = f(a): Or il est lairement plus judiieux de remplaer f au

voisinage de a par une orde passant par le point de oordonn�ees (a; f(a)); la orde (AB) par

exemple. Allons plus loin : nous voyons aussi qu'en faisant \tendre" le point B vers le point A �x�e,

la orde (AB) admet une \position limite" ou \onverge"vers une droite qui �epouse parfaitement

la forme de la ourbe f: Nous onnaissons ette droite sous le terme de tangente �a la ourbe f au

point a: Et nous voyons lairement sur e dessin que l'approximation de f en a par ette droite

est \meilleure" que elle de f par la droite horizontale y = f(a): Ce hangement de pr�eision

dans l'approximation de f en un point onsiste �a passer de l'approximation par ontinuit�e (ou

approximation �a l'ordre 0) �a l'approximation par la d�eriv�ee de la fontion (ou approximation �a

l'ordre 1).

1. D�e�nition de la d�eriv�ee en un point, tangente

Reprenons la situation pr�e�edente et introduisons la fontion taux (ou taux d'aroisse-

ment) de la fontion f au point a :

�

f;a

: I r fag �! R:

x 7�!

f(x)�f(a)

x�a
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Figure 6.1 { Paradigme de l'approximation d'une fontion par sa tangente en un point

Ainsi, sur la �gure 6.1, �

f;a

(b) est la pente de la orde (AB) e qui nous onduit �a penser que

la pente de la tangente est un \taux in�nit�esimal" o�u l'on ferait \tendre" le point B vers le point

A: Nous formaliserons ette id�ee impr�eise au travers de la d�e�nition suivante.

D

�

efinition 39

Nous dirons que f est d�erivable en a si la fontion �

f;a

poss�ede une limite �nie en a.

Dans e as, ette limite sera appel�ee le nombre d�eriv�e de f en a et sera not�ee f

0

(a) (ou

aussi Df(a) ou

df

dx

(a))

Ainsi, toujours dans e as, nous appellerons tangente �a la ourbe f au point a la droite d'�equa-

tion :

y = f

0

(a)(x� a) + f(a):

Dans le as non d�erivable o�u la fontion �

f;a

tend vers �1 en a; nous dirons que f admet une

tangente vertiale en a: Dans le as d�erivable o�u f

0

(a) = 0; nous dirons que f admet une

tangente horizontale en a:

Nous observons bien que ette droite approxime f au point a dans le sens o�u :

lim

x!a

f(x)� (f

0

(a)(x� a) + f(a)) = 0:

Pr�eisons e point : posons

8x 2 I; "

0

(x) = f(x)� f(a)

et

8x 2 I; "

1

(x) =

�

f(x)�f(a)

x�a

� f

0

(a) si x 6= a

0 si x = a

�

Ces deux fontions tendent vers 0 quand x tend vers a: Et nous retrouvons bien les approximations
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pr�e�edentes en �erivant :

(0) f(x) = f(a)

|{z}

approximation

+ "

0

(x)

| {z }

reste

8x 2 I:

(1) f(x) = f(a) + f

0

(a)(x � a)

| {z }

approximation

+(x� a)"

1

(x)

| {z }

reste

8x 2 I:

Nous observons ainsi que l'expression (1) fournit une meilleure approximation de f(x) que

l'expression (0) ar le reste de l'expression (1) : (x� a)"

1

(x) tend vers 0 \plus vite que" (x� a);

alors que elui de l'expression (0) tend juste vers 0 sans indiation de vitesse de onvergene. Nous

donnerons plus tard un sens plus pr�eis �a es analyses, e qui nous permettra de les g�en�eraliser

et nous dirons que l'expression (0) est une approximation de f �a l'ordre 0 et que l'expression (1)

est une approximation de f �a l'ordre 1:

Ce point de vue nous am�ene �a une fa�on tr�es eÆae de arat�eriser la d�erivabilit�e en un point :

f est d�erivable en a et de d�eriv�ee f

0

(a) = l

si et seulement si

il existe une fontion " : I �! R qui tend vers 0 en a et telle que :

f(x) = f(a) + l(x� a) + (x� a)"(x) 8x 2 I

si et seulement si

il existe une fontion " d�e�nie sur un voisinage V de 0 qui tend vers 0 en 0 et

telle que :

f(a+ h) = f(a) + lh+ h"(h) 8h 2 V :

Exemples 23

1. Si � et � sont deux r�eels, la fontion f : x 7�! �x + � est d�erivable en tout point a 2 R

et on obtient failement que f

0

(a) = �: Nous retrouvons don bien l'id�ee que la pente

in�nit�esimale d'une droite est bien la pente de ette droite.

2. Etudions la d�erivabilit�e de la fontion f : x > 0 7!

p

x:

| Si a > 0, elle est d�erivable en a et

f

0

(a) = lim

x!a

p

x�

p

a

x� a

=

1

2

p

a

puisque e taux d'aroissement o

�

�nide au voisinage de a ave la fontion x 7!

1

p

x+

p

a

ontinue en a.

| En 0, elle n'est pas d�erivable ar

lim

x!0

p

x

x

= +1:

3. Soit la fontion f d�e�nie par :

f(x) = x sin

�

1

x

�

si x 6= 0 et f(0) = 0 sinon.
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f est ontinue sur R. Elle n'est pas d�erivable en 0, ar la fontion :

�

0

(x) =

f(x)

x

= sin

�

1

x

�

n'a pas de limite en 0, omme on peut le prouver �a l'aide des suites :

u

n

=

�

1

�

2

+ 2n�

�

n2N

et v =

�

1

�

�

2

+ 2n�

�

n2N

:

qui tendent toutes deux vers 0, mais pour lesquelles on a :

lim

n!1

�

0

(u

n

) = 1 et lim

n!1

�

0

(v

n

) = �1:

2. D�eriv�ees �a droite et �a gauhe en un point

De même que nous avons d�e�ni des limites �a gauhes et �a droites, puis la notion de ontinuit�e

�a gauhe et �a droite, nous pouvons �elargir notre d�e�nition pr�e�edente de la d�erivabilit�e en un

point �a la d�erivabilit�e �a gauhe et �a droite en un point.

D

�

efinition 40

On dira que f est :

| d�erivable �a droite en a si � = f

jI\[a;+1[

est d�erivable en a ; la quantit�e �

0

(a) s'appelle

alors d�eriv�ee �a droite de f en a et se note f

0

d

(a),

| d�erivable �a gauhe en a si  = f

jI\℄�1;a℄

est d�erivable en a ; la quantit�e  

0

(a) s'appelle

alors d�eriv�ee �a gauhe de f en a et se note f

0

g

(a).

Ainsi, nous obtenons l'�equivalene lassiquement d�ej�a vue :

Proposition 51

Lorsque a n'est pas une borne de I, la fontion f est d�erivable en a si et seulement si elle est

d�erivable �a droite et �a gauhe en a et f

0

d

(a) = f

0

g

(a).

Preuve | On sait que la fontion �

a

, qui n'est pas d�e�nie en a, poss�ede une limite en a si et seulement si elle y

poss�ede des limites �a droite et �a gauhe qui sont �egales. D'o�u l'�equivalene herh�ee.

Et, omme dans les hapitres pr�e�edents, nous utiliserons es deux d�e�nitions partielles (�a droites

et �a gauhe) :

| ou bien pour montrer qu'une fontion n'est pas d�erivable (en montrant qu'elle est d�erivable

�a droite et �a gauhe et en montrant que f

0

d

(a) 6= f

0

g

(a)) ;

| ou bien pour montrer au ontraire qu'une fontion est bien d�erivable (dans le as d'un

reollement par exemple) et �etudiant s�epar�ement les as des d�eriv�ees �a droite et �a gauhe

et en montrant que elles-i sont �egales.

Exemples 24

1. La fontion f : x 2 R 7�! jxj n'est pas d�erivable en 0 ar on a f

0

d

(0) = 1 et f

0

g

(0) = �1.

2. La fontion f d�e�nie sur R par :

f(x) =

(

exp(�1=x) si x > 0

0 si x 6 0
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est d�erivable en 0 et f

0

(0) = 0. En e�et :

| elle poss�ede en 0 une d�eriv�ee �a droite qui vaut lim

x!0

+

exp(�1=x)

x

= 0,

| elle poss�ede en 0 une d�eriv�ee �a gauhe �egale �a 0 puisque sa restrition �a R

�

est nulle.

Pour faire le pendant au paragraphe pr�e�edent, aux notions de d�eriv�ee �a droite ou �a gauhe nous

assoions les notions de demi-tangente �a la ourbe f au point a : si f admet une d�eriv�ee �a droite

[resp. �a gauhe℄ en a alors nous appelerons la droite d'�equation :

y = f

0

d

(a)(x� a) + f(a) resp. y = f

0

g

(a)(x � a) + f(a)

la demi-tangente �a droite [resp. �a gauhe℄ de f au point a: Et nous parlerons, omme

pr�e�edemment et le as �eh�eant, de demi-tangente horizontale ou vertiale.

3. Carat�ere loal de la d�erivabilit�e

Il faut bien garder �a l'esprit que, d�e�ni en tant que limite, la d�erivabilit�e d'une fontion en

un point est �eminemment une notion loale. Ainsi :

Proposition 52

Si f o

�

�nide au voisinage de a ave une fontion g d�erivable en a, alors f est d�erivable en a

et f

0

(a) = g

0

(a).

Preuve | Comme f o

�

�nide ave g au voisinage de a, le taux d'aroissement de f en a o

�

�nide ave le taux

d'aroissement de g en a, e qui prouve le r�esultat.

Exemple 31 | Soit f la fontion d�e�nie sur R par f(x) = jx

2

� 1j.

| f est d�erivable en 2 : en e�et, pour jx� 2j 6 1, on a f(x) = x

2

� 1 et f o

�

�nide don au

voisinage de 2 ave la fontion g : x 7! x

2

� 1 ; sahant que ette fontion polynomiale est

d�erivable en 2 et que g

0

(2) = 4, on en d�eduit que f est d�erivable en 2 et que f

0

(2) = 4.

| f n'est pas d�erivable en 1, ar :

| pour x > 1, on a f(x) = g(x) et don f

0

d

(1) = g

0

(1) = 2.

| pour x 2℄� 1; 1[, on a f(x) = �g(x) et don f

0

g

(1) = �g

0

(1) = �2.

La fontion f , ayant des d�eriv�ees di��erentes �a droite et �a gauhe en 1, n'est pas d�erivable

en 1.

4. D�erivabilit�e et ontinuit�e

Nous avons introduit l'id�ee de d�erivabilit�e d'une fontion omme une \am�elioration" de l'ap-

proximation obtenue par la ontinuit�e. Il est don naturel que, pour une fontion, son arat�ere

d�erivable soit une propri�et�e plus restritive que son arat�ere ontinue. En e�et :

Proposition 53

Si f est d�erivable en a, alors elle est ontinue en a.

Preuve | Si f est d�erivable en a; alors nous avons d�ej�a dit qu'il existe une fontion " d�e�nie sur I telle que :

f(x) = f(a) + f

0

(a)(x � a) + (x� a)"(x) et lim

x!a

"(x) = 0:

Don par passage �a la limite dans ette �egalit�e, on obtient que :

lim

x!a

f(x) = f(a):
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Et f est don ontinue en a:

Remarques 26 1. On obtient un r�esultat similaire ave la d�erivabilit�e �a droite ou �a gauhe

et la ontinuit�e �a droite ou �a gauhe.

2. Une fontion peut être ontinue en a sans être d�erivable en a, omme le prouve l'exemple

~

de la fontion f : x 7! jxj qui est ontinue en 0 et non d�erivable en e point ar elle y

poss�ede des d�eriv�ees �a droite et �a gauhe qui sont di��erentes.

Exemples 25

1. En n 2 Z, la fontion partie enti�ere x 7! E(x) :

| n'est pas ontinue, don n'est pas d�erivable.

| poss�ede une d�eriv�ee �a droite qui est nulle ar sa restrition �a ℄n;+1[ o

�

�nide ave

une onstante au voisinage de n.

| ne poss�ede pas de d�eriv�ee �a gauhe ar elle n'est pas ontinue �a gauhe.

2. Si une fontion admet en a une d�eriv�ee �a droite et une d�eriv�ee �a gauhe, elle est ontinue

�a droite et �a gauhe en a, don elle est ontinue en a.

5. Fontion d�eriv�ee

Rapprohons-nous maintenant du point de vue global.

D

�

efinition 41

Lorsque la fontion f est d�erivable en tout point de I, on dit que f est d�erivable sur I et la

fontion d�e�nie sur I par x 7! f

0

(x) est appel�ee fontion d�eriv�ee de f , et se note f

0

, Df ou

df

dx

:

On notera D(I) l'ensemble des fontions �a valeurs r�eelles d�erivables sur I . On a don :

D(I) � C

0

(I):

D

�

efinition 42

On dira aussi qu'une fontion f est ontinûment d�erivable sur I si f est d�erivable sur I et

si f

0

est ontinue sur I:

On notera C

1

(I) l'ensemble des fontions �a valeurs r�eelles ontinûment d�erivables sur I et on dira

qu'une telle fontion est de lasse C

1

. On a don :

C

1

(I) � D(I) � C

0

(I):

On montrera plus tard que es espaes sont des espaes vetoriels et des anneaux. Il faut les

penser haun omme de \gros" espaes de dimension in�nie qui sont tous in�niment plus gros

les uns que les autres (dans le sens o�u la probabilit�e de \tirer au hasard" une fontion de lasse

C

1

dans l'espae des fontions ontinues est nulle).

II Op

�

erations sur les fontions d

�

erivables

L'objetif de ette setion est d'�etablir les r�egles alg�ebriques de aluls de d�eriv�ees.
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1. Combinaisons lin�eaires & produits

Proposition 54

Soient f et g deux fontions d�e�nies sur I ainsi que � et � deux r�eels. Si f et g sont d�erivables

en a, alors les fontions � f + � g et f g sont d�erivables en a et l'on a :

(� f + � g)

0

(a) = � f

0

(a) + � g

0

(a) et (f g)

0

(a) = f

0

(a) g(a) + f(a) g

0

(a):

Preuve

1. On a, pour x 6= a :

(� f + � g)(x)� (� f + � g)(a)

x� a

= �

f(x)� f(a)

x� a

+ �

g(x)� g(a)

x� a

d'o�u le r�esultat en utilisant les op�erations sur les limites.

2. On a :

(f g)(x)� (f g)(a)

x� a

= f(x)

g(x)� g(a)

x� a

+ g(a)

f(x) � f(a)

x� a

�

Sahant que f est d�erivable, don ontinue en a, on en d�eduit le r�esultat en utilisant les op�erations sur

les limites.

2. Inverse et quotient

Proposition 55

Si f est une fontion d�erivable en a et ne s'annulant pas sur I, alors la fontion

1

f

est d�erivable

en a et :

�

1

f

�

0

(a) = �

f

0

(a)

f(a)

2

�

Preuve | Pour x 2 I et x 6= a, on peut �erire :

1

f(x)

�

1

f(a)

x� a

= �

1

f(x) f(a)

f(x) � f(a)

x� a

�

Sahant que f est d�erivable, don ontinue en a, on en d�eduit le r�esultat grâe aux propri�et�es des limites.

Corollaire 13

Soient f et g deux fontions d�erivables en a. Si g ne s'annule pas sur I alors la fontion f=g est

d�erivable en a et :

�

f

g

�

0

(a) =

f

0

(a)

g(a)

+ f(a)

�

�

g

0

(a)

g(a)

2

�

=

f

0

(a) g(a)� f(a)g

0

(a)

g(a)

2

�

Preuve | Appliquer le r�esultat pr�e�edent et elui onernant la d�erivabilit�e d'un produit.

3. Compos�ee et fontion r�eiproque

Proposition 56

Soient I et J deux intervalles, f une appliation de I dans J et g une appliation d�e�nie sur J .

Si f est d�erivable en a 2 I et g d�erivable en b = f(a), alors g Æ f est d�erivable en a et :

(g Æ f)

0

(a) = g

0

(b) f

0

(a):

- 118/142 -



Chapitre vi | 2. Op

�

erations sur les fontions d

�

erivables

Preuve | Soit " la fontion d�e�nie sur J par :

"(y) =

(

g(y)�g(b)

y�b

si y 6= b:

g

0

(b) sinon

Ainsi pour tout y 2 J; on a :

g(y) = g(b) + (y � b)g

0

(b) + (y � b)"(y)

Et don pour tout x 2 I; on a :

g (f(x)) = g(b) + (f(x) � b)g

0

(b) + (f(x) � b)"(f(x))

ou enore si x 6= a; on a :

(�)

g (f(x)) � g(b)

x� a

=

f(x)� b

x� a

�

g

0

(b) + "(f(x))

�

La d�erivabilit�e de g en b nous assure que

lim

y!b

"(y) = 0:

Et f �etant d�erivable en a; f est ontinue en a et don par omposition de limites :

lim

x!a

"(f(x)) = 0:

Ainsi par passage �a la limite quand x tend vers a dans l'�egalit�e (�) on obtient :

lim

x!a

(g Æ f)(x) � (g Æ f)(a)

x� a

= g

0

(b)f

0

(a):

C'est le r�esultat herh�e.

On peut maintenant appliquer le alul de d�eriv�ee de omposition au as des fontions r�eiproques

de fontions bijetives.

Proposition 57

Soit f une appliation ontinue et stritement monotone de l'intervalle I sur l'intervalle J = f(I),

d�erivable en a 2 I. La fontion f

�1

est d�erivable en b = f(a) si et seulement si f

0

(a) 6= 0, et

l'on a alors :

(f

�1

)

0

(b) =

1

f

0

(a)

�

Preuve | D�emontrons les deux sens de l'�equivalene :

1. Supposons f

�1

d�erivable en b = f(a). Comme f

�1

Æ f = Id

I

, la proposition pr�e�edente permet d'�erire :

(f

�1

)

0

(b) f

0

(a) = Id

0

a

= 1

e qui entrâ�ne :

f

0

(a) 6= 0 et (f

�1

)

0

(b) =

1

f

0

(a)

:

2. R�eiproquement supposons que f

0

(a) 6= 0, montrons lim

y!b

f

�1

(y) � f

�1

(b)

y � b

=

1

f

0

(a)

�

La fontion f �etant d�erivable en a, on a :

f

0

(a) = lim

x!a

f(x)� f(a)

x� a

�

Comme f

�1

est ontinue en b, le th�eor�eme de omposition des limites donne :

f

0

(a) = lim

y!b

f

�

f

�1

(y)

�

� f(a)

f

�1

(y) � a

= lim

y!b

y � b

f

�1

(y) � f

�1

(b)

�

Cette limite �etant non nulle, d'apr�es le th�eor�eme sur l'inverse d'une limite, on a :

lim

y!b

f

�1

(y) � f

�1

(b)

y � b

=

1

f

0

(a)

:
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4. Synth�ese des r�egles de d�erivations

Nous r�esumons ii les r�egles de d�erivations d�emontr�ees dans les paragraphes pr�e�edents.

Combinaison lin�eaire & produit

Si f et g sont deux fontions d�erivables de I dans R; alors :

8(�; �) 2 R

2

; �f + �g est d�erivable et (�f + �g)

0

= �f

0

+ �g

0

:

fg est d�erivable et (fg)

0

= f

0

g + g

0

f:

Nous dirons ainsi, �a l'aide du ours d'alg�ebre 1, que : D(I) est un R-espae vetoriel et un anneau

et que l'appliation d�erivation :

D : D(I) �! F(I;R)

f 7�! f

0

est lin�eaire. Par ontre, nous verrons que e n'est pas un morphisme d'anneau.

On d�emontre ainsi par r�eurrene que, pour tout entier n > 1, la fontion f

n

: x 7! x

n

est

d�erivable sur R et que :

8x 2 R ; f

0

n

(x) = nx

n�1

:

On en d�eduit que toute fontion polynôme :

f : x 7!

n

X

k=0

a

k

x

k

est d�erivable sur R et a pour d�eriv�ee

f

0

(x) =

n

X

k=1

k a

k

x

k�1

:

Ainsi, si l'on note P l'ensemble des fontions polynômiales sur R alors :

P � C

1

(R):

Par ailleurs, si f est une fontion d�erivable sur I , on d�emontre par r�eurrene que, pour tout

entier n > 1, la fontion f

n

est d�erivable sur R et que (f

n

)

0

= n f

n�1

f

0

.

Inverse & quotient

Si f et g sont deux fontions d�erivables de I dans R et si g ne s'annule pas sur I; alors :

1

g

est d�erivable et

�

1

g

�

0

= �

g

0

g

2

:

f

g

est d�erivable et

�

f

g

�

0

=

f

0

g � g

0

f

g

2

:
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�

erations sur les fontions d

�

erivables

Ainsi, si n est un entier n�egatif, la fontion f

n

: x 7! x

n

est d�erivable sur R

�

(i.e. les restritions

de f

n

sur R

�

+

et sur R

�

�

sont d�erivables), et l'on a :

8x 2 R

�

; f

0

n

(x) = nx

n�1

:

Et de mani�ere plus g�en�erale, une fration rationnelle est d�erivable sur tout intervalle ompris

dans son domaine de d�e�nition.

Par ailleurs, si f est une fontion d�erivable et ne s'annulant pas sur I , la fontion f

n

est d�erivable

sur I pour tout entier n�egatif n et l'on a :

(f

n

)

0

=

�

1

f

�n

�

0

= �

�nf

�n�1

f

0

f

�2n

= n f

n�1

f

0

:

Remarque 26 | Il est souvent plus simple de d�eriver un quotient f=g omme le produit de f

par 1=g, surtout lorsque le d�enominateur est une puissane : en d�erivant f=g

n

omme un quotient,

on obtient un d�enominateur �egal �a g

2n

et il faudra alors simpli�er la fration, alors que la d�eriv�ee

de f g

�n

donne naturellement un d�enominateur �egal �a g

n+1

.

Composition

Soient I et J deux intervalles. Si f est une appliation d�erivable de I dans J et g une

appliation d�erivable sur J , alors :

g Æ f est d�erivable et (g Æ f)

0

= (g

0

Æ f) f

0

:

Si f est une fontion d�erivable et stritement monotone de l'intervalle I sur l'intervalle J = f(I)

et si f

0

ne s'annule pas sur I , alors la fontion f

�1

est d�erivable sur J et :

(f

�1

)

0

=

1

f

0

Æ f

�1

:

5. Exemples d'�etudes dans des as onrets

x 1. Un exemple de alul de d�eriv�ee de fontion r�eiproque La restrition �a ℄ �

�

2

;

�

2

[ de la

fontion sinus d�e�nit une bijetion de ℄�

�

2

;

�

2

[ sur ℄� 1; 1[ qui est stritement roissante et dont

la d�eriv�ee ne s'annule pas. Sa fontion r�eiproque Ar sinus est don d�erivable sur ℄� 1; 1[ et :

arsin

0

(y) =

1

os(arsin y)

�

Mais omme os =

p

1� sin

2

sur ℄�

�

2

;

�

2

[; on d�eduit que :

arsin

0

(y) =

1

p

1� y

2
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�
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�
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sur ℄�1; 1[: Ainsi quand bien même la fontion arsin ne s'exprime pas �a l'aide de fontions simples

omme

p

� ou des frations rationnelles, sa d�eriv�ee, elle, poss�ede une forme remarquablement

simple.

Cette situation n'est pas sp�ei�que �a la fontion arsin et se retrouve dans tous les as de fontions

r�eiproques de fontions trigonom�etriques irulaires ou hyperboliques.

x 2. Un exemple de fontion non ontinûment d�erivable Consid�erons la fontion f d�e�nie par :

f(x) = x

2

sin

�

1

x

�

si x 6= 0 et f(0) = 0:

Nous avons d�ej�a �etudi�e ette fontion p.103 et avons montr�e qu'elle �etait ontinue.

Les th�eor�emes g�en�eraux donnent la d�erivabilit�e de f sur R

�

ar au voisinage de tout point a 2 R

�

,

la fontion f o

�

�nide ave la fontion x 7! x

2

sin

�

1

x

�

qui est d�erivable en a omme produit d'une

fontion polynôme et de la ompos�ee de la fontion sin ave une fration rationnelle d�e�nie au

voisinage de a, et don d�erivable en a. On a ainsi :

8x 2 R

�

; f

0

(x) = 2x sin

�

1

x

�

� os

�

1

x

�

�

Pour la d�erivabilit�e en 0, on utilise le taux d'aroissement (d�e�ni sur R

�

) :

�

0

(x) =

f(x) � f(0)

x

= x sin

�

1

x

�

qui est le produit de la fontion x 7�! x qui tend vers 0 en 0, et de la fontion born�ee x 7�! sin

�

1

x

�

;

il a don 0 omme limite en 0, e qui donne f

0

(0) = 0.

Ainsi la fontion f est d�erivable sur R et on peut montrer que la fontion f

0

n'est pas ontinue

en 0.

x 3. Vers un exemple de onstrution de fontion < plateau >

�

Etudions la d�erivabilit�e de f d�e�nie

sur R par :

f(x) =

(

x

2

(x� 1)

2

si x 2℄0; 1[

0 si x 2℄�1; 0[[℄1;+1[

En a 2℄ �1; 0[[℄0; 1[[℄1;+1[ la fontion f est d�erivable ar, au voisinage de a, elle o

�

�nide

ave une fontion polynomiale et l'on a :

f

0

(a) =

(

2a(a� 1)(2a� 1) si a 2 [0; 1℄

0 si a 2℄�1; 0[[℄1;+1[

La restrition de f �a ℄�1; 0[ o

�

�nide ave la fontion nulle. La fontion f est don d�erivable �a

gauhe en 0 et f

0

g

(0) = 0.

La restrition �a ℄0; 1[ de f o

�

�nide ave la fontion polynomiale :

g : x 7! x

2

(x� 1)

2

:
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La fontion f est don d�erivable �a droite en 0, et f

0

d

(0) = g

0

(0) = 0.

La fontion f est don d�erivable en 0 et l'on a f

0

(0) = 0. On prouve de même que f est d�erivable

en 1 et que f

0

(1) = 0. La fontion f est don d�erivable sur R.

A l'aide de e type de fontion, on arrive �a onstruire, pour tout a < b <  < d dans R des

fontions d�erivables sur R et v�eri�ant :

| f est nulle sur ℄�1; a℄ [ [d;+1[ ;

| f est onstante �egale �a 1 sur [b; ℄:

On appelle e type de fontion, une fontion < plateau >.

III Point de vue global

Nous passons maintenant �a l'utilisation de la d�eriv�ee d'une fontion en vue d'obtenir des

renseignements globaux sur la fontion. Il s'agit l�a d'une illustration importante de e ph�enom�ene

math�ematique remarquable du < passage du loal au global > : d'une information sur la d�eriv�ee

de la fontion (la d�eriv�ee �etant une limite, il s'agit d'une information loale), nous allons tirer

des informations globales.

1. Extremum d'une fontion d�erivable

Ce paragraphe onstitue une �etude pr�eliminaire.

Proposition 58

Soient f une fontion d�e�nie sur un intervalle I et a un point de I qui n'en est pas une borne.

Si la fontion f pr�esente un extremum loal en a et si elle est d�erivable en a alors f

0

(a) = 0.

Preuve | Comme a n'est pas une extr�emit�e de l'intervalle I, on peut trouver h

1

> 0 tel que :

℄a� h

1

; a+ h

1

[� I:

Quitte �a hanger f en �f , on peut supposer que f pr�esente un maximum loal en a, i.e. qu'il existe h

2

> 0

tel que :

8x 2 I ; jx� aj 6 h

2

=) f(x) 6 f(a):

Posons h = min(h

1

; h

2

) ;

pour 0 < x� a 6 h, on a alors :

f(x) � f(a)

x� a

6 0

et don :

f

0

d

(a) = lim

x!a

+

f(x)� f(a)

x� a

6 0:

De même, pour �h 6 x� a < 0, on a :

f(x) � f(a)

x� a

> 0

et don :

f

0

g

(a) = lim

x!a

�

f(x)� f(a)

x� a

> 0:

Comme on suppose f d�erivable en a, on en d�eduit f

0

(a) = f

0

d

(a) = f

0

g

(a) = 0.

Remarques 27 1. Une fontion peut avoir un extremum loal en a et ne pas être d�erivable

en a, omme le prouve l'exemple de la fontion x 7�! jxj en 0.
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2. Si a est une extr�emit�e de l'intervalle, une fontion peut pr�esenter un extremum loal en a

et être d�erivable en a sans que sa d�eriv�ee y soit nulle, omme le prouve l'exemple de la

restrition �a [0; 1℄ de la fontion x 7�! x qui pr�esente un minimum en 0 et un maximum

en 1.

3. L'annulation de la d�eriv�ee de f en a n'est qu'une ondition n�eessaire pour que f pos-

s�ede un extremum loal en a, omme le prouve l'exemple de la fontion stritement rois-

sante x 7�! x

3

dont la d�eriv�ee s'annule en 0 mais qui ne poss�ede pas d'extremum en 0.

2. Th�eor�eme de Rolle

Th

�

eor

�

eme 20 (Th�eor�eme de Rolle)

�

Etant donn�es des r�eels a et b tels que a < b ainsi qu'une fontion f ontinue sur [a; b℄, d�erivable

sur ℄a; b[ et v�eri�ant f(a) = f(b), il existe un r�eel  appartenant �a ℄a; b[ tel que f

0

() = 0.

Preuve | La fontion f �etant ontinue sur [a; b℄, le th�eor�eme fondamental sur la ontinuit�e nous assure que

l'image par f du segment [a; b℄ est un segment [m;M ℄, ave m 6M .

| Si m = M , la fontion f est onstante sur [a; b℄ don de d�eriv�ee nulle sur ℄a; b[.

| Si m < M , l'un des r�eels m ou M est di��erent de la valeur ommune prise par f en a et b. Supposons par

exemple m 6= f(a) ; la fontion f atteint alors la valeur m en un point  di��erent de a et de b ; elle admet

don un minimum en e point de l'intervalle ouvert ℄a; b[, e qui implique f

0

() = 0.

Remarques 28 1. Le th�eor�eme de Rolle

1

est un th�eor�eme profond puisqu'il repose enti�ere-

ment sur le th�eor�eme fondamental de la ontinuit�e, qui repose lui-même sur le th�eor�eme

de Bolzano-Weierstrass.

2. Dans la suite, nous utiliserons le th�eor�eme de Rolle sous la forme suivante : soient f

et g deux fontions ontinues sur [a; b℄ et d�erivables sur ℄a; b[ telles que f(a) = g(a) et

f(b) = g(b): Alors il existe  2℄a; b[ tel que g

0

() = f

0

(): Nous repr�esentons ette situation

dans la �gure 6.2

3. En terme de m�etaphore in�ematique, le th�eor�eme de Rolle nous aÆrme que si deux mobiles

roulant sur un axe partent et arrivent aux même endroits aux même moment, alors �a un

ertain instant, es deux voitures ont eu la même vitesse. On pourra dire aussi, sous la

forme originale du th�eor�eme : un point mobile sur un axe qui revient �a son point de d�epart

a vu sa vitesse s'annuler �a un instant donn�e.

3.

�

Egalit�e des aroissements �nis

Th

�

eor

�

eme 21 (des aroissements �nis)

�

Etant donn�es des r�eels a et b tels que a < b ainsi qu'une fontion f ontinue sur [a; b℄, d�erivable

sur ℄a; b[, il existe un r�eel  appartenant �a ℄a; b[ tel que :

f(b)� f(a) = (b� a) f

0

():

1. Mihel Rolle est un math�ematiien fran�ais n�e en 1652 et mort en 1719 qui travailla notamment en analyse

et en astronomie notamment.
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Figure 6.2 { Le th�eor�eme de Rolle

Preuve | Inspirons-nous de la �gure 6.3. On onsid�ere la fontion aÆne � dont le graphe est la droite reliant

les points (a; f(a)) �a (b; f(b)): Don � est d�e�nie sur [a; b℄ par

�(x) = f(a) +

f(b)� f(a)

b� a

(x� a):

Comme la fontion � est ontinue sur [a; b℄, d�erivable sur ℄a; b[ et v�eri�e �(a) = f(a) et �(b) = f(b), on peut don

lui appliquer le th�eor�eme de Rolle dans sa version �enon�ee pr�e�edemment : il existe don un r�eel  appartenant

�a ℄a; b[ tel que �

0

() = f

0

(), e qui �equivaut �a :

f

0

() =

f(b) � f(a)

b� a

et donne le r�esultat.

Remarques 29 1. Pour �ler la m�etaphore in�ematique entam�ee dans le paragraphe pr�e�edent,

le th�eor�eme des aroissements �nis signi�e don que si un mobile roulant sur un axe a

une vitesse moyenne de 20km=h entre deux instants alors �a un ertain temps t ompris

entre es deux instants sa vitesse instantan�ee est de 20km=h:

2. Le th�eor�eme des aroissements �nis est un th�eor�eme tr�es important, qui est une ons�e-

quene pourtant tr�es simple du th�eor�eme de Rolle. Il va nous permettre de mettre en �uvre

des r�esultats puissants de passage du loal au global : d'une information d'ordre loale sur

l'aroissement in�nit�esimale f

0

(); on pourra d�eduire une information sur l'aroissement

global

f(b)�f(a)

b�a

:

On �erira parfois le th�eor�eme des aroissements �nis sous la forme suivante :

Proposition 59

Soit f une fontion d�erivable sur l'intervalle I.

�

Etant donn�es deux r�eels x et h tels que x et x+h

appartiennent �a I, il existe un r�eel � 2℄0; 1[ tel que :

f(x+ h) = f(x) + hf

0

(x+ �h):

Preuve | Lorsque h = 0, le r�eel � peut être hoisi arbitrairement.
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Figure 6.3 { Le th�eor�eme des aroissements �nis

Sinon, il suÆt d'appliquer le th�eor�eme des aroissements �nis sur le segment ℄x;x+h[ (inlus dans I puisque I

est un intervalle) sur lequel la fontion f est d�erivable don ontinue. On en d�eduit l'existene d'un r�eel  strite-

ment ompris entre x et x+ h et v�eri�ant f(x + h) = f(x) + h f

0

(), lequel r�eel est de la forme x + �h pour un

ertain � 2℄0; 1℄.

4. In�egalit�e des aroissements �nis

L'utilisation entrale du th�eor�eme des aroissements �nis r�eside dans les in�egalit�es que elui-

i permet d'obtenir. Ces in�egalit�es s'appellent \in�egalit�es des aroissements �nis".

Th

�

eor

�

eme 22 (In�egalit�e des aroissements �nis)

Soient a et b des r�eels v�eri�ant a < b ainsi qu'une fontion f ontinue sur [a; b℄ et d�erivable

sur ℄a; b[. S'il existe un r�eel M v�eri�ant :

8x 2℄a; b[f

0

(x) 6M

alors on a :

f(b)� f(a) 6M (b� a):

Preuve | D'apr�es l'�egalit�e des aroissements �nis appliqu�ee �a la fontion f sur le segment [a; b℄, il existe un

r�eel  tel que f(b) � f(a) = (b� a)f

0

(). Par hypoth�ese, on a f

0

() 6M , e qui implique :

f(b) � f(a) 6M(b� a):

On peut d�eliner l'in�egalit�e pr�e�edente de plusieurs fa�ons et haque in�egalit�e obtenu sera aussi

quali��e d'in�egalit�e des aroissements �nis :
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Corollaire 14

Soient a et b des r�eels v�eri�ant a < b ainsi qu'une fontion f ontinue sur [a; b℄ et d�erivable

sur ℄a; b[. S'il existe un r�eel m v�eri�ant :

8x 2℄a; b[m 6 f

0

(x)

alors on a :

m(b� a) 6 f(b)� f(a):

Preuve | Il s'agit d'appliquer le th�eor�eme �a �f:

Corollaire 15

Si f est une fontion d�erivable sur un intervalle I et M un r�eel positif tel que 8x 2 I ;

�

�

f

0

(x)

�

�

6

M , alors on a :

8(x

1

; x

2

) 2 I � I ;

�

�

f(x

2

)� f(x

1

)

�

�

6M jx

2

� x

1

j:

Preuve | Soient x

1

et x

2

deux �el�ements de I ; supposons par exemple x

1

6 x

2

.

| Si x

1

= x

2

, alors f(x

1

) = f(x

2

) et don

�

�

f(x

2

)� f(x

1

)

�

�

6M jx

2

� x

1

j.

| Supposons x

1

6= x

2

. La fontion f �etant ontinue et d�erivable sur ℄x

1

; x

2

[ et v�eri�ant 8x 2℄x

1

; x

2

[ ; �M 6

f

0

(x) 6 k, l'in�egalit�e des aroissements �nis appliqu�ee �a la fontion f sur le segment ℄x

1

; x

2

[ implique :

�M (x

2

� x

1

) 6 f(x

2

)� f(x

1

) 6M (x

2

� x

1

)

e qui �equivaut �a

�

�

f(x

2

)� f(x

1

)

�

�

6M jx

2

� x

1

j.

Remarque 27 | Pour lore notre s�erie de m�etaphores in�ematiques entam�ee dans les para-

graphes pr�e�edents, l'in�egalit�e des aroissements �nis signi�e don que si un mobile roulant sur

un axe a une vitesse onstamment inf�erieure �a 20km=h alors en une heure de temps, il parourera

moins de 20km:

IV Appliations des r

�

esultats globaux

Dans ette setion, nous proposons di��erentes pistes importantes d'appliation de la �liation

des trois th�eor�emes de la setion pr�e�edente (Rolle, th�eor�eme des aroissements �nis, in�egalit�e des

aroissements �nis). Il ne s'agit l�a que d'exemples partiuli�erement remarquables et lassiques.

Toute la suite de e ours sur l'approximation loale et globale des fontions onstituera les

appliations naturelles de ette �liation de trois th�eor�emes.

1. Variations d'une fontion

Proposition 60

Soient I un intervalle et f une fontion d�erivable de I dans R.

La fontion f est roissante (resp. d�eroissante) sur I si et seulement si 8x 2 I ; f

0

(x) > 0

(resp. 8x 2 I ; f

0

(x) 6 0).

Preuve | Traitons le premier as, le deuxi�eme s'en d�eduisant en onsid�erant �f .
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| Si f est roissante, pour tout x

0

2 I, le taux d'aroissement de f en x

0

est une fontion positive et sa

limite f

0

(x

0

) en x

0

est don positive.

| R�eiproquement, supposons 8x 2 I ; f

0

(x) > 0. Soient x

1

et x

2

deux �el�ements de l'intervalle I v�e-

ri�ant x

1

< x

2

. Comme, d'apr�es les hypoth�eses, la fontion f est ontinue sur [x

1

; x

2

℄ et d�erivable

sur ℄x

1

; x

2

[, on peut lui appliquer l'in�egalit�e des aroissements �nis sur le segment [x

1

; x

2

℄ :

f(x

2

)� f(x

1

) = 0(x

2

� x

1

) > 0:

et par suite f(x

2

) > f(x

1

). La fontion f est don roissante sur I.

Proposition 61

Ave les mêmes hypoth�eses, la fontion f est stritement roissante (resp. stritement d�erois-

sante) sur I si 8x 2 I ; f

0

(x) > 0 (resp. 8x 2 I ; f

0

(x) < 0).

Remarque 28 | La r�eiproque est �evidemment fausse en g�en�eral : on pensera �a la fontion

x 2 R 7�! x

3

:

Preuve | Supposons don par exemple que

8x 2 I; f

0

(x) > 0:

D'apr�es la proposition pr�e�edente, on en d�eduit don que f est roissante. Supposons qu'il existe x

1

< x

2

dans I

tels que f(x

1

) = f(x

2

); alors d'apr�es le th�eor�eme de Rolle, il existe un  2℄x

1

; x

2

[ tel que :

f

0

() = 0;

or ela n'est pas. D'o�u l'on d�eduit que f est n�eessairement stritement roissante.

Nous pouvons aÆner la propri�et�e pr�e�edente :

Proposition 62

Une fontion f d�erivable sur un intervalle I est stritement monotone sur I si et seulement si

on a les deux onditions suivantes :

| sa d�eriv�ee est de signe onstant ;

| il n'existe pas d'intervalle inlus dans I et ontenant au moins deux points sur lequel f

0

soit identiquement nulle.

Preuve | La premi�ere ondition �etant �equivalente �a la monotonie de f , il suÆt de montrer que pour une

fontion f monotone d�erivable, la strite monotonie est �equivalente �a la deuxi�eme ondition.

Or f n'est pas stritement monotone si et seulement si on peut trouver deux points distints a et b tels

que f(a) = f(b), i.e. si et seulement si f est onstante sur un intervalle ontenant au moins deux points, soit

en�n si et seulement si f

0

est nulle sur un tel intervalle.

Dans la pratique, on utilise le r�esultat suivant :

Corollaire 16

Soit f une fontion d�erivable sur un intervalle I. Si f

0

est de signe onstant et ne s'annule qu'en

un nombre �ni de points, alors f est stritement monotone.

Ce paragraphe permet don d'apporter une d�emonstration rigoureuse �a la m�ethode extrêmement

eÆae onsistant �a �etudier le signe et les z�eros �eventuels de la d�eriv�ee a�n d'obtenir le tableau

de variation d'une fontion.
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2. Carat�erisation des fontions onstantes

Proposition 63

Une fontion d�erivable sur un intervalle I est onstante si et seulement si sa d�eriv�ee est nulle.

Preuve | Une fontion est onstante si et seulement si elle est roissante et d�eroissante.

Corollaire 17

Deux fontions d�erivables sur un intervalle I ont leur d�eriv�ees �egales si et seulement si elles sont

�egales �a addition par une onstante pr�es.

Remarques 30

1. Ce paragraphe nous permet don de d�emontrer la r�esolution de notre premi�ere �equation

di��erentielle : les solutions de l'�equation

y

0

= 0

sur R sont les fontions onstantes sur R: Ce r�esultat est le premier pas tr�es important

en diretion des m�ethodes de r�esolution g�en�erales des �equations di��erentielles.

2. Il faut bien prendre garde �a la nature de l'ensemble de d�epart. Si I n'est pas un intervalle

~

alors f

0

peut être nul sans pour autant que la fontion soit onstante. Consid�erons par

exemple la fontion

f : R

�

�! R:

x 7�! artan(x) + artan(

1

x

)

Cette fontion est d�erivable sur R

�

qui n'est pas un intervalle et on obtient par un alul

simple que f

0

est nulle. Pourtant une �evaluation en 1 montre que f est onstante �egale

�a

�

2

sur R

�

+

et une �evaluation en �1 montre que f est onstante �egale �a �

�

2

sur R

�

�

: La

fontion f n'est don pas onstante sur son ensemble de d�e�nition mais est onstante sur

tout intervalle inlus dans son ensemble de d�e�nition.

3. Obtention d'in�egalit�es lassiques

L'in�egalit�e des aroissements �nis permet d'obtenir nombre d'in�egalit�es dites lassiques qui

peuvent se r�ev�eler extrêmement utiles. Nous donnons dans e qui suit quelques exemples plus ou

moins �el�ebres.

jsin(x)j 6 jxj 8x 2 R;

ln(1 + x) 6 x 8x 2℄� 1;+1[;

exp(x) > 1 + x 8x 2 R;

tan(x) > x 8x > 0;

sh(x) > x 8x > 0;

th(x) 6 x 8x > 0:

Preuve | Les d�emonstrations de es in�egalit�es sont toutes similaires, d�emontrons par exemple la premi�ere :

ommen�ons par observer que pour tout t 2 R; on a :

�

�

sin

0

(t)

�

�

6 1:
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Appliquons don l'in�egalit�e des aroissements �nis �a sin sur l'intervalle [0; x℄ pour x > 0: On a don :

jsin(x)j 6 jxj :

On obtient l'in�egalit�e sur R par imparit�e de la fontion sin ou plus g�en�eralement en appliquant l'in�egalit�e des

aroissements �nis sur le segment [x; 0℄ pour x < 0:

Exemple 32 | Donnons un exemple d'utilisation d'une in�egalit�e d'aroissement �nis pour

l'�etude d'une s�erie num�erique lassique :

Soit x > 0. En appliquant l'in�egalit�e des aroissements �nis �a la fontion t 7�! ln(t) sur le

segment [x; x + 1℄; on obtient alors l'enadrement :

1

x+ 1

6 ln(x+ 1)� ln(x) 6

1

x

�

On a alors, pour p 2 N n f0; 1g :

ln(p+ 1)� ln(p) 6

1

p

6 ln(p)� ln(p� 1)

e qui donne en sommant terme �a terme :

~

1 + ln(n+ 1)� ln 2 6

n

X

p=1

1

p

6 1 + lnn� ln 1

et don :

lim

n!+1

1

lnn

n

X

p=1

1

p

= 1:

Nous venons de montrer que la s�erie, appel�ee s�erie harmonique, suivante :

+1

X

n=1

1

n

= +1

et que ette divergene a lieu �a la \vitesse" ln(n):

4. Prolongement C

1

de fontions

Une utilisation importante du th�eor�eme des aroissement �nis onerne le prolongement

de fontions en un point ; tehnique que nous allons d�evelopper ii. Commen�ons par poser le

probl�eme : nous onsid�erons une fontion f d�e�nie sur un intervalle I de R et d�erivable sur I:

Soit a 2 R une borne de I telle que a 62 I: Si

lim

x!a

f(x) = l 2 R

alors nous pouvons prolonger f par ontinuit�e en a: Question : est-e que e prolongement est

d�erivable en a ? est-il de lasse C

1

en a ?

Pour r�epondre �a ette question, il existe une d�emarhe naturelle, mais laborieuse :
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1. On onstruit le prolongement par ontinuit�e de f en a :

f : I [ fag �! R

x 7�!

�

f(x) si x 6= a

l sinon

�

Ce prolongement est ontinue sur I [ fag et d�erivable sur I:

2. Si la limite suivante existe

lim

x!a

f(x)� l

x� a

alors f est d�erivable en a:

3. Si f est bien d�erivable en a et si

lim

x!a

f

0

(x) = f

0

(a)

alors f est ontinûment d�erivable en a:

Nous pouvons raourir ette d�emarhe en utilisant le th�eor�eme suivant :

Th

�

eor

�

eme 23 (de la limite de la d�eriv�ee)

Soit a un �el�ement de I. Si une fontion f est ontinue sur I, d�erivable sur I n fag et si f

0

jInfag

a une limite �nie l en a, alors f est d�erivable en a, on a f

0

(a) = l et don f

0

est ontinue en a.

Preuve | Soit x 2 I n fag. Le th�eor�eme des aroissements �nis nous donne un point 

x

stritement ompris

entre a et x tel que :

f(x)� f(a)

x� a

= f

0

(

x

):

Comme 

x

tend vers a quand x tend vers a, on en d�eduit :

lim

x!a

f(x) � f(a)

x� a

= l

e qui donne le r�esultat herh�e.

Remarque 29 | Le th�eor�eme pr�e�edent n'est qu'une ondition suÆsante pour prouver l'exis-

tene de f

0

(a). Il se peut que f

0

(a) existe sans que f

0

jInfag

ait une limite en a omme le prouve

l'exemple de la fontion x 7! x

2

sin(1=x) prolong�ee par ontinuit�e en 0 (f. p. 122).

Grâe �a e th�eor�eme, et en reprenant les hypoth�eses pr�e�edentes auxquelles on ajoute que la

fontion f est d�erivable sur I , la d�emarhe pour obtenir un prolongement C

1

de notre fontion f

est plus ourte :

1. Cette �etape est similaire (on onstruit le prolongement par ontinuit�e f de f en a).

2. Si la limite suivante existe

lim

x!a

f

0

(x) = l;

alors f est d�erivable sur I [ fag et de lasse C

1

en a:

Exemple 33 | Mettons en pratique notre nouvelle d�emarhe sur l'exemple lassique suivant.

Consid�erons

f : R �! R

x 7�!

�

exp(�

1

x

) si x > 0

0 sinon

�
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Il est faile de voir que f est bien ontinue sur R: Elle est lairement de lasse C

1

sur R

�

en

tant que ompos�ee de fontions de lasse C

1

: Nous souhaitons savoir si elle est C

1

en 0 et si oui,

onnâ�tre sa d�eriv�ee en 0: Pour e faire, observons que :

lim

x!0

+

f

0

(x) = 0:

Le th�eor�eme de la limite de la d�eriv�ee nous assure don du fait que : f est de lasse C

1

sur R

et que f

0

(0) = 0: Nous retrouverons ette fontion dans le ours \analyse 3" et nous montrerons

qu'il s'agit d'une fontion in�niment plate en 0 (toutes ses d�eriv�ees suessives en 0 sont nulles)

bien qu'elle soit stritement roissante au voisinage �a droite de 0:

Notons que nous avons un r�esultat analogue dans le as des limites in�nies :

Proposition 64

Soit a un �el�ement de I. Si une fontion f est ontinue sur I, d�erivable sur I n fag et si f

0

jInfag

tend vers +1 en a, alors :

lim

x!a

f(x)� f(a)

x� a

= +1:

Preuve | Analogue �a elle du th�eor�eme 23.

5. Convergene de suites r�eurrentes

Passons maintenant �a la derni�ere zone d'appliation importante du th�eor�eme des aroisse-

ments �nis : l'�etude de la onvergene des suites r�eurrentes. Et e paragraphe fera par la même

oasion oÆe de rappel onernant e sujet important ainsi que de plan g�en�eral d'�etude d'une

suite r�eurrente.

x 1. Position du probl�eme Consid�erons une fontion

f : D �! R:

Si u

0

est un �el�ement d'une sous-partie stable

2

X pour f alors nous pouvons d�e�nir la suite

r�eurrente (ou syst�eme dynamique disret) suivante :

�

u

0

2 X � D

u

n+1

= f(u

n

) 8n 2 N

�

Nous herhons ii �a �etudier le omportement asymptotique de la suite (u

n

):

Remarque 30 | On ne rappellera jamais assez que l'hypoth�ese de stabilit�e de l'ensemble est

ruiale pour s'assurer que la suite (u

n

) existe bien au sens existe bien pour une in�nit�e de

termes. En e�et, onsid�erons par exemple la fontion f d�e�nie f(x) =

2

x�1

sur R

�

: Si u

0

= 3;

~

alors f(u

0

) = u

1

= 1 et u

2

n'existe pas. Si u

0

=

5

3

; alors u

1

= 3; u

2

= 1 et u

3

n'existe pas.

Et ainsi de suite... Pour es valeurs de u

0

onstruites omme pr�eimages par f d'une valeur qui

n'appartient pas �a l'ensemble de d�e�nition de f; il n'existe pas de sous-ensemble X de l'ensemble

de d�e�nition de f tel que X est stable par f et u

0

2 X:

2. On rappelle qu'un sous-ensemble X de D est, par d�e�nition, stable pour f si et seulement si f(D) � D:
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x 2. Monotonie L'�etude de la monotonie de la suite (u

n

) est faile. Celle-i est donn�ee par la

position de f par rapport �a la droite d'�equation y = x sur X ou autrement dit par le signe de

f(x)� x pour x 2 X: Une �etude de signe est don n�eessaire pour onlure. Pour autant, quand

f est monotone, on peut aller plus vite dans la onlusion :

| si f est roissante sur X; alors :

�

u

0

6 u

1

=) (u

n

) est roissante.

u

0

> u

1

=) (u

n

) est d�eroissante.

| si f est d�eroissante

3

sur X; alors f Æ f est roissante sur X et :

8

>

>

<

>

>

:

u

0

6 u

2

=) (u

2n

) est roissante.

u

0

> u

2

=) (u

2n

) est d�eroissante.

u

1

6 u

3

=) (u

2n+1

) est roissante.

u

3

> u

1

=) (u

2n+1

) est d�eroissante.

x 3. Convergene L'�etude de la onvergene de la suite (u

n

) peut parfois se r�ev�eler tr�es diÆile

ar nous ne poss�edons qu'une ondition n�eessaire de onvergene : si f est ontinue sur un

sous-ensemble X qui est stable et si (u

n

) onverge vers l dans X alors

l = f(l):

Autrement dit la limite �nie �eventuelle de la suite (u

n

) est un point �xe de f (en e�et : si (u

n

)

onverge vers l alors la sous-suite (u

n+1

) onverge aussi vers l et don la suite (f(u

n

)) onverge

vers l: Or f �etant ontinue et par uniit�e de la limite on a : f(l) = l:)

La question qui se pose est la r�eiproque �a ette propri�et�e. Nous obtiendrons une r�eponse partielle

�a ette question �a travers l'�etude de la d�eriv�ee de f aux points �xes de f: Nous supposerons don

dor�enavant que f est de lasse C

1

sur X: Consid�erons l un point �xe de f: On a alors les deux

as suivants :

| si jf

0

(l)j < 1; alors nous dirons que l est un point �xe attratif pour f: Si (u

n

) onverge

vers l alors (u

n

) onverge �a vitesse exponentielle vers l; autrement dit :

90 < k < 1; 9C > 0 ju

n

� lj 6 Ck

n

�a partir d'un ertain rang.

Autrement dit, il existe k 2℄0; 1[ tel que ju

n

� lj = O(k

n

):

| si jf

0

(l)j > 1; alors nous dirons que l est un point �xe r�epulsif pour f et (u

n

) ne onverge

pas vers l:

Notons que le as jf

0

(l)j = 1 est un as d'ind�etermination sur lequel auune onlusion n'est

possible sans information suppl�ementaire onernant le omportement de f au voisinage de l:

Preuve

| Supposons don que l est un point �xe attratif et que (u

n

) onverge vers l: On sait que

lim

x!l

f

0

(x) = f

0

(l):

Don il existe � > 0 tel que par exemple :

8x 2℄l� �; l+ �[; x 2 D =)

�

�

f

0

(x)

�

�

6

1 + jf

0

(l)j

2

= k < 1:

Par ailleurs, D ontenant un voisinage de l; quitte �a hanger de �; on peut supposer que D\℄l��; l+�[ est

un intervalle. Or la suite (u

n

) onvergeant vers l; il existe un rang N �a partir duquel u

n

2℄l��; l+�[: Ainsi

3. Dans e as-l�a, il pourra être ommode d'�etudier le signe de f Æ f(x)� x:
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pour tout n > N; appliquons l'IAF �a f sur l'intervalle [u

n�1

; l℄ � D\℄l� �; l+ �[ (en e�et, D\℄l� �; l+ �[

�etant un intervalle, omme u

n�1

et l appartiennent �a D\℄l� �; l + �[ l'intervalle [u

n�1

; l℄ est inlu dans

D\℄l� �; l+ �[). Ainsi :

ju

n+1

� lj = jf(u

n

)� f(l)j 6 k ju

n

� lj = jf(u

n�1

)� f(l)j

6 k

2

ju

n�1

� lj

:

:

:

:

:

:

6 k

n�N+1

ju

N

� lj :

Nous venons de montrer qu'�a partir du rang N + 1; et en posant C =

ju

N

�lj

k

N

; la suite (u

n

) v�eri�e :

ju

n

� lj 6 Ck

n

:

C'est le r�esultat herh�e.

| Supposons don que l est un point �xe r�epulsif et que (u

n

) onverge vers l: On sait que

lim

x!l

f

0

(x) = f

0

(l):

Don il existe � > 0 tel que par exemple :

8x 2℄l� �; l+ �[; x 2 D =)

�

�

f

0

(x)

�

�

>

1 + jf

0

(l)j

2

= k > 1:

Le même raisonnement que pr�e�edemment (en inversant le signe desin�egalit�es) nous am�ene don �a la

onlusion qu'�a partir du rang N + 1; et en posant C =

ju

N

�lj

k

N

; la suite (u

n

) v�eri�e :

ju

n

� lj > Ck

n

:

Or k �etant stritement sup�erieur �a 1; le terme de droite tend vers +1 e qui ontredit la onvergene de

la suite (u

n

) vers l:

6.

�

Etude d'un exemple

Nous onsid�erons ii un exemple en apparene tr�es simple : elui de la suite r�eurrente donn�ee

par la fontion de transition :

f : R �! R

x 7�! x

2

� 1

et �etudions son < omportement asymptotique

4

> selon la position du point de d�epart u

0

2 R:

Nous pro�edons par ordre et de mani�ere syst�ematique :

� Tout d'abord, on observe que la suite (u

n

) est bien d�e�nie quel que soit u

0

2 R puisque R

tout entier est stable pour f:

� Ensuite, on observe que, f �etant de lasse C

1

sur R; si (u

n

) onverge vers une limite �nie l

alors l = f(l); soit l = l

1

ou l

2

ave :

l

1

=

1 +

p

5

2

; l

2

=

1�

p

5

2

:

� A�n d'�etudier la monotonie �eventuelle de la suite, nous devons herher des intervalles

stables sur lesquels la fontion soit monotone ou bien sur lesquels le signe de f(x)�x est onstant.

De tels intervalles n'apparaissant pas lairement, nous devons don s�eparer les as, e que nous

faisons dans e qui suit.

4. La notion de omportement asymptotique est tr�es importante, elle onerne la fa�on dont la suite �evolue

quand n ! +1; 'est-�a-dire non seulement la limite mais la vitesse de onvergene vers ette limite. Le mot

\asymptotique" vient du gre anien asympt�otos, < qui ne s'a�aisse pas, qui ne s'�eroule pas, qui ne o

�

�nide

pas >.
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1. Commen�ons notre �etude en supposant u

0

2℄l

1

;+1[ (as de la �gure 6.4). Cet intervalle

et stable et f y est roissante, don (u

n

) est monotone. Comme f(x) � x > 0 sur et

intervalle, on d�eduit que la suite (u

n

) est roissante. Si elle onvergeais, elle onvergerais

vers un point �xe de f: Le seul point �xe de f dans [l

1

;+1[ �etant l

1

; elle onvergerait

don vers l

1

: Mais la suite �etant roissante, ela lui interdit de onverger vers l

1

; don

n�eessairement la suite (u

n

) tend vers +1: Pour savoir �a quelle vitesse la suite (u

n

) tend

vers +1; nous pouvons utiliser �a nouveau les aroissements �nis : f

0

(l

1

) =

p

5 + 1 > 1

et on note f

0

est roissante sur ℄l

1

;+1[: Don pour tout x > l

1

; on a :

f

0

(x) > k

1

=

p

5 + 1 > 1:

Ainsi par appliation de l'IAF sur [u

n

; l

1

℄ (pour n 2 N

�

quelonque), on a :

ju

n

� l

1

j = jf(u

n�1

)� f(l

1

)j > k

1

ju

n�1

� l

1

j > � � � > k

n

1

ju

0

� l

1

j :

D'o�u l'on obtient que pour tout n 2 N; on a :

u

n

> l

1

+ k

n

1

(u

0

� l

1

):

La suite (u

n

) tend don vers +1 �a vitesse exponentielle. C'est l'information sur le om-

portement asymptotique que nous reherhions.

Figure 6.4 { Cas u

0

> l

1

de la suite r�eurrente (u

n

)

2. Dans le as u

0

= l

1

la suite est onstante.

3. Si u

0

2℄1; l

1

[; (as de la �gure 6.4) alors u

1

2℄0; l

1

[ et nous observons que l'intervalle ℄1; l

1

[

n'est pas stable. Supposons ependant que pour tout n 2 N; on ait :

u

n

2℄1; l

1

[:

Sur et intervalle on a f(x) 6 x; don la suite (u

n

) est d�eroissante. Comme elle est

minor�ee par 1 elle onverge. Mais alors elle onvergerait n�eessairement vers l

1

e qui

est impossible, n�eessairement il existe un n

0

2 N tel que u

n

0

62℄1; l

1

[ ainsi dans e as

u

n

0

2℄0; 1℄ et nous sommes don ramen�e au as suivant.
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Figure 6.5 { Cas 1 < u

0

< l

1

de la suite r�eurrente (u

n

)

4. Si u

0

2℄0; 1℄; alors u

1

2℄� 1; 0℄ et nous sommes l�a aussi ramen�e aux as suivants.

5. Si u

0

= �1 ou 0; alors la suite (u

n

) vaut �(�1)

n

: Cette suite p�eriodique de p�eriode 2 n'a

�evidemment pas de limite.

6. Si u

0

= l

2

; alors la suite est lairement onstante.

7. Si u

0

2℄ � 1; 0[rfl

2

g; (as de la �gure 6.5 �a partir du rang 4) alors on observe que,

l'intervalle ℄� 1; 0[ �etant stable, on a :

u

n

2℄� 1; 0[rfl

2

g 8n 2 N:

Si la suite onverge, alors elle onverge n�eessairement vers l

2

: Or jf

0

(l

2

)j =

p

5� 1 > 1:

Don e point �xe est r�epulsif. Ainsi la suite (u

n

) ne onverge pas. A�n d'obtenir une

information qualitative sur le omportement asymptotique de la suite (u

n

) nous �etudions

les deux sous-suites (u

2n

) et (u

2n+1

) : f �etant d�eroissante sur ℄�1; 0[ es deux sous-suites

sont monotones. Traitons par exemple le as u

0

2℄l

2

; 0[: Comme

f(℄l

2

; 0[) =℄� 1; l

2

[ et f(℄� 1; l

2

[) =℄l

2

; 0[;

on d�eduit que (u

2n

) est une suite de ℄l

2

; 0[ et que (u

2n+1

) est une suite de ℄ � 1; l

2

[: Et

omme f(x) > x sur ℄�1; l

2

[ et f(x) 6 x sur ℄l

2

; 0[; on obtient que (u

2n

) d�eroit et (u

2n+1

)

roit. Nous dirons que la sous-suite (u

n

) forme dans e as une spirale divergente. Et on

pourra d'ailleurs montrer dans e as, en �etudiant les points �xes de f Æf; que la sous-suite

(u

2n

) onverge vers 0 et que la sous-suite (u

2n+1

) onverge vers �1:

8. Il reste le as u

0

2℄ �1;�1[ (as de la �gure 6.6). On observe alors que u

1

2℄0;+1[ e

qui nous ram�ene aux as pr�e�edents on peut l'observer graphiquement.

Nous observons, sur et exemple, que le omportement d'une suite r�eurrente peut-être redou-

tablement instable selon les valeur du point de d�epart. Au voisinage de l

1

; une variation in�ni-

t�esimale de u

0

fait, en e�et, passer la suite d'un omportement en spirale pour u

0

< l

1

, �a un
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Figure 6.6 { Cas u

0

< l

2

de la suite r�eurrente (u

n

)

omportement stationnaire pour u

0

= l

1

; �a un omportement divergent �a vitesse exponentielle

pour u

0

> l

1

: Et il onvient de noter que ette instabilit�e tr�es forte a �et�e obtenue �a l'aide d'une

�equation des plus simple : le trinôme du seond degr�e x

2

� 1: Ce ph�enom�ene a �et�e �etudi�e pour la

premi�ere fois par Benô�t Mandelbrot

5

qui �etudie le omportement de la suite omplexe :

u

n+1

= u

2

n

+ ; o�u u

0

2 C et  2 C est �x�e.

Si l'on olorie le plan omplexe en donnant la ouleur rouge au point u

0

2 C si la suite des it�er�es

u

n+1

= u

2

n

�1 diverge et une ouleur qui balaie le spetre de l'ar-en-iel \plus la suite onverge",

alors on obtient le dessin de la �gure 6.7 (obtenu en MAPLE �a l'aide d'un test de onvergene tr�es

na

�

�f du type : ju

n

j > 3). Celui est entr�e en 0 et parourt tous les u

0

du retangle : Re (u

0

) 2 [�2; 2℄

et Im (u

0

) 2 [�1:5; 1:5℄: La zone \fronti�ere" dessin�ee par le hangement de ouleur est un sous-

ensemble de C �el�ebre, il s'agit de l'ensemble de Julia

6

V D

�

eriv

�

ee d'ordre sup

�

erieur

Cette derni�ere partie a pour simple et unique objetif d'introduire les d�eriv�ees d'ordre sup�e-

rieur et leurs premi�eres propri�et�es ; il n'y aura don pas ii de r�esultat diÆile mais uniquement

des r�esultats d'ordre \utilitaires" dans la perspetive de la suite de e ours.

5. Math�ematiien frano-am�eriain, n�e �a Varsovie en 1924 et mort aux

�

Etats-Unis en 2010. Benô�t Mandelbrot

est le p�ere de la g�eom�etrie fratale.

6. Gaston Julia (1893-1978) est un math�ematiien fran�ais n�e en Alg�erie qui a beauoup en th�eorie des fontions

de la variable omplexe. Ses travaux n'ont pas re�u une grande popularit�e jusqu'�a e qu'ils se retrouvent au �ur

de la th�eorie des fratales initi�ee par B. Mandelbrot.
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Figure 6.7 { Ensemble de Julia pour u

n+1

= u

2

n

� 1 et u

0

2 C :

1. D�e�nition

D

�

efinition 43

Soit f une fontion d�e�nie sur l'intervalle I �a valeur dans R: Si n 2 N

�

; nous dirons que f est

n fois d�erivable sur I si :

(1) f est d�erivable sur I ;

(2) f

0

est d�erivable sur I ;

:

:

:

:

:

:

(n� 1) (� � � (f

0

)

0

� � �)

0

| {z }

n�1 fois

est d�erivable sur I:

Dans e as, nous noterons ette derni�ere d�eriv�ee f

(n)

:

Par extension, nous noterons f

(0)

= f:

Nous avons d�ej�a d�e�ni les espaes C

0

(I;R) et C

1

(I;R): A l'aide de ette d�e�nition de d�eriv�ee su-

essive, nous pouvons don poursuivre ette onstrution. C'est le sens de la d�e�nition suivante :

D

�

efinition 44

Si n 2 N

�

r f1g; nous dirons que f est de lasse C

n

sur I si f est n fois d�erivable sur I et si

f

(n)

est ontinue sur I:

Nous dirons aussi que f est de lasse C

1

ou lisse si f est de lasse C

n

pour tout entier n:

On notera C

n

(I;R) l'ensemble des fontions de lasse C

n

sur I et C

1

(I;R) l'ensemble des fontions

lisses sur I: Ces espaes forment don une suite in�niment d�eroissante de sous-ensembles :

C

1

(I;R) � � � � � C

n+1

(I;R) � C

n+1

(I;R) � � � � � C

1

(I;R) � C

0

(I;R):
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On notera que l'appliation de d�erivation des fontions permet de passer d'un espae �a un autre :

D : C

n+1

(I;R) �! C

n

(I;R)

f 7�! f

0

2. Op�erations

Dans tout e paragraphe n d�esigne un entier positif. Nous rassemblons ii les propri�et�es

permettant de montrer que les d�eriv�ees n-i�emes existent (et de les aluler dans la plupart des

as) pour une fontions par op�erations alg�ebriques.

Proposition 65 (Lin�earit�e)

Soient f et g deux fontions n fois d�erivables. Soient � et � deux r�eels. Alors la fontion �f +�g

est n fois d�erivable et :

(�f + �g)

(n)

= �f

(n)

+ �g

(n)

:

Preuve | Il s'agit de pro�eder par r�eurrene sur l'entier n �a l'aide de la lin�earit�e de la propri�et�e 54 sur la

lin�earit�e de l'op�eration de d�erivation.

�

Erivons-le pr�eis�ement : nous d�emontrons don par r�eurrene sur n la

proposition

P

n

: si f et g sont deux fontions n fois d�erivables sur I et (�; �) 2 R

2

, alors

�f + �g est n fois d�erivable sur I et (�f + �g)

(n)

= �f

(n)

+ �g

(n)

| La propri�et�e est �evidente pour n = 0 d'apr�es les r�esultats sur les fontions ontinues.

| Supposons P

n

et onsid�erons deux fontions f et g suppos�ees n+ 1 fois d�erivables sur I ainsi que deux

r�eels � et �: f et g sont don n fois d�erivables et l'hypoth�ese de r�eurrene permet d'�erire

(�f + �g)

(n)

= �f

(n)

+ �g

(n)

:

Comme haune des fontions �f

(n)

et �g

(n)

est d�erivable sur I; on en d�eduit que (�f + �g)

(n)

est

d�erivable sur I et que

(�f + �g)

(n+1)

=

�

�f

(n)

+ �g

(n)

�

0

= �f

(n+1)

+ �g

(n+1)

:

Ce qui prouve P

n+1

:

Nous d�eduirons de ette propri�et�e, �a l'aide du ours \g�eom�etrie 1", que les espaes C

n

(I;R) sont

des R-espaes vetoriels pour tout n 2 N [ f1g:

La propri�et�e suivante est importante et tr�es utile, ar elle proure une m�ethode automatique de

alul de d�eriv�ee n-i�eme pour un produit de fontions.

Proposition 66 (Formule de Leibniz)

Si f et g sont n fois d�erivables sur I; alors fg est n fois d�erivable sur I et :

(fg)

n

=

n

X

k=0

�

n

k

�

f

(k)

g

(n�k)

:

Preuve | Nous pro�edons par r�eurrene sur n pour d�emontrer la propri�et�e :

P

n

: si f et g sont deux fontions n fois d�erivables sur I, alors fg est n fois d�erivable

sur I et (fg)

n

=

P

n

k=0

�

n

k

�

f

(k)

g

(n�k)

:

| La propri�et�e est vraie pour n = 0 d'apr�es les r�esultats pour les fontions ontinues.
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| Supposons P

n

et onsid�erons deux fontions f et g suppos�ees n+ 1 fois d�erivables sur I: Elles sont don

n fois d�erivables et l'hypoth�ese P

n

permet d'�erire :

(fg)

(n)

=

n

X

k=0

�

n

k

�

f

(k)

g

(n�k)

:

La fontion (fg)

(n)

est don une ombinaison lin�eaire de produits de fontions d�erivables ; elle est don

d�erivable et par suite fg est n+ 1 fois d�erivable. De plus, on a :

(fg)

n+1

= ((fg)

n

)

0

=

n

X

k=0

�

n

k

��

f

k

g

(n�k+1)

+ f

k+1

g

n�k

�

=

�

n

0

�

fg

(n+1)

+

n

X

k=1

�

n

k

�

f

k

g

(n�k+1)

+

n�1

X

k=0

�

n

k

�

f

k+1

g

(n�k)

+

�

n

n

�

f

(n+1)

g

=

�

n+ 1

0

�

fg

(n+1)

+

n

X

k=1

�

�

n

k

�

+

�

n

k � 1

�

�

f

(k)

g

(n�k+1)

+

�

n+ 1

n+ 1

�

f

(n+1)

g

=

n+1

X

k=0

�

n+ 1

k

�

f

(k)

g

(n+1�k)

:

Ce qui prouve P

n+1

:

Nous d�eduirons de ette propri�et�e, �a l'aide du ours \g�eom�etrie 1", que les espaes C

n

(I;R) sont

des anneaux pour tout n 2 N [ f1g:

En e qui onerne la omposition de fontions, une formule similaire fournissant une formule

lose pour le alul de la d�eriv�ee n-i�eme n'existe pas si simplement (un alul simple pour n = 2

ou 3 montre que le alul est autrement plus omplexe). Le leteur d�esireux d'obtenir une telle

formule pourra se r�ef�erer �a l'�etude faite dans et artile

7

. Cependant nous obtenons le r�esultat

d'existene suivant :

Proposition 67

�

Etant donn�e une fontion f : I �! R et une fontion g : J �! R; o�u J est un intervalle de R;

qui sont n fois d�erivables [resp. de lasses C

n

℄ et tel que f(I) � J; alors g Æ f est n fois d�erivable

sur I [resp. de lasse C

n

℄.

Preuve | Fixons J un intervalle de R et pro�edons par r�eurrene sur n pour d�emontrer la propri�et�e suivante

(le as de lasse C

n

�etant similaire) :

P

n

: si f : I �! R et g : J �! R sont deux fontions n fois d�erivables telles

que f(I) � J, alors f Æ g est n fois d�erivable

| La propri�et�e est vraie pour n = 0 d'apr�es les r�esultats sur les fontions ontinues.

| Supposons P

n

et onsid�erons deux fontions f : I �! R et g : J �! R telles que f(I) � J et suppos�ees

n+1 fois d�erivables. Elles sont don d�erivables et le r�esultat sur la d�eriv�ee d'une ompos�ee permet d'�erire

que g Æ f est d�erivable et :

(g Æ f)

0

= f

0

� g

0

Æ f:

Mais g

0

et f sont n fois d�erivables et don par hypoth�ese de r�eurrene la ompos�ee g

0

Æf est n fois d�erivable.

Comme f

0

est n fois d�erivable, la propri�et�e pr�e�edente sur la d�eriv�ee n-i�eme d'un produit montre alors

que (g Æ f)

0

est n fois d�erivable et don que g Æ f est n+ 1 fois d�erivable. Ce qui prouve P

n+1

:

Une tehnique similaire de d�emonstration fontionne en e qui onerne le arat�ere n fois d�eri-

vable de la fontion r�eiproque d'une fontion n fois d�erivable. En e�et :

7. f. http://ulturemath.ens.fr/maths/pdf/analyse/derivation.pdf
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Proposition 68

Soit f : I �! J une bijetion n fois d�erivable [resp. de lasse C

n

℄ pour n > 1 telle que sa d�eriv�ee

ne s'annule pas, alors sa fontion r�eiproque f

�1

est n fois d�erivable [resp. de lasse C

n

℄.

Preuve |Pro�edons par r�eurrene sur n pour d�emontrer la propri�et�e suivante (le as de lasse C

n

�etant simi-

laire) :

P

n

: si f : I �! J est une bijetion n fois d�erivable telle que sa d�eriv�ee ne s'annule pas,

alors f

�1

est n fois d�erivable

| La propri�et�e est vraie pour n = 1 d'apr�es les r�esultats sur les fontions d�erivabilit�e d'une fontion r�ei-

proque.

| Supposons P

n

et onsid�erons une bijetion f : I �! J n + 1 fois d�erivable telle que f

0

ne s'annule pas.

Alors f

�1

est n fois d�erivable et :

�

f

�1

�

0

=

1

f

0

Æ f

�1

:

Mais alors d'apr�es le r�esultat qui pr�e�ede f

0

Æ f

�1

est n fois d�erivable et la ompos�ee ave la fontion

inverse l'est don aussi. Ainsi

�

f

�1

�

0

est n fois d�erivable e qui montre que f

�1

est n fois d�erivable. Ce

qui prouve P

n+1

:

3. Exemples de fontions lisses

Des propri�et�es du paragraphe pr�e�edent on d�eduit que les fontions polynômiales sont lisses

puis que les fontions rationnelles sont lisses aussi.

Des propri�et�es sur la d�eriv�e des fontions usuelles exp; ln; sin; os; tan; arsin; aros; artan;

h; sh; th; argh; argsh; argth; on d�eduit que toute fontion onstruite en tant que ompos�ee de

fration rationnelle en es fontions est lisse sur son ensemble de d�e�nition.

4. Prolongements

Il reste �a s'interroger sur une derni�ere question dans e hapitre : elle du prolongement de

lasse C

n

ou de lasse C

1

de fontions.

Posons le probl�eme : nous onsid�erons une fontion f ℄a; b℄ �! R de lasse C

n

(pour n 2 N

�

). Si

f admet un prolongement par ontinuit�e en a; alors est-e que e prolongement de f est de lasse

C

n

en a ? La r�eponse n'est pas toujours positive. Pour autant nous avons le r�esultat suivant qui

g�en�eralise le th�eor�eme 23 de la limite de la d�eriv�ee :

Proposition 69

Soit f : [a; b℄ �! R ontinue. Si f est de lasse C

n

sur ℄a; b℄ (pour n 2 N) et si :

8k 2 J1; nK; lim

x!a

+

f

(k)

(x) existe et vaut l

k

,

alors f est de lasse C

n

sur [a; b℄ et

8k = 1; : : : ; n; f

(k)

(a) = l

k

:

Preuve | Raisonnons par r�eurrene sur n :

| pour n = 1; il s'agit d'appliquer le th�eor�eme 23 pour k = 1 en l'appliquant �a f: On obtient ainsi que f

est C

1

sur [a; b℄ et f

0

(a) = l

1

:
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| supposons le r�esultat vrai au rang n� 1: Si l'on applique l'hypoth�ese de r�eurrene �a f

0

alors on obtient

que f

0

est de lasse C

n

sur [a; b℄ don f est de lasse C

n+1

et pour tout k = 1; : : : ; n la d�eriv�ee k-i�eme

f

0(k)

(a) existe et don les d�eriv�ees f

(k)

(a) existent pour k variant entre 1 et n+ 1:

Exemple 34 | La proposition pr�e�edente va jouer le rôle de m�ethode tr�es eÆae de d�emons-

tration pour montrer qu'une fontion est de lasse C

n

en un point. Consid�erons par exemple la

fontion suivante :

f : R �! R

x 7�!

�

0 si x 6 0

e

�

1

x

si x > 0

La onsid�eration de la limite �a droite en 0 montre que f est ontinue en 0: Montrons que f est

de lasse C

1

sur R: Comme pour tout n 2 N; nous avons que :

lim

x!0

�

f

(n)

(x) = 0;

nous devons don montrer que :

8n 2 N; lim

x!0

+

f

(n)

(x) = 0:

A ette �n, montrons tout d'abord que pour tout entier n 2 N; il existe une fontion polynômiale

P

n

telle que :

f

(n)

(x) = P

n

(

1

x

)e

�

1

x

8x > 0:

Ce r�esultat se montre failement par r�eurrene sur n :

| pour n = 0; la fontion P

0

onstante �egale �a 1 onvient ;

| supposons le r�esultat vrai �a l'ordre n; alors il existe une fontion polynomiale P

n

telle que :

8x > 0; f

(n)

(x) = P

n

(

1

x

)e

�

1

x

:

Mais alors par d�erivation, on obtient :

8x > 0; f

(n+1)

(x) = �

1

x

2

�

P

0

n

(

1

x

)� P

n

(

1

x

)

�

e

�

1

x

:

D�e�nissons don le polynôme P

n+1

(X) = �X

2

(P

0

n

(X)� P

n

(X)) : On obtient don bien

le r�esultat :

8x > 0; f

(n+1)

(x) = P

n+1

(

1

x

)e

�

1

x

:

Il reste alors �a aluler la limite en 0

+

: On a :

lim

x!0

+

f

(n)

(x) = lim

x!0

+

P

n

(

1

x

)e

�

1

x

= lim

y!+1

P

n

(y)e

�

y = 0

par roissane ompar�ee des fontions puissanes et de l'exponentielle en +1:

~

Nous venons don de d�emontrer que ette fontion est bien lisse sur R: Observons qu'elle

est stritement roissante sur R

+

pourtant toutes ses d�eriv�ees suessives en 0 sont nulles. Nous

dirons que ette fontion est < plate > en 0:
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