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1.1 LES SUITES

1.1.1 Premiéres propriétés

Soit K=1R ou C.

DEFINITION 1
Une suite u = (up)neny € KN converge vers | € K si

Ve>0,ANeN, n> N = |u, — | <e.

On dira qu’une suite est convergente, s’il existe | € K tel que u converge vers l et [’'on note 1113 Uy = 1.
n—-+oo

Si une suite u n’est pas convergente, on dit qu’elle est divergente.

in

REMARQUE 2 — Une suite bornée n’est pas nécessairement convergente : la suite de terme général u, = e

donne des contre-exemples : _ _ _
e 4 et +2) = 961D ¢og(1)

1
et en passant a la limite, on a cos(1) = 5 e qui est faux.

Généraliser a ™ pour x € R\ 217

DEFINITION 3
On dit qu’une suite réelle tend vers 400 (resp. —o0), si

VAeR, ANeN, n> N = u, > A (resp. u, < A)

REMARQUE 4 — On dira que la suite réelle u admet une limite | € R=RU {xo0} pour dire que soit elle
converge vers | € R soit elle tend vers £0o. Mais une suite est convergente ssi sa limite | est finie.
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THEOREME 5

(Théoréme de Césaro) Soit u une suite qui tend vers | € K, alors la suite v de terme général v, =
U+ Un—t

n

tend vers 1. Si la suite est réelle et | = *o00, alors le résultat est encore vrai.

Preuve — Si (up) converge vers | € K, alors Ve > 0, IN € Ntel que n > N = |u, — | < e.

D’ou
om —1] = (o =)+ 4 (un—1 —1)
n
< lug = I+ + Jun—1 — 1|
n
< |u0—l|+~-~+|uN_1—l\+n—N€'
n n

On majore les deux termes dela somme :

uo =l + -+ |lun—1 =1
1. L’entier N étant fixé, la somme |ug—I|+- - -+|un—1—I| ne dépend pas de n et donc le quotient luo = U+ -+ Jun—1 = 1]

n
tend vers 0.

e 1
11 existe N’ > N tel que si n > N, o — I +---+ |un—1 —

n

<e.

n—N

2. De plus, pour tout n > N’, 0 < < 1.

On a ainsi montré que pour n > N’, |v, —I| < 2¢, d’olt la conclusion qui est valable pour une suite complexe.
Si la suite est réelle et | = 400, alors VA > 1, IN € N tel que n > N = uy, > 3A. On veut minorer la suite v, pour n > N :

up + - +unN—1 +“N+"'+“n71

Un - n n
B _ N
> uo + +un 1+3n A
n n

n—N

Pour n > 3N, 3 A >2A > A+ 1. Le premier terme de la somme, lui, tend vers 0, donc il existe N’ > 3N, tel que

n
ug 4+ +un_
n > N’, Yot uUN—1 > —1. Finalement, pour tout A > 1, il existe n > N’ tel que n > N’ = v,, > A.

n
Si la suite est réelle et [ = —oo, on applique le résultat précédent & —un,,. O

ProproSITION 6

Soit A une partie bornée non vide de R. Alors M est la borne supérieure de A ssi M est un majorant
de A et il existe une suite croissante qui converge vers M. Si M & A, alors on peut supposer la suite
strictement croissante.

Preuve — D’apreés le théoréme de la borne supérieure, M existe. On peut construire

. 1
1. (up) € AV qui converge vers M : ¥n € N*, Ju,, € AN|M — —, M];
n
. 1
2. (un) € AN croissante et qui converge vers M : Vn € N*, Jup41 € ANJM — —, M| N [uy, M];
n

* 1

3. Si M ¢ A, (un) € AN strictement croissante et qui converge vers M : Vn € N*, Ju, 11 € ANJM — =, M[N]un, M].
n

O

PROPOSITION 7
(Théoréme d’encadrement des limites) Soit (uy), (vy) et (wy) trois suites telles que a partir d’une certain
rang Uy, < vy < wy. St (uy) et (wy,) convergent vers une méme limite 1, alors (v,) converge vers [.

THEOREME 8
On dit que deuz suites rélles u et v sont adjacentes si

1. u est croissante ;
2. v est décroissante ;
3. v —u converge vers (.

Et dans ce cas, les suites u et v sont convergentes et convergent vers une méme limite | et pour tout n € N

Uy <1 < vp.

Preuve — La suite w = v — u est décroissante et tend vers 0, donc pour tout n € N on a v, — unp > 0 ce qui donne

ug < up < vy < vg. Les suites u et v sont monotones bornées, donc convergentes et vers la méme limite car w tend vers 0. [J
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REMARQUE 9 — Un intérét de ce théoréeme est de prouver la convergence de suites sans en connaitre
la valeur exacte, mais en ayant la possibilité de calculer une valeur approchée avec (uy,) ou (v,) sachant
que la marge d’erreur est (v, — u,). Enfin, si les suites (uy,) et (v,) sont strictement monotones, alors
Uencadrement est strict : u, <l < v,.

EXEMPLE 10 — Un exemple classique est la démonstration de e irrationnel : on montre que les suites u

et v définies par
1 =11
Un—Zy ct Un_zﬁ_‘_nn!
k=0 k=0

sont adjencentes : on montre en effet que (uy,) est strictement croissante, (vy,) strictement décroissante et
que (v, — uy) tend vers 0.

On en déduit que la limite commune, notée e, est irrationnelle ; on suppose pour cela que s’écrit e = § et
on utilise l’encadrement donné par les suites : up < e < vy et on multiplie par bb!.

Un+1

REMARQUE 11 — Si (up)nen une suite de réels ou de complexes qui converge vers I # 0, alors est

Un
définie a partir d’un certain rang et tend vers 1.

ProPOSITION 12
Soit (un)nen une suite de réels strictement positifs telle qu’a partir d’un certain rang
g Un41
Un,
U
9 ntl
Up,
U
3. lim —+L

<1 <1, alors la suite (uy) converge vers 0.
> 1> 1, alors la suite (uy,) tend vers +oo.

=1, la suite peut converger ou diverger.
Un

Preuve — Si [ > 1, alors la suite est strictement croissante & partir d’un certain rang et ne peut converger vers un réel non
nul d’apres la remarque ci-dessus, donc elle tend vers +o00. Si l < 1, alors la suite est strictement décroissante a partir d’un

certain rang et est positive, donc converge, et la seule limite possible est 0.
La suite u, = n vérifie lim % = 1 mais est divergente. O

n

. x Unp+1 x
REMARQUE 13 — La suite u,, = — tend vers 0 car —+1 =
n!

tend vers 0 < 1.
Unp, n—+1

1.1.2 Les suites classiques

1. Les suites arithmétiques sont les suites du type : u,, = rn + ug, ug fixé, et alors u,4+1 = u, + 7.
2. Les suites géométriques sont les suites du type : u, = ¢"u, avec ug fixé, et alors u, 11 = qu,.

" 1—gnrtt
3. Les séries géométriques : Si q¢ # 1, qu = qpli
—q
k=p
4. Les suites arithmético-géométriques sont les suites du type : un+1 = au, + b, avec ug fixé et a et b

des réels.
(a) Sia=1, u, =bn+ ug (c’est une suite arithmétique).
(b) Sia # 1, on cherche une solution particuliere constante u,, = : on résout

b

l=al+b << | =
1—a

puis on ajoute la partie homogene : v, = (u, — [) est une suite géométrique de raison a et de
premier terme ug — I, donc

vp =a"vg et up, =a"(ug—1)+1.
5. Les sommes de Riemann : si f est continue sur [a, b] , alors

b—a i b—a b
ngrfoo n Zf<a+k n >:/af

k=0
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EXEMPLE 14 — Soit les suites indexées par N :
1. ug =1 et Upp1 = up + V2. Alors up, =nyv2 + 1.
2. ug =2, Upy1 = Uy, alors u, = 2"+,
3. ug =2, Upy1 = 2u, + 1, alors upy1 +1=2(up, +1) et up, =3 x 2™ — 1.
On calcule :
V3
T

n——+oo

n 1
7r k m
lim > Tyonly= Ty
im k,OCOS(?’ 7rn) /0 cos(3 7x) dz

1.1.3 Les suites du type u,1 = f(u,) avec f continue

PROPOSITION 15

Soit f : 1 — I, I un intervalle fermé. Pour tout ug € I, la suite u définie par la relation de récurrence :
Unt+1 = fluy) existe.

De plus, si (uy) est convergente, elle converge vers un point fize de f.

Preuve — i) Montrons par récurrence que la suite (uy) est bien définie : On a up € I et si un € I défini, alors
Uny1 = f(un) € I car f(I) C I, ce qui prouve le point i).

ii) L’intervalle I étant fermé, si u, converge, alors sa limite [ reste dans I.

De plus, si f est continue et (uyn) converge vers | € I, alors f(un) converge vers f(1); or f(un) = un+1 et donc (f(urn))
converge aussi vers [, d’ot f(I) =1l O

On suppose f est une fonction de classe C' sur un domaine D. On étudie la suite récurrente définie par
ug € D et upi1 = f(un).
1. Etudier les variations de f et tracer son graphe.
2. On cherche les points de fixes de f :
(a) Graphiquement : Les points d’intersection de la droite d’équation y = z avec le graphe de f

correspondent aux points fixes, on a donc le plus souvent une bonne idée de leur nombre et de
leur valeur.

(b) Analytiquement : On résoud étudie le signe de la fonction g(z) = f(z) — z. Le résultat doit étre
cohérent avec votre graphique!
3. On cherche un intevalle I (aussi petit que possible) stable par f tel que ug € I. On sera le plus
souvent dans I'un des trois cas suivants :
(a) Si f est croissante sur I, alors (u,) est monotone. Cela résulte de 1’étude de g ou encore :
- 81 ug < uy, alors on montre par récurrence que (uy,) est croissante et (u,) converge vers le plus
petit point fixe supérieur & ug (s'il en existe) ou tend vers +oo (sinon).

- si ug > uy, alors u,, est décroissante et converge vers le plus grand point fixe inférieur a ug
(8'il existe) ou diverge sinon.
En particulier, si I est un segment, alors la suite converge.

(b) Si f est décroissante sur I, les suites (uz2,) et (u2,41) sont monotones de monotonie opposée
car f o f est croissante. Il faut alors étudier les points fixes de f o f. Il peut arriver que (ug,) et
(ugn+1) alent des limites distinctes.

1
EXEMPLE 16 — Soit ug € R et upt1 = f(uyn) avec f(z) = 6 (22 + 8). On étudie g(z) = f(z) —x =
1/6 (22 — 62 +8) : g admet 2 et 4 comme racines et g est négative entre 2 et 4. Les intervalles intéressants
sont Iy = [0;2], In = [2;4] et Is =]4; +o0[ sont stables par f.
i) Siug € I1, alors la suite est croissante et majorée, donc converge vers l'unique point fixe de Iy,
donc vers 2.

ii) Siug € I, la suite est décroissante et minorée, donc converge ; si ug = +4, la suite est constante @
partir du rang 1, sinon, (u,) converge vers l'unique point fize de f < 4, donc vers 2.

it1) Siug € I3, alors la suite est croissante. Si elle convergeait, ce serait vers un point fixe de f > 4,
mazs il n’en existe pas, donc la suite n’est pas magjorée, elle tend vers 4+00.

Si ug < 0, la fonction f n'est plus monotone sur un intervalle stable contenant ug. Mais si ug €] — 4,0],
alors uy € [0,4[ et la suite converge vers 2 ; si ug < —4, alors la suite tend vers +o0.
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44 /1“

4.0 —
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0.4 —

O T T T T T T T T T[T T T T T T T T T 711

1
Tlustration : upy1 = f(un), ot f(x) = 8 (22 + 8) est croissante.
1
EXEMPLE 17 — On pose up+1 = f(un) avec f(x) = 5 Arccos T et ug € [0;1]. La fonction est décroissante.

On remarque que uy € [0; 5], donc uy, € [0; §] pour n > 0. On étudie g(x) = arccosx — x sur [0; §]. La
dérivée est

1
/
r)=———=-1<0
9@ ===
et comme g(0) = § et g(1) = —1, g s’annule en unique point o et g est positive avant et négative apres.

On montre que f est contractante sur I bien choisi : sur [0; 7],

1 1
————=<f(r) < -5
2 2
241 — —
16
et lapplication est k-lipschitzienne avec k = ——— ~ 0.8 < 1, donc u,, converge vers l'unique point
24/1— =2
16

fize.

0.8 —

0.7 —

0.6 —

05 <

0.4 —

0.3 —

0.2 —

0.1 —

0.0
FT T T T T T T T T T T T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

1
Hlustration : up+1 = f(uy), ot f(x) = = arccosx est décroissante.
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Utiliser f contractante est beaucoup plus efficace que f décroissante pour ’étude la suite. Remarquons
enfin qu’a priori nous ne connaissons pas la valeur du point fize ; le calcul de w, pour n assez grand permet
d’en obtenir une valeur approchée. De plus, comme (uz,) et (usni1) sont adjacentes, on a un contréle de
lerreur.

1.1.4 Une technique utile

PROPOSITION 18
Lemme de Uescalier Soit (v,)n>0 une suite réelle qui tend vers +00. On suppose que vn11 — vy, tend vers
un nombre a # 0. Alors v, ~an (et a >0).

Preuve — On applique le théoreme de Césaro & (vn+1 — Un)n>0- O

REMARQUE 19 — Si on a une suite (u,) de réels > 0 qui tend vers 0, pour en avoir un équivalent on
étudie v, = ufl avec k un réel négatif, de sorte que (v,) tend vers +00. Si on montre que vp41 — vy, tend

vers un nombre a # 0, on a v, ~ an (a est alors automatiquement > 0) et on a u, ~ at/knl/k,

EXEMPLE 20 — On vérifie facilement que si ug € R, alors u,4+1 = sinu, tend vers 0, mais avec cette
méthode, on trouve facilement un équivalent :

1+2
. U,
11 ul, —sintu,  ul, —ul, 17—+ o(ult?)
ub o ul, ol sinu, uZ + o(u2l)

. .y ) . 3
qui admet une limite non nulle ssi l = 2, d’ot u, ~ 1/ —.
n

1.2 LES SERIES

1.2.1 Définitions

On notera K =R ou C.

DEFINITION 21
Soit u = (up)nen une suite d’éléments de K.

n
1. On appelle série de terme générale uy,, la suite de terme général S, = Zuk
k=0
2. La suite (Sy)nen $’appelle suite des sommes partielles de la série.
3. La série convergente si la suite (S, )nen converge. La limite S s’appelle somme de la série. On
+oo
notera S = Zuk.

k=0
n

4. Sila série est convergente de somme S, R, =S — Zuk s’appelle le reste de la série d’ordre n :

k=0
oo
Rn: Z Uk -

k=n-+1

REMARQUE 22 — On écrira parfois E Uy, pour indiquer la série de terme général u,, mais on €évitera
+oo
d’écrire E tant que la convergence de la série n’a pas €té prouvée.

n=0



1.2. LES SERIES

n
EXEMPLE 23 — Soitz # 1 et S, = Zxk la série de terme général un,(r) = ™ pour n > 0.
k=0

1_ n+1 1 n+1
Sn:1+x+---—|—a:":L, S = a

1—2z 1—x

Donc la série géométrique converge ssi |z| < 1.
De plus, en intégrant l'expression entre 0 et t, on obtient pour t €] — 1;1]

t2 tn+1 tl,nJrl
—In(l—t)=t+ —+--- dx.
nl=t)=t+5+ +n+l+/01—xx

t n+l
T
/ dxr
0o 1—=x

n tk
> — +h(1-1)] <
k=1

Mais sit €] — 1;0],

[t] 1
S/ 2" < .
0 n + 1

Donc, Vt €] — 1;0]
1
n+1

—1)k
En faisant tendre t vers —1 on obtient que la série harmonique alternée Z ( k) converge vers — In(2).

REMARQUE 24 — L’ensemble des séries convergentes est un sous-espace vectoriel.
Par contre, on ne peut pas définir a priori un produit interne sur les séries :

Z UpVy, Produit de Hadamard
(Xun) (em) = 3
" " an, Wy, = Zukvn_k Produit de Cauchy
k=0

Le probléme est que la série obtenue n’est pas nécessairement convergente et la limite d’un produit ne
converge pas nécessairement vers le produit des limites !

PROPOSITION 25
Soit Zun la série de terme général u, converge, alors (uy) tend vers 0 € K.

Preuve — On écrit up = Spy1 — S et si (Sn) converge, alors (un) tend vers 0.
Si terme général d’une série ne tend pas vers 0, on dit qu’elle diverge grossiérement. O

1.2.2 Premiers résultats de convergence

§ 1. Convergence absolue
PROPOSITION 26
n
Une série Y wu, a termes positifs : Yn € N, u,, > 0 converge ssi la suite des sommes partielles Zuk est

k=0
magorée et sinon la série tend vers +oo.

Preuve — Une suite croissante a termes positifs est soit bornée et alors converge soit tend vers +oo. O

REMARQUE 27 — Méme si c’est “évident” d’aprés le contexte, vous écrirez “E U, est une série a termes

positifs majorée donc convergente” et jamais “g Uy, est majorée donc convergente”.

n

PRrROPOSITION 28
Soit up, > 0 et u, < vy, alors Y v, converge implique que > u, converge; > u, diverge implique que
> vy, diverge.
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REMARQUE 29 — Pour une série a termes positifs diverger et tendre vers +oco est équivalent, mais pas en
général. Fvitez de dire la série diverge pour dire qu’elle tend vers +oco !

1 1 1
EXEMPLE 30 — On a 0 < — < ————. Dans lexemple 30 nous allons montrer que y, ————
n? ~ n(n—1) n(n—1)

converge. On en déduit que ) — converge.
n

DEFINITION 31
On dit qu’une série Zun de E est absolument convergente si la série de terme général |u,| converge.

n

PROPOSITION 32
Une série absolument convergente est convergente.

Preuve — Si la suite est réelle, on pose u); = max(0,un) et un, = maz(0, —un). Les séries Zut et Zu; sont des
séries a termes positifs et majorées par Z |ur | donc sont convergentes et on note leur limite respective [T et [~. Comme
un = ul — up, on en déuit que la série Zun converge et que sa limite est {7 — 1.

Pour une suite & termes complexes zn, = Tp + tyn avec (zn) et (yn) des suites réelles, on sait que |zn| et |yn| sont majorés
par |zn|. On en déduit que les séries > xp et Zyn sont absolument convergentes, donc convergentes et Z zn est aussi

convergente. O

REMARQUE 33 — Une série convergente n’est pas nécessairement absolument convergente. Par exemple la
(="
k

dans ce cas que la série est semi-convergente.

série harmonique alternée (Z ) converge, mais n'est pas absolument convergente (?). On dit
E>1

REMARQUE 34 —

1. Pour montrer la convergence d’une série, on commencera par essayer de montrer qu’elle est
absolument convergente. Pour les suites a termes positifs on va donner au paragraphe suivant des
techniques tres efficaces.

2. L’ensemble des séries absolument convergentes est encore un sous-espace vectoriel de I*(K). L’ap-

+o00
plication Zun — Z [un| est une norme sur i*(K).

n=0

§ 2. Séries téléscopiques

PROPOSITION 35

(Séries téléscopiques) Une série téléscopique est une série de terme général uy, = Upt1 — Un, 0U (Vn)n>0
est une suite donnée.

Dans ce cas, la somme partielle vaut S, = vp41 — v et donc la série converge ssi (vy)p>0 converge.

EXEMPLE 36 —

' n 1 n o
1. Soit S,, = ;m = ;uk On écrit

1 1
unzg_n+1zvn_vn+1 :Sn:vl_vn+1:_m+1
+oo 1
et donc la série converge et — =1.
J ;n(n+1)
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2. Soit S, :Zln (1;2)

k=2

*
[
NE

(In(k+1)+1In(k—1)—2Ink)

>
3V
N

= ln(k+1) —Ink] — [Ink —In(k — 1)]

k>2
= In <n+1> —In2

n

dont on déduit que S, converge vers —In2.

R 1 X1 &
REMARQUE 37 — L’écriture - — a un sens mais ce n’est pas égal a - — us
Q ngl(n n 4+ 1) P g 112::1 n ;::1 n+1 1

n’en a pas car les séries divergent.

1.3 SERIES NUMERIQUES

1.3.1 Séries alternées

DEFINITION 38
Une Zun de réels est une série alternée si la suite ((—1)"u,) est de signe constant.

PROPOSITION 39
(Critére de Leibniz) Soit une série alternée de terme général u,, telle que

i) La suite (|uy|) est décroissante.
it) limwu, = 0.
Alors
1. La série est convergente.
2. Si S est sa somme, alors S est compris entre deux sommes partielles d’indices consécutifs.
3. S est du signe de ug et |S| < |ug|.

4. Le reste d’ordre n R, de la série est du signe de un+1 et |Ry| < |[upt1]-

Preuve — On montre que (S2y,) et (S2n+1) sont adjacentes et toutes les affirmations en résultent.
Commengons par remarquer que Un + Un+1 €st toujours du signe de uy, car (|up|) décroit.
La différence S2p41 — S2n, = u2n+41 tend par hypothese vers 0 par hypothese.
De plus, (S2r) et (S2n+1) sont monotones de monotonies inversées car San4+3 — Sont1 = U2n+3 + U2nt2 est du signe de
U2n 42, S2n+2 — S2n = U2n42 + U2n+1 est du signe de uapn41 €t u2p42 et U241 sont de signe contraire puisque la suite est
alternée.
Les deux suites étant adjacentes, elles convergent vers une méme limite S et le point 2 résulte de ’encadrement de la limite
des suites adjacentes.
Pour le point 3, on écrit

S= lim (’LLO+’U,1)+(U2n +u2n+l)

n——+oo

qui est une somme de termes de méme signe, celui de ug. De méme
S—wuo= lim (u1+wu2)+- (u2nt1 + uan+2)
n—-+oo

est du signe opposé a ug, donc si ug > 0, S et ug sont de positifs et S —ug <0 et si up <0, alors S <0et S —wup >0, ce

qui montre le point 3.
—+oo
Pour le point 4, on écrit Ry, = Z ug qui est encore une série alternée, on applique les résultats précédents. O
k>n+1

REMARQUE 40 —
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1. Ce résultat s’appelle aussi la régle de Leibniz ou le critére spécial des séries alternées. Il ne donne
pas que la convergence de la série, mais encadre le reste.

2. Le piége quand on utilise le Critére de Leibniz est d’oublier de montrer que la suite (u,) est
décroissante : la série Z(fl)"e*(”*‘r’)2 vérifie le critére des séries alternées pour n > 5/

n>1
EXEMPLE 41 — La série harmonique alternée est convergente vers —In2. Le critére spécial des séries
alternées montre aussi que
2n+1 k k
(1) (=1
<-In2< —
> o S-m2<)
k=1 k=1

1.3.2 Séries a termes positifs

Dans cette partie, on consideére une série Y u,, de terme général w,, réel strictement positifs.

§ 1. Comparaison des suites

PROPOSITION 42
Soit > uy et Y vy, des séries a termes positifs telles que u, = O(vy) ; alors la convergence de > vy,

implique la convergence de > uy,. Si Zun diverge, alors Zvn diverge.

Preuve — Si uy, = O(vy), alors il existe A > 0 tels que pour n > N, 0 < uy,, < Avy, et Y, (Avy,) est encore convergente &
termes positifs, donc > ur, converge.

De méme, si E un, tend vers +o00, il en est de méme pour E Un. O

COROLLAIRE 43
Soit > u, ety vy, des séries a termes positifs telles que w, ~ v, ; alors > u, ety v, sont de méme
nature.

Preuve — On a alors un, = O(vn) et v, = O(urn), d’olt la conclusion. O

REMARQUE 44 — Ces propriétés ne sont plus vraies pour des suites quelconques (non nécessairement

—1)» —1)n
positives) : si up = =t et vy, = (\/%

NG

que Y vy, est la somme d’une série convergente plus une série divergente, donc diverge.

+ —, alors up ~ v, mais Y u, converge (série alternée) tandis
n

THEOREME 45
Soit Y uy, une série a termes positifs et Y vy, une série telle que vy, = o(uy) (resp. vy, = O(uy)). Alors

1. 80" uy converge, alors Yy v, converge et

+oo +oo “+o0
E Vi =0 E Uk (resp. 0 E U )
k=n k=n k=n

2. Si Y v, diverge, alors Y u, diverge et

n

kazo Zuk (resp.O Zuk )
k=0 k=0

k=0

Preuve — Pour le 1/, écrivons Ve > 0, 3N € N, tel que n > N
0 < |vn| <eun

En sommant entre n et p et en faisant tendre p vers +oo, on obtient

—+o00 —+o0
0< Y okl <& up,
k=n k=n

10
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ce qui montre le résultat.
Pour le 2/, on a encore Ve > 0, 3N € N, tel que n > N

0 < |vp| < eun

et en sommant
n

n N-—-1
0D lorl < D okl +e Y w.
k=0 k=0 k

=N
N—-1 n
Or il existe N’ tel que pour n > N’ > N, Z log| < e Z uy, puisque la série > un tend vers oo et donc
k=0 k=N

n n n
0< Z|vk| <2 Z Uy §252uk.
k=0 k=N k=0

n n
Par définition, on a bien Z Vv =0 (Z uk> O

k=0 k=0

COROLLAIRE 46
Soit Y up et Y. v, deuzx séries a termes positifs telles que u, ~ v,. Alors

1. 803" uy, converge, alors Y v, converge et les restes sont équivalents :
—+oo —+o0
E U ~ E V.
k=n k=n
2. Sy u, diverge, alors Y v, diverge et les sommes partielles sont équivalentes :
n n
E Uk ~ E V.
k=0 k=0
Preuve — Comme un, ~ vn, ssi (vn — un) = o(un), on peut appliquer le théoréme ci dessus et le résultat est immédiat. O

REMARQUE 47 —
1. Ce théoréme montre bien 'intérét des équivalents : si (un) on converge vers l, on étudie (I —uy,) et
si (uyn) tend vers +00, on étudie la suite elle-méme.

2. Le théoréme de Césaro : si (uy) converge vers a # 0, alors Zun est équivalent a na ! Et si uy,

tend vers 0, alors u, = o(1), d’ot Zun = o(n). On retrouve les résultats.

EXEMPLE 48 —
1. (Séries de Riemann) Ce sont les séries Y, ni“ On utilise les sommes téléscopiques.

1 1
ne=l (n+1)e1

a—1 a—1
1 1 1 1 1 a—1
v na_l( (1 + }l) ) nQ_l < n + O(n)> na

. 1 . 1 ., .
ce qui montre que ) — converge puisque — = O(vy,) et (v,) converge car somme téléscopique
n

de terme général convergeant vers 0. On en déduit un équivalent du reste :

SEN
n® a—1no1’

(a) Sia>1, on pose v, = >0. On a pour a #1 :

k=n
. 1 1
(b) Sia <1, on pose v, = mrDe T (el >0 et
l1-—a
Up ~ )
na

1
et de méme ) vy, tend vers +00, donc ) — diverge (on obtient méme un équivalent de la série
n

elle-méme .

11



1.3. SERIES NUMERIQUES

2. On prouve la formule de Stirling

n! ~ v2mnn"e ",

Pour cela, on pose

Vn € N, un:M etvnzln<u”+1>zln

Un

On calcule
1 1 1 1
On en déduit que la série Zvn converge d’aprés la Proposition /2. Or v, = In(up+1) — In(uy,),

donc la suite (In(uy,)) converge vers A un réel (d’aprés la proposition 35) et ln étant continue, ainsi

(un) converge vers e* > 0. On pose k = e™>.

On en déduit que n! ~ ky/nn"e™™.
z
Pour calculer la valeur de k, nos résultats sur lintégrale de Wallis I, = / cos"tdt : Iy = g,
0

I, =1 et une ipp donne pour n > 2
nl, = (n—1)1,_s.

On obtient ainsi

2n—1 2n—1)x(2n—-3)x---x1 7 (2n)! T
I, = Iy, o= X === "5 X =
2n M x (2n—2) x - x2 2 22n(nl)2 2
et
2n 2nx (2n —2) X --- x 2 227 (nl)?
IQnJrl — 5 3 12n—-1 — -
2n+1 2n+1)x(2n—3) x---x1 (2n+1)!

On peut alors calculer un équivalent du quotient en fonction de k :

Lngr 2 F%(m)T 1 < 9202y, p2ne2n ) L
= (2n!) kv/2n (Qn)(Qn)e_Qn or

™n

I, (27’L+ 1)71’

k2
On Iy ~ Iopyq, d'ou on ™ 1etk=+V2r.

3. Déterminer en fonction du paramétre o > 0 la nature de la série g Uy OU

* (_1)n71
N n=———.
vneN", u ot (1)

La suite ici n’est plus de signe constant. On va d’abord faire un développement asymptotique pour
éliminer la partie qui oscille :

(—1)n—1 y 1 (—1)nt N 1 N 1
Uy = = — o\ —5— -
n no 1+ (_1)nn—a no n2o n2a
(GR . . )
Or pour tout a > 0, g ~——~—— est une série alternée (pas E uyn !), donc converge, et g Up est

nO(
de méme nature que E U AVEC UV, = e D’aprés ce qui préceéde, la série E U, converge Ssi
200> 1 soz’ta>%.

§ 2. Utilisation de Un+l

Un

PROPOSITION 49

(Théoréme de comparaison logarithmique) Soit Y u, et Y v, deux séries a termes strictement positifs

U v . .
telle que il o Tl partir d’un certain rang ng. Alors

n v n

12



1.3. SERIES NUMERIQUES

1. Sila série Y v, converge, alors Y w, aussi.

2. Sila série > u, diverge, alors > v, aussi.

U v u

Preuve — On fait le produit des inégalités entre ng et n : Vn > ng, on obtient < et donc up < —2Lq, et le
Un,g Ung Ung

théoréme de comparaison des suites impliquent le résultat. On pouvait aussi prendre le logarithme des inégaliés et on obtenait

Inupy1 —Inuy <Inwvyy1 — Inwvy, ce qui donnait des sommes téléscopiques. O

COROLLAIRE 50
(Régle de D’Alembert) Soit > u, est une série a termes strictement positifs.
Un+1

1. 87l existe k < 1 tel que <k a partir d’un certain rang, alors > u, converge.

n

2. 9 >4 partir d’un certain rang, alors Y u, diverge grossiérement.
Unp

Preuve — On applique le théoréme de comparaison logarithmique avec v, = k™. O

REMARQUE 51 — On a une autre version du critere de D’Alembert que I’on peut aussi retrouver a partir du

corollaire : si u, > 0 et lim ntl ntl s q

=1<1, alors > u, converge (prendre k = 1) et si lim
Unp Unp
la série Y u, diverge grossiérement.

n

Z . L. L n
EXEMPLE 52 — Ftudier la convergence de la série de terme générale g —
n!

n>1

un+1

REMARQUE 53 — (Régle de Duhamel) Silim =1, le critére de D’Alembert ne permet pas de statuer

n

. . 1
sur la convergence de la série. L’idée est alors de u, avec v, = —
n

Up, n \“ 1\ ¢ Q 1
“:( ) =<1+> =1——+o(-).
Up, n+1 n n n

Unt1 B (l)

=1—-—+4o
Up, n n

On calcule alors un dl

1. Si B> 1, alors > u, converge : prendre 1 < o < 3.
2. Si B <1, alors > uy, diverge : prendre o = 1.

, ) 1x3x---x(2n—1) 1
EXEMPLE 54 — Soit n la série de t ‘néral .
0it Y uy la sezze e terme général — — =~ — X 5
Un41 (2n+1) 6n —>5 3 1 , 1
On caleule 1 = —1- "2 12 Lu3). 0 -
n calcule " @n+2)2n 1 3) Gn T 2)@n+3) 2n+0(n) rsivn = o avec
1 <a< 2, aors Untl  Untl _ 270 4 o(=) < 0, pour n assez grand. D’aprés le théoréme de
Un Up, n n

comparaison logarithmique, Y w, converge.

§ 3. Critére de Cauchy

PROPOSITION 55 (Critére de Cauchy)
Soit (uy) une suite strictement positive telle que

lim Yu, = ¢.
1. Sit <1, alors la série y_ u, converge.

2. Sil > 1, alors la série Y u, diverge.
Preuve — On va comparer la suite u, et une suite géométrique.

1. Si ¢ < 1, alors il existe un réel 0 < X < 1 tel que up < A™ & partir d’un certain rang et la série Y A™ converge, d’ou
la série Y un converge aussi.

13



1.3. SERIES NUMERIQUES

2. Sif > 1, alors il existe un réel A > 1 tel que u, > A™ > 1 & partir d’un certain rang, donc la série Y u, diverge
grossierement.

O

EXEMPLE 56 — Soit la suite u, = e " T(=D" :

_14 (=" 1
S, =e 1T — - <1
e

Donc la série Y u, converge, d’aprés le critére de Cauchy.

REMARQUE 57 —

1. Le critére de D’Alembert ne permet pas de conclure dans l’exemple précédent car

Un+1 _ e*’ﬂ*l*(fl)ﬂ#»nf(fl)" _ 6172(71)77/
Unp,

n’a pas de limite.

2. En fait, le critére de Cauchy est toujours plus fort que le critere de D’Alembert : si lim % =/,

alors lim /u,, = £.
Preuve — Si limugi =4, alorsVe >0, AN €N, Yn > N, L —e < % < £+ e¢. D’ou (par récurrence) :

Vn >N, uy-(£—e)" N <wup <un-(L+e)» N Or 1Lm Vun-(+e)n—N =(+e.
n oo
D’ot AN’ > N, Yn > N', £ — 2e < un < €+ 2¢. Donc lim /u, = £. O

§ 4. Comparaison séries - intégrales

DEFINITION 58 N
o0
Soit f: [a,+00[—= R une fonction continue. On dit que l’intégrale / f(t) dt est convergente si la limite

a

xr
quand T — +oo de / f () ft eciste et alors on note
a

+o0 +oo
/ ft)dt = lim f(t)dt

r—+00 a

+oo T
EXEMPLE 59 — On a / ==
0 1 + IQ 2

THEOREME 60
Soit f : [0;+00[— R une fonction continue par morceauz & valeurs réelles positives décroissante.

n
1. Alors la série de terme générale v,, = / f@)dt — f(n) est convergente.
n—1

+oo
2. La série Z f(n) converge ssi f lintégrale impropre / f(t)dt converge.
0

+oo n
3. Si la série Zf(n) diverge, alors Z f(k) ~ / f@)dt.
n=0 0

14



1.3. SERIES NUMERIQUES

el e e = ——

L’intégrale de f est encadrée par des séries de terme général f(n).

Preuve — Pour le 1/ Comme f est décroissante,
0< [* fO - fm)ar< fn=1) = 1)
n—

donc la série Y vy, est & termes positifs et est majorée car la série téléscopique Z f(n—1) — f(n) est convergente donc

bornée. Plus précisément, f étant postivie, f(0) est un majorant et la suite converge.

n
2/ On déduit immédiatement que Z f(n) converge ssi (/ G) dt) converge. Or la fonction f étant positive, 'application
0

n

x
T / f(t) dt est croissante, d’ou
0

E(z) z E(x)+1
A f@ﬁSAfMﬁSA f(t)dt

—+o0
et par encadrement des limites, on a bien Z f(n) converge ssi / f(t)dt est convergente.
0

Pour le 3, la somme des inégalité du 1/ entre

O
REMARQUE 61 —
1. La fonction f sera parfois définie sur [a;+oo|, le résultat reste le méme pour la série an“ Uy, -
2. Si la série converge, alors t_lgp f(t) =0 et en sommant les inégalités du 1/
oo
+oo too
0< [ rwdt= Y0 0 < fn 1),
n—1 k—n
+oo +oo +oo
et le plus souwvent on a f(n—1)=o0 (/ f@t) dt) dont on déduit que Z flk) ~ / ft)dt.
n k—n n

(par exemple pour les sommes de Riemann ci-dessous)

EXEMPLE 62 —

1. Développement asymptotique de la série harmonique : On applique ce Tésultat a la fonction f: x +—

strictement décroissante :

n—1 n—1
>u= f(t)dt—<;+---+i)zlnn—(;+~--+i)<f(0)=1
k=1

converge. On en déduit que la suite

1 1
lnn(1++-~+) <0
2 n

15
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est convergente. Ceci permet d’écrire un développement asymptotique de la série harmonique
1 1
Hy=14 5+ + = =n(n) + 7+ o(1),
ou v > 0 s’appelle la constante d’Euler.

1
2. Séries de Bertrand : ce sont les séries de la forme Z ———F— avec B eR.
neIn” n
1

nen®n

1 1
Sia<l, ==0 , la série di = di .
(a) Sia - ( ) a série diverge car Z — diverge

+1

> 1.

) 1 1 ) o
(b) Sia>1, BT I 0 (n(1+a)/2) et donc converge puisque

+o0 1
(c) Sia=1, la série est de méme nature que / 7
e xln” x
Si B # 1, lintégrande admet pour primitive ——————— et donc lintégrale converge ssi
11—/ 1y

8 >1.
Si =1, alors Uintégrande admet Inlnx comme primitive et lintégrale est encore divergenete.
Conclusion la série converge ssia > 1 oua =1 et § > 1.

REMARQUE 63 — Ce que l'on a fait dans le cas « =1 (exemple 62) se généralise auz séries de Riemann

avec f(x) =

avec o > 0 (f doit étre décroissante). On a alors pour o # 1

/ABf“) [(1—a><11+x>a-1 j

1. §i0 < a <1, alors la série Zvn du théoréme 00 est convergente

(1+z)>

1 1 nl 1 1 1 1
_ T Ddt =14+ — 4+ 4 — 11—
;Uk 2“+ +na /0 1®) +2C¥+ +n“+(1—a) (1 —a)ne—1’
, : - 1
ce qui montre que st 0 < a < 1, alors — ~ —————— car tend vers +00.
— ke (1 —-a)ne—
—+oo
2. Sia> 1, on cherche un équivalent du reste R,, = Z T On somme entre n et N linégalité de
k=n-+1
la preuve 1/ du théoréme 60 :
N N
1 1 1
0< t)dt — —_ < — -
_/n_lf() k:;‘rlka—na (N+1)Oc

1.4 AUTRES TECHNIQUES

1.4.1 Majoration par une série géométrique

2n+5 "
EXEMPLE 64 — Soit E Uy, la série de terme générale u, = <+) .
3n + cosn
. 2n+5 . i, o . 1/ )
On remarque que lim ———— = — ce qui montre qu’d partir d’un certain rang |u,|'/™ < = et donc
n—oo 3n 4+ cosn 3 6

n
lun| < 6) terme général d’une série géométrique convergente. On en déduit que E Uy, est absolument

convergente.
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REMARQUE 65 — Pour étudier la série de terme général Zun il est parfois trés efficace de majorer

[un | par 0 < a < 1 et de conclure avec |u,| < a”.

1.4.2 Produit de Cauchy

§ 1. Définition et propriétés

DEFINITION 66
Soit Zan et an deux séries a termes complexes. On appelle produit de Cauchy des deux séries la

série Z cn telle que

n
Cp = g apbn—_r.
k=0

PROPOSITION 67
Soit Z an et Z b, deux séries a termes réels positifs convergentes, alors leur produit de Cauchy de terme
génral c,, est convergent et

+o0 —+oo —+o0
E Q. E bk = E Ck.
k=0 k=0 k=0

n
Preuve — On pose ¢, = Z arb,_k. Notons Ay, By et Cp les sommes partielles d’indices n des séries Zan, an et

k=0
S en.

Soit la matrice

aobn T s anbn
My = (ai X bn—j) i, j)e[o,n] =

aopbi . R

aobp  aibg -+ anpbo

Le produit Ay, X By, est la somme de tous les coefficients de la matrice My, et C), est la somme des n+ 1 diagonales inférieures.
On vérifie que
Vn € N: Cn S Aan S CZ'rL

En effet, chaque terme de la somme C,, se retrouve dans le produit A, B, et chaque terme de la somme dévelopée A, B, se
retrouve dans Ca,.
Donc la série > c¢pn est & termes positifs et majorée par une suite convergente donc converge et

“+ oo “+ o0 “+oo
(So) (En)25a
k=0 k=0 k=0
De plus, 'inégalité de droite montre que
+oo +oo —+o0
(So) (En)<3a
k=0 k=0 k=0
d’ot1 Iégalité. O

PROPOSITION 68
Soit Y ay, et > b, deux séries a termes complexes absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy
est absolument convergent et

—+oo —+oo —+o0
E A E bk = E Cl.
k=0 k=0 k=0

n
Preuve — Il est clair que |cn| < Z lak| [bn—k|. D’apres la proposition précédente, le produit de Cauchy est absolument
k=0
convergent. De plus

‘A’"«B’ﬂ - C”l = |Zakbn7k| < Z ‘ak| |b’lL7kJ| = ELB\:L - CA:L
J J

ot J C N2 et ATL =3 h—olanl, E:L =...

Le terme de droite tend vers 0 donc on obtient le résultat. O
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EXEMPLE 69 — Soit un réel x €] — 1,4+1][ : la série géométrique > x™ converge absolument et

400
1
=2 "
-7 n=0

d’ot

- (B)

n=0 \p+q=n
—+oo

= Z(n+l)x"
n=0

REMARQUE 70 — Si les séries ne sont plus absolument convergentes, alors le résultat n’est plus vrai comme
+oo

_1)n

le montre l'exemple suivant : Z (=1

= v

est convergente (série alternée) mais son produit de Cauchy avec

LA n—1
lut méme ne lest pas car alors ¢, = ———— et comme k(n — k) <n?, on alc,| > et

donc la série est grossierement divergente

Un théoréme (totalement hors programme dit que l’on peut se contenter de la convergence absolue de l'une
des deux séries, l'autre convergeant simplement).

§ 2. Application

PropPOSITION 71
Soit A, B € M,,(K) telles que AB = BA. Alors

exp(A + B) = exp(A) exp(B).
En particulier exp(A) est inversible et exp(—A) = exp(A)~L.

A’!L
Preuve — On a défini exp(A) = Z — série absolument convergente. On va montrer que exp(A + B) est le produit de
n!
n>0
Cauchy de exp(A) et exp(B).

Pour cela on calcule " N
Ak pr—k 1 n (A4 B)"”
= = = = Akpn—k 20T 7/
en kgo(k' (nfk)!) n';:%(k) n!

les matrices A et B commutant, la formule du biné6me donne la derniere égalité. On en déduit 1’égalité désirée. O

1.4.3 Utilisation des transformations d’Abel

L’étude des séries est un cas particulier des intégrales. Soit E Uy, une série. On pose

t) = Z un]l[n,n-i-l[-

n>0
+o00
L’intégrale converge (resp. converge absolument) ssi / f converge (resp. f intégrable sur [0, +o0]).
0

Cela nous donne de nouvelles perpectives. En particulier I'intégration par parties! Il faut faire alors
attention a la dérivation, car f est continue par morceaux non continues.

Les transformations d’Abel pour les séries correspond exactement a l'intégration par parties avec la
correspondante sommes discrétes — intégrales (sommes continues) : soit une série de la forme E UnUp,
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n

(le produit des fonctions), on pose S, = Z v, (Uintégrale de v entre 0 et n), la transformation d’Abel

k=0
consiste a écrire
n n n n
E URVy = UoUp + E Uk (Sk — Sk—1) = uovo + E up Sy — E UpSk—1
k=0 k=1 k=1 k=1
n—1
= u,Sy — E (up+1 — uk)Sk
k=0

la dérivée de u correspondant a la suite up — ug_1.

ProposiTION 72

Soit Zunvn une série de terme général unv, telle que
1. la suite (u,) est une suite positive décroissante et tend vers 0.
2. la série Y vy, est bornée.

Alors la série Y uyv, est convergente.

n n—1
Preuve — On écrit : Z UKV = UpSn — Z (uk41 — ug)Sk et les hypotheses impliquent que ur, Sy, tend vers 0. Il faut donc
k=0 k=0

prouver la convergence du second terme; on montre en fait ’absolue convergence. En effet, I’hypothese (un) décroissante
implique que un — Un4+1 > 0 et si M est un majorant de |Sn| on a

n—1 n—1
DIk = ukg) Skl < D (uk — wpy1)M = (w0 — up1)M
k=0 k=0
ce qui montre que la somme est majorée donc convergente. O

REMARQUE 73 — Ce résultat n’a d’intérét que si (vy,) n'est pas de signe constant, sinon, Y |v,| bornée
donc converge et |u,vy,| = o(vy,).
EXEMPLE 74 —

1. Le théoréme 39 se retrouve facilement car Y (—1)" est bornée et |u,| décroissante tend vers 0.
cos nx

2. Soit la série de terme général u, = Tan x € R. Alors pour x & 27, on a
nlnn
i . na  sin 0D _ 1
coskx| = |cos — X . < — .
2 sin £ | sin £|
k=0 2 2

t < I ) décroissante, positive, tend vers 0. Donc la série Y u, converge. La série n’est pas
nlnn
n>1

absolument convergente, donc on ne pouwvait utiliser le critére de D’Alembert.

REMARQUE 75 — Le changement variables sera rarement efficace (dilaté les segments [n,n+ 1] compliquera
plutot les choses.

1.5 EN PRATIQUE

Soit Y uy, une série.
1. On commence par évacuer les cas connus : séries géométriques, téléscopiques, alternées.
2. On cherche a prouver ’absolue convergence :

(a) > |u,| majorée?

(b) Comparaison Y |u,| avec une série connue.

(c) Regle de D’Alembert : si |u,| ne s’annule pas & partir d’un certain rang!
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1.5. EN PRATIQUE

(d) Comparaison série-intégrale.

3. si on est dans le cas limite de D’Alembert :

(a) Si [ttni1] > 1, la série diverge grossierement.
|un|

(b) Calculer un dl de % d’ordre 1 et essayer la comparaison logarithmique avec (nia) (résultats
a reprouver !) "
4. Rien n’a marché ou encore la série n’est pas absolument convergente :
(a) Une transformation d’Abel peut résoudre le probléme.

(b) Décomposer (u,) en un terme qui absorbe l'oscillation de signe et un terme qui converge
absolument.

(c) Faire preuve d’imagination (fatigant).
(d) Chercher si la réponse n’est pas dans les questions suivantes, et vite passer a la question d’apres.

EXEMPLE 76 — Soient (uy), (vn) et (wy) trois suites réelles telles que u, < v, < w, pour chaque
n > 0. On suppose que les séries Zun et an sont convergentes. Démontrer que la série Zvn est

n n n
convergente.

1. Pout tout n > N, on a

Ry — R, = Z ug < Z v < Z wy, = Ry — R,

k=N+1 k=N+1 k=N+1

avec R, et R, les restes d’ordre n des séries E u, et g Wy, »

Les restes Ry, et En tendent vers 0 : donc pour tout € > 0, il existe Ny tel que n > Ny implique
|R,| <e, |R,| <e. Pour tout n > N > Ny

|R, — Rn| < |Ry| +|Ry| < 2¢
|R, — Rn| < |Ru| + |Ry| < 2¢

n
ce qui donne pour tout n > N > Ny : —2¢ < Z v < 2e.
k=N+1
On comprend alors que le reste de la série Z v tend vers 0, mais pour prouver cela, il faut vérifier
que la série est convergente!

n
2. En posant S :ka, onan> N > Ny,
k=0

|Sn — SNn| <e (%)

Pour n fizé, on a pour n > N,
[Sn] < e+ |Sn]-

La suite (Sy) est donc une suite bornée, on peut en extraire une suite convergente (Sy(,)) de limite
notée S. L’inégalité (x) montre alors que

|S—Sn|<e
et (Sp) converge S.

REMARQUE 77 — Nous avons en fait redémontré un résultat du cours Analyse 1. lequel ?
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