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Dans cette partie on suppose que K est un corps. Le plus souvent K = R ou C, mais on peut aussi avoir
K = Q ou Z/pZ avec p un nombre premier.

1.1 DEFINITIONS - PREMIERES PROPRIETES

1.1.1 Défintions - Exemples

DEFINITION 1
Un triplet (E,+,.) est un espace vectoriel sur K ou un K-esopace vectoriel \ K [ 12 E=5[H] / A &%

[FJ\ si

1. E muni de la loi interne : (x,y) — x +y, est un groupe commutatif, d’élément neutre noté 0 ou 0 ;

2. E est muni de la loi externe (A, z) — Az de K X E dans E telle que pour tous x, y € E et tous A,
pEK,
(a) AN+ p)x=Ax+ px.
(b) Mz +y)=Az+ A\y.
(c) A\(p.x) = (A\p).x.
(d) lL.x =z.

Les éléments de E s’appellent vecteurs \[7] &=\ et les éléments de K les scalaires \IFT &\ .

REMARQUE 2 —

1. St E est un ensemble, une loi de composition interne est une application E X E — E. La loi . est
une application K X E — E, ce n’est pas une loi interne; on dit que c’est une loi externe.

2. Comme pour les anneauz, on notera toujours les lois + et . et le plus souvent on oubliera méme de
mettre le point : 2.0 =2

3. On écrira souvent E est un espace vectoriel sans préciser le corps K quand il n’y a pas d’ambiguité.

EXEMPLE 3 —
1. Un espace vectoriel n’est jamais vide, car il contient au moins 0. Et E = {0} est un espace
vectoriel pour n’importe quel corps de scalaires K. L’addition et la multiplication par un scalaire
sont uniquement déterminés!
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2. L’espace R? est un R-espace vectoriel ot un vecteur U est défini par ses coordonnées (5) La

somme et le produit par un scalaire sont définis par :

/ /
v = (5) 7= (%) er? vaer w47 = (“TT) aw= (7).
y Y y+y Ay
Tous les axiomes d’un espace vectoriel sont verifiés.

3. De la méme maniére, Uespace K? est un K-espace vectoriel ot un vecteur U est défini par ses

coordonnées <§> . La somme et le produit par un scalaire sont définis par :
/ /
v = (5) 7= (C)er: waek w4+ = (TT) 2w = (M)
y y y+uy Ay

Tous les axiomes d’un espace vectoriel sont encore vETifiés.

4. Plus généralement, pour n € N*, K" est un K-espace vectoriel avec

1 1 1+ Y1

vi= | 7= | ek, 7T = T
AT
VA €K, AT = A%Q
Ve

Tous les axiomes d’un espace vectoriel sont encore vETifiés.

1.1.2 Premiéres propriétés

PROPOSITION 4
Dans un espace vectoriel, on a pour tout A € K et tout x € E :
— —
1LAT =0 <= A=00uZ=20;
2. (—Nz = A(—z) = —(\z).
Preuve — On a par exemple )\,6) = )\(6) + H) = )\.6) + )\ﬁ donc )\.6) = 6) De plus, si AT = 6) et A # 0, alors
AT =17 =7=0. 0

DEFINITION 5
Si A et B sont des parties de E, on pose :

A+B={a+b|a€ A, be B},

AMA={\a|ae€ A},
K.a={\a| XeK}.

EXEMPLE 6 — Dans K2, onposeA—{(?)), z e K} =K. ((1)> etB—{(2>, yeK} =K. ((1)>, on a
K? = A+ B.

REMARQUE 7 — Si E est un C-espace vectoriel, alors c’est aussi un R-espace vectoriel, mais ils n’ont pas
les mémes propriétés. Par exemple, E = C.1 = R.1 + R.i. La “droite complexe” représente un plan en tant
qu’espace vectoriel. Nous préciserons ce phénoméne dans la suite du cours.

Plus généralement, si E est un K-espace vectoriel, alors si K' C K est un sous-corps, E est aussi un
K’-espace vectoriel.

Par exemple R est un R-espace vectoriel : R = R.1. C’est donc un Q-espace vectoriel, mais R # Q.1.
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EXEMPLE 8 — On verra que K™ est un espace vectoriel de dimension n... mais il eziste aussi des epsaces
vectoriels de dimension infinie et ils sont trés courants. Par exemple E = KN, l’ensemble des suites
(Un)nen, avec pour tout n € N, u, € K. On définit 'addition et la multiplication par un scalaire :

(un)neN + (vn)nEN = (Un + Un)nEN
Y(un)nen, (vn) € KN, VA € K,

A (Un)nen = (Ap)nen

REMARQUE 9 — Montrer qu’un triplet (E,+,.) est un espace vectoriel. Comme dans le cas des groupes,
des anneaur ou des corps, on va le plus souvent montrer que le triplet est un sous-espace vectoriel d’un
espace vectoriel connu : c’est le paragraphe suivant. mais avant cela, nous avons besoin de connaitre des
espaces de références. La proposition ci-dessous nous donne deux types trés utiles.

ProrosiTION 10

1. Si X est un ensemble non vide quelconque et E un K-espace vectoriel, on note F(X, E) l'ensemble
des fonctions f : X — E. Alors (.7:(X7 E), +, ) est un K-espace vectoriel, les lois étant définies par

Vige F(X,E), VAeK, f+g:t— f(t)+g(t), A\f:t— Nf(2).

2. Espace vectoriel produit \TAZ3 A\ : soit Ey, ..., E, des espaces vectoriels sur K. Le produit cartésien
E=FE; x--- X E,, c’est-a-dire l'ensemble des n-uplets (x1,- - ,x,) avec x; € E;, peut étre muni

d’une structure d’espace vectoriel sur K en posant
(xla"' 73?”) + (91,"' ayn) = (xl +y17"' axn—i_yn)v
Mz, xn) = Az, -, Axy).

DEFINITION 11
On appelle E espace vectoriel produit des espaces vectoriels Ey, ..., By,

EXEMPLE 12 —

1. On obtient une autre justification du fait que Uespace des suites KN est un K-espace vectoriel. C’est
l’ensemble des fonctions de N dans K.

2. L’espace vectoriel K" =K x --- x K.
—_——

n

1.2 SOUS-ESPACES VECTORIELS

DEFINITION 13
On dit que F C E est un sous-espace vectoriel \ T 5[0\ si F # 0 et si

Y\ pekK, Ve,ye F, \x + py € F.

ProroOSITION 14
Si F est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel (E,+,.), alors (F,+,.) est un K-espace vectoriel.

Démonstration. Vous pouvez faire la vérification sans probleme. O

REMARQUE 15 — Tout sous-espace vectoriel est un espace vectoriel. Pour montrer qu’un espace est un
espace vectoriel, on montrera le plus souvent que c’est un sous-espace vectoriel d’un sous-espace plus grand.

Espaces vectoriels de référence :
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1. K™;
2. F(1,K), les applications de I C K dans K.

3. F(X,E), ou X est une partie non-vide et E un K-espace vectoriel.

EXEMPLE 16 — Prouver que les espaces suivants sont des espaces vectoriels :

1. Une suite (up)nen € KN est presque nulle si tous les termes de la suite sont nuls a partir d'un
certain rang : il existe N € N telle pour tout n > N, u, = 0. On note K[X], l'ensemble des suites
presque nulles de K. Montrer que K[X] est un K-espace vectoriel.

2. Montrer que C*(I,R) est un K espace vectoriel ot k € N et I un intervalle non vide, non réduit
un point de R.

PROPOSITION 17
Toute intersection de sous-espaces vectoriels est un espace vectoriel.

Preuve — Soit z,y € ﬂ F; ou les F; sont des sous-espaces vectoriels de E. Alors Ax + puy € F; pour tout ¢ € I et donc
iel
Az + py € ﬂ ;. O
iel
EXERCICE 18 —

1. Montrer que les ensembles
C>(I,R), C*(I,R), D(I,R), C°(I,R)

ou k € N* et ou I est un intervalle de R sont des R—espaces vectoriels.

2. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? ?
— les cercles d’équation — x®+y*=1 et (z—1)2+y%>=1;
— les droites d’équation  2x+3y=1 et 2x+3y=0.

3. L’ensemble Sy des fonctions d’un intervalle I vers R, deux fois dérivables et solutions de ’équation
différentielle
4y"+2y +3y=0 (Eo)

est-il un espace vectoriel ¢ Méme question pour l’ensemble S des solutions de ’équation différentielle

49" +2y +3y=1 (E)

1.2.1 Combinaisons linéaires et parties génératrices

Si A une partie de E, on montre ici que le plus petit espace vectoriel contenant A est l'intersection des
espaces vectoriels contenant F et c’est encore ’ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’éléments
de A.

§ 1. Combinaisons linéaires

DEFINITION 19
On dit que x est une combinaison linéaire \’éﬂéf“réﬂ/a\\ de x1, ..., xn sl existe A1, ..., Ay € K tels que

T=Mx1+ -+ Ay,
PROPOSITION 20

Une partie F C E d’un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel ssi F' est non vide et F est stable
par combinaison linéaire \ X ZVEH A A\ - pour tous a1, ..., x, € F et tous i, ..., \y €K,

Mz + -+ Az, € FL
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Preuve — < : une récurrence simple montre que si z1, ..., £, appartiennent & un sous-espace vectoriel F', alors toute
combinaison linéaire de ces éléments reste dans F.

= : immédiat. O

DEFINITION 21
Soit x1, ..., , € E. On note l'ensemble des combianisons linéaires de x1, ..., Tp

vect(1, -, &n) = (x1, - ,xn) = { Mz + - F A | A, A € K

EXEMPLE 22 —
_)
1. Dans R3 muni de (7,7, k), soit e1(0,1,2) et e3(0,2,3). Alors Vect(e1,ez) est le plan vectoriel

engendré par ey et ea. On a k = 2e; — eg € vect (e1,€2) et j = e} — 2k = —3e; + 2e5 € vect (eq, e2),
donc vect (4, k) C vect (e1,e2). Et réciproquement, ey, es € vect (j, k), d’ot vect (e1, ea) = vect (4, k).
1 1
2. Soit P=Vect ([ 1 |,(2]). Ona
-1 3
1 1 Tty
P=Xz| 1 |+y|2|=[2+2y |, z,y e K>
-1 3 —x + 3y

§ 2. Parties génératrices

DEFINITION 23

1. Si A est une partie de E, on appelle sous-espace engendré par A lintersection A des sous-espaces
vectoriels contenant A.

2. Si F est un sous-espace vectoriel et si A= F, on dit que que A est une partie génératrice de F'.

ProPOSITION 24
Le sous-espace A engendré par A est égal a l’ensemble A des combinaisons linéaires de A.

Preuve — Comme A est un sous-espace vectoriel contenant A, il contient toutes les combinaisons linéaires d’éléments de
n

A, c’est-a-dire A:AcC AcC A 1l suffit donc de montrer que A est lui-méme un sous-espace vectoriel : soit x = Z ;T
i=1
m n m !
ety = Zﬁiyi, avec x;,y; € A et a;,8; € K. Alors pour tout A\, u € K, Az 4+ py = Z)\aﬂi + Zﬂﬁiyi est bien une
i=1 i=1 j=1
combinaison linéaire d’éléments de A et donc est dans A. A est un sous-espace vectoriel contenant A, il est donc contenu

dans A. O

REMARQUE 25 — On a bien monré que A=Aet que c’est le plus petit sous-espace vectoriel contenant A.

En particluier, Vect(x1,- - ,x,) est le plus petit sous-espace vectoriel contenant x1, ..., Ty,.
20 —y
EXEMPLE 26 — Soit F' = x+2y |, z,y € K23 C K3. Alors F est un sous-espace vectoriel car
3x — 2y
2 -1 2 -1
F={z|1|+y| 2|, z,yeK}=Vect({1],| 2 ])
3 -2 3 -2

1.2.2 Somme d’espaces vectoriels
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COROLLAIRE 27
Soit Fy, ..., I}, des sous-espaces vectoriels de E. Alors I’'ensemble

F, = {le | Vi ; € Fi}
=1 =1

?

est le plus petit sous-espace vectoriel contenant les F;.

REMARQUE 28 —
1. En particulier, F + G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant F' U G.

2. On a vect(xy, - ,xy) = A avec A = {z1, -+ ,xn}, donc c’est le plus petit sous-espace vectoriel
contenant les x;.

EXEMPLE 29 —
1. C =R + Ri.
2. R ={(0,y,2) , y,z € R} + {(2,9,0) , 2,y € R}.

3. R[X] = {(un) € R[X], up =0} +{P € R[X], u; =0}.
En effet, (un) = (vn) + (wy) avec vg =0, v, = up, sin >0 et wy = ug, w, =0, sin > 0.

1.3 APPLICATIONS LINEAIRES

1.3.1 Définitions et exemples

DEFINITION 30

Soit E et F' deux espaces vectoriels sur K et u une application de E dans F. On dit que
1. w est linéaire siVa,y € E et YA, u € K,alors u(Ax + py) = Au(z) + pu(y).
2. u est un endomorphisme (ou un opérateur) si F=FE :u: E — E.
3. u est un isomorphisme, si u est bijective.

4. u est un automorphisme, si u est un isomorphisme et E = F'.

EXEMPLE 31 —

1. Pour A € K* fiz€, Uapplication hy : x — Az est un automorphisme de E appelé homothétie de
rapport \.

2. u: (x,y) — (z+y,2x —y) est un endomorphisme de R.

3. L’application ¢ : C°(R,R) = C*®(R,R), f +— [ est un endomorphisme de C°(R,R) mais ce n’est
pas un automorphisme (le noyau n’est pas nul).

PROPOSITION 32
Soit u un isomorphisme de E sur F, alors sa réciproque u™' est un isomorphisme de F sur E.

Preuve — Il faut vérifier que u~! est linéaire : Soit y et y’ dans F. Il existe = et 2’ dans E tels que u(z) = y et u(z’) = y'.
Alors

w lin.

u Oyt py') = T (@) + pu(a’)) u”Hu(a + pa')) = Az + pa’ = A (y) + puT (),

1 est bien linéaire. O

et u

REMARQUE 33 — Une application linéaire u : E — F est en particulier un morphisme du groupe (E,+)
dans le groupe (F,+) et donc u(0) =0 et u est injective ssi son noyau est réduit a 0.
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1.3.2 L’espace des applications linéaires L(E, F)

DEFINITION 34
On note L(E, F) l’ensemble des applications linéaires de E dans F.

PROPOSITION 35
L’espace L(E,F) a une structure de K espace vectoriel avec les lois

Vu,v € L(B, F), VA €K, (u+0v)() = u(@) +v() et (u)(x) = Mu(z).

Preuve — Il faut vérifier toutes les conditions, c’est long mais pas difficile, donc un bon exercice. O

PROPOSITION 36
Soit E, F et G trois espaces vectoriels, f € L(E, F) et g € L(F,G). Alors go f est linéaire : go f € L(F,G).

Preuve — On calcule
(g0 O+ py) = g(f O+ py) T 2% g (@) + nf ) T 2™ Ag(F () + 19 (F (W),

et g o f est bien linéaire. O

EXEMPLE 37 — L’application K[X]| = K[X], (un)nen — (Un + Nn—1)nen est un endomorphisme.

1.4 SOMMES DIRECTES

DEFINITION 38
On dit que deuxr sous-espaces vectoriels F' et G d’un espace vectoriel E sont en sommes directes si
F NG ={0} et note alors F ® G. De plus, si E=F + G, alors on dit que F et G sont supplémentaires :

E=F®G + (E=F+Get FNG={0}).

PROPOSITION 39
Avec les notations précédentes E = F ® G si et seulement si pour tout x € E, il existe un unique couple
(xp,zg) € F X G tel que x = xp + 2¢.

Preuve — Si tout  dans E s’écrit de maniére unique r = g + x¢, alors certainement £ = F + G et si z € FFN G, alors on
peut choisir (zp,zg) = (2,0) ou (zp,zg) = (0,z) et Punicité implique zp = xg = 0, ce qui montre que F NG = {0}.
Et si E = F ® G, alors certainement il existe (zp,zg) € F X G, tel que z = zp + z¢.

EXEMPLE 40 —

1. Soit D, :K(;) et Dy = K. (1) OnakK?2=D;®Ds car

(a) Soit U = (;) € Dy N Dy, alors (;) =A (;) =u (1) On en déduit que A = = 2u, donc
A=pu=0 etﬁzﬁ.

(b) Soit U = (5) € K2. On cherche A, p € K tels que

() =) ()= (55

On trouwve A=y —x et p = 2x —y. Donc W € Dy + Ds.
2. On verra que deux droites vectorielles D1 et Do distinctes dans le plan sont supplémentaires :
R? = D, @ D.
Dans R3, vous pouvez montrer que deux droites vectorielles distinctes sont en somme directe mais
ne sont pas supplémentaires l'une de l'autre : on verra que l’on a besoin de rajouter une troisiéme
droite Ds. On va définir la somme directe de 3 (ou plus) espaces E = D1 @ Dy @ Ds.
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1 1 0
3. Soit D=K. |0 etP:Vect( 11,10 ).AlorsK3:D69P car
1 1 1

z
(a) Si 4= |y| eDNP, alors il existe \, p, v € K3 tels que
z

= + v

IS ]
= O =
I
=
— =
= o O

La deg)m’éme coordonnée donne u = 0, puis la premiere donne A\ = 0 et enfin v = 0, donc
u=0.
x

(b) De plus, si U =|y| €eK3, on cherche A\, u et v € K, tels que

x 1 1 0 A p
yl =210 +p|l]+v|0]| = 0
z 1 1 1 u+v
La seconde coordonnée donne v =y, puis la premiére donne A =x —y et enfin v =2z — y.
1 3 -2
(c) Soit D=K |[1]| et P=Vect(|2],[—-1]).
2 1 1
3 -2
On vérifie que | 1| = 2|+ | —-1] € DN P, donc D et P ne sont pas en somme directe.
1 1

THEOREME 41
Soit F1, ..., F,, des sous espaces vectoriels de E et u ’application linéaire surjective :

P x. . -xF,>F=F+---+F,, (x1,~--,xn)Hu(xl,--«,xn):in.
i=1

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. w est un isomorphisme d’espace vectoriels.

n
2. Tout x € F s’écrit de facon unique v = Z x;, avec x; € F;.
i=1

n
3. z x; = 0 entraine x; = 0 pour tout i.
i=1
4. Pour tout i, F; N ZF]- = {0}.
i#£]

Preuve — 2/ dit que u est bijective et 3/ qu’elle est injective donc bijective puisque u est toujours surjective. On en déduit
donc que 1/, 2/ et 3/ sont équivalentes.

3/ = 4/ sl existe x; € Fy N3, Fy, alors @y = 32, @5, donc 0 = @ — 33, @, et d’apreés le 3/ on en déduit que
x; = xj = 0. Donc 4/ est vérifiée.

4/ = 3/ Supposons } x; = 0. il existe un i tel que z; # 0 alors x; = — 37, ., ; € F; N}, ., Fj, ce qui contredit 4/. O

DEFINITION 42
Lorsque les conditions du théoréme précédent sont vérifiées, on dit que la somme des F; est directe ou que

F est la somme directe des F;. On écrit

F:@Fi o F=F & ---&F,.

i=1
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REMARQUE 43 —

1 0 0 T
. OnaK3P=K. |0]®K|1]|®K|0], car tout vecteur U= y | € K3 s’écrit de maniére unique
0 0 1 z
comme une combinaison linéaire de ces trois vecteurs :
1 0 0
U=z|0|+y|l1]+2]0
0 0 1

. D'aprés 8/ F =F, ® Fy--- @ F, si et seulement si tout vecteur x € F se décompose de maniére
unique dans Fy, ..., F,, : x = x1+ -+ x,. On en déduit par récurrence que c’est équivalent a
montrer par exemple (l’ordre étant indifférent)

(...((Fl@FQ)@Fg)@"'@Fn_1>@Frp

1 3 2
. Montrez que D1 =K. [ 0], Do=K. | 2| et D3 =K. | 1] sont en somme directe. On vérifie que
1 1 2
x
DiyN Dy ={0}, puis siu= |y | € (D1 ® D3)N D3, alors il existe A\, u et v € K tels que
z
1 3 2 A=3u+2v (a)
AMO|=pl2]+rv|]l| = 0=2u+v (b)
1 1 2 A=p+2v (o

De (a) — (¢) on trouwve = 0, la seconde coordonée donne v =0 et finalement A = 0. Ce qui montre
bien que Dy @ Dy ® D3. On a en fait K3 = D1 @ Dy @ D3. Vous pouvez le vérifier ou attendre la
partie sur la dimension d’un espace vectoriel.

. Mais si pour montrer que Fy et Fy sont en somme directe il suffit de motrer que Fy N Fy = {0}, ce
n’est plus vrai pour n > 3 :

comme le montre ezemple dans R? : Fy = (i), Fy = (j) et F3 = (i + 7).
. Nous admettrons qu’un sous-espace F' C E admet toujours un supplémentaire. L’exemple ci-dessus

montre qu’un supplémentaire n’est pas unique.
Par contre, on peut montrer que deux supplémentaires a un méme espace sont toujours isomorphes.

1.5 FAMILLES LIBRES, FAMILLES GENERATRICES, BASES

1.5.1 Familles libres

§ 1. Définition

DEFINITION 44

1. Une famille de vecteurs (e1,- -+ ,en) est libre si elle vérifie :

m
Z Nie; = 0 si et seulement si \; = 0 pour tout 7.
i=1
On dit aussi que les vecteurs 1, ..., x, sont linéairement indépendants \ %755\

2. Une famille de vecteurs (e;);cr mnon mécessairement finie est libre si toute sous famille finie

(€iy,- -, €, ) est libre. On dit aussi que les vecteurs e; sont linéairement indépendants.



1.5. FAMILLES LIBRES, FAMILLES GENERATRICES, BASES

3. Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée, c’est-a-dire si et seulement si il existe
(€iy,++ ,ei, ) une sous-famille et A1, ..., A, non tous nuls tels que

Av€iy + o+ Ameg, =0,

et on dit alors que les vecteurs e; sont linéairement dépendants \“VEFI .

EXEMPLE 45 —

1. Une famille de deux vecteurs (e, eq) est lide si et seulement si ey et es sont colinéaires \iﬁ?ﬂ’z\

2. Une famille de trois vecteurs (e1, ea, e3) dans R? est libre si et seulement si ils ne sont pas coplanaires
(leur déterminant est non nul).

3. Attention (1,1) est libre dans R mais est liée dans C.

EXEMPLE 46 —

1. Dans K", la famille ((1,07 cee,0),-0-,(0,---,0, 1)) est libre.

2. Dans K[X], on pose X° = (1,0,---,0,---) pour tout k € N*, X¥ =(0,---,0,1,0---). La famille
k

(XO,X1,~-- ,Xm

3. Siay, ..., an est une suite de nombres strictement décroissante, alors (e*1*,--- ,e*n®) est libre :
procéder par récurrence et supposer une relation de dépendance entre m vecteurs multiplier par un
e~ %% dériver et en déduire une relation de dépendance entre m — 1 de dépendance entre m — 1
vecteurs. Conclure.

4. La famille (e®*),er est libre.

5. Une sous-famille d’une famille libre est libre.

L+ ) est libre.

§ 2. Caractérisation

PROPOSITION 47
Soit (e1,- -+ ,en) une famille de vecteurs telle que ey # 0 et pour tout 2 <i <mn, e; & vect (e1,--- ,e;_1),
alors la famille est libre.

Preuve — On procéde par récurrence sur n, pour n = 1 la propriété est évidente. Pour n > 2, si on a relation de dépendance
Arer + - An—1€n—1 + Anen = 0, alors A\, = 0 car sinon

1
en = 7(/\161 + - An—1en—1) € vect (e1, -+ ,€n—1),
n
ce qui contredit les hypotheéses, et donc on a une relation de dépendance entre ey, ..., e,—1, et comme par récurrence cette
famille est libre, on en déduit que les \; sont nuls pour tout ¢ et la famille est libre. O

PROPOSITION 48
Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E en somme directe, (x1,---,x,) une famille libre de F et
(Y1, , Ym) une famille libre de G. Alors (1, ,Tn, Y1, ,Ym) est une famille libre de F & G.

Preuve — Supposns o121 + -+ + anxn + B1y1 + - - + Bmym = 0, alors
a1x1 + -+ antp = —(B121 + - + BmTm)

mais ce vecteur appartient a F'N G, or ces deux espaces sont en somme directe, donc c’est le vecteur nul, et tous les o et les

Bi sont nuls puisque les familles (z;) et (y;) sont libres, ce qui permet de conclure. O

1.5.2 Familles génératrices
DEFINITION 49

Soit (z;);cr une famille de vecteurs de E. On dit que (x;);c1 est une famille génératrice de E si vect (x;, i €

)= E.

10
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EXEMPLE 50 —

1. La famille ((170--- ,0),---,(0,--+,0, 1)) est une famille génératrice de K.

2. X9, ..., X" engendrent K,[X] = {(uk)ren € K[X] | Vk > n+ 1, ux = 0}, I'ensemble des suites
dont les termes sont tous nuls a partir du rang n + 1.

3. (X0, X" ...) est une famille génératrice de R[X] (il n’existe pas de famille génératrice finie
de K[X]!).

4. La famille (f1, f2) de vecteurs de R? avec f1(1,1) et fo(1,—1) est une famille génératrice de R2.

PROPOSITION 51
Soit F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E et (x1,--- ,x,) une famille génératrice de F et (y1,- -+ ,Ym)
une famille génératrice de G. Alors (x1,-++ ,Tn, Y1, - ,Ym) est une famille génératrice de F + G.

Preuve — Tout élément z € F' 4+ G s’écrit z = xp + yg avec xp € F et yg € G, et par hypothése zp = \z1 + -+ Anxpn
et yg = p1y1 + - - + m¥Ym. Donc
2=MT1 4+ AnTn + Y1 + 0+ mYm,

et z € vect (z1,*+ ,Zn, Y1, -+ ,Ym) et la famille est bien génératrice. O

1.5.3 Bases
§ 1. Définitions

DEFINITION 52
Une base \*=\ d’un espace vectoriel E est une famille (e;);cr de vecteurs de E qui est a la fois libre et
génératrice.

EXEMPLE 53 —

1. (1,4) est une base de C comme R-espace vectoriel.
2. (f1, f2, f3) avec f1(1,1,0), f2(1,0,1) et f3(0,1,0) est une base de R3.

3. On appelle base canonique de R™ la base (e1,- - ,e,), ot e; est le vecteur (0---,0,1,0,---,0) le 1
étant en i-éme position.

4. Deuz vecteurs non colinéaires dans le plan ou trois vecteurs non coplanaires dans R? forment une
base!

THEOREME 54
Tout K-espace vectorieln E, E # {0} admet une base (mais elle n’est pas nécessairement finie!)

DEFINITION 55
Soit E un espace vectoriel qui admet une base finie (e1,--- ,ey). On appelle coordonnées \"AFr\ du vecteur
u € E dans cette base lunique n-uplet (x1,--- ,x,) tel que

uUu=2x1€1+ -+ ITpey.
REMARQUE 56 — L’existence vient du fait que la famille est génératrice, l'unicité du fait qu’elle est

libre : supposons qu’il existe des autres coordonnées u = yie1 + -+ + yne, et en prenant la différence
(x1 —y1)er+ -+ (xn — yn)en =0, d'ot x; = y; pour tout i.

§ 2. Caractérisation

PROPOSITION 57
Soit F' et G deuzx sous-espaces vectoriels de E, (x1,- -+, x,) une base de F et (y1,--+ ,Ym) une base de G.

Alors
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(X1, yZny Y1, ,Ym) est une base de F + G ssi F' et G sont en somme directe.

Preuve — Si F'@ G, on a vu que la famille était libre et génératrice. D’autre part si 0 # a € F'N G, alors z s’écrit dans la
base des z; et dans la base des y;
a=o0171 + -+ anTp = f1y1 + - + BmYm

et a sécrit de deux manieres avec des vecteurs de la famille (z1,- -+ ,Zn,y1, - ,Ym) : ce n’est pas une base. O

REMARQUE 58 — Pour montrer que E = F & G, il suffit de trouver une base de F' et une base de G et
montrer qu’en les concaténant on obtient une base de E.

EXEMPLE 59 — On a R? est la somme directe du plan P d’équation x +y + z = 0 et de la droite D
engendrée par le vecteur n(1,1,1). Une base de P est e1(1,—1,0) et e2(1,0,—1), donc (e1, ea,n) est une
base de R3.

ProprosiTION 60
Si E est engendré par une famille a n éléments (e1,--- ,ey), alors toute famille libre (f1,--+ , fm) @ au
plus n éléments (c’est-a-dire m < n).

Preuve — On procede par récurrence sur n. Le cas n = 1 est évident.
Supposons P(n) : “un espace vectoriel engendré par n éléments, alors toute famille libre a au plus n éléments” est vrai.

Montrons P(n + 1) : supposons que E est engendré par n + 1 éléments et soit (f1,-- -, fm) une famille libre, on veut montrer
que m <n+4 1.

Si pour tout 4, f; € vect(e1,--- ,en), alors (f1, -, fm) est une famille libre d’un espace engendré par n éléments et donc
m <n.

Sinon, il existe ig tel que

fig = Mig€n+1+ une combinaison linéaire des eq, ..., e avec Ay, # 0.
Mais pour tout ¢ € {1,--- ,m}
fi = Aien4+1+ une combinaison linéaire des ey, ..., en.
donc pour 7 # 49, la famille des vecteurs f; — ;‘Tlf.bo € vect(e1,- -+ ,en) est libre et dans un espace engendré par n vecteurs

d’out par récurrence m — 1 < n et donc m < n + 1 et la démonstration est terminée.
Remarquez que l'on a en fait appliqué la méthode du pivot de Gauss en choisissant la ligne ig pour éliminer le vecteur e, 1.
O

COROLLAIRE 61

(Fondamental) Toute base d’un espace vectoriel engendré par n éléments a au plus n éléments.

COROLLAIRE 62
(Trés pratique) Toute famille libre & n éléments dans un espace E engendré par n éléments est une base.

Preuve — Soit une famille libre libre (eq,--- ,en) libre.
Montrons que la famille est génératrice : soit « € E, alors (e1,--- ,en, ) est liée car a n + 1 éléments et E engendré par n
éléments : Aje1r + -+ + Anen + Az = 0 avec les \; non tous nuls. Mais si A = 0, alors ceci contredit (e1,--- ,en) libre, donc

A # 0, mais alors
Moy 2n
r=——e ce e
h\ 1 by ux
et x appartient bien & I’espace engendré par les e; qui donc forment une famille génératrice, donc une base puisque libre. [J

EXEMPLE 63 — f1(1,2,0), f2(1,0,3) et f3(0,1,0) forment une famille libre de R® donc est une base (car
R? est engendré par 3 vecteurs!).
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