Calcul des structures — Olivier Bareille

Obijectifs du cours

Cours de calcul des structures

Partie dynamique des structures

Objectifs :

- présenter la structure des équations de la mécanique des structures

- formuler un probleme, mettre en équation ce dernier : principes fondamentaux, obtention et
écriture des équations

- introduire deux outils essentiels pour analyser, comprendre et maitriser le comportement
dynamique et vibratoire des structures : la synthése modale, I'analyse par eléments finis et plus
généralement la recherche d’'une solution approchée.

Chapitre n+1
Formulation du probléeme en dynamique des structures . formulation forte / formulation faible
| — Approche différentielle sus les systemes discrets
Il — Principe de Hamilton
lll- Systemes continus
Chapitre n+2
Calcul modal des structures
I- Modes de vibrations
lI- Propriétés de modes
[ll- Synthese modale
Chapitre n+3
Discrétisation des structures
|- Analyse discrete des structures : objectif et principe
lI- Mise en ceuvre
llI- Calcul modal sous forme discréte
IV- Introduction des élements finis
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Modes de vibrations
Proprietés des modes
Synthese modale
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| — Modes de vibration

I-1- Notion de mode

Exemple : équation du mouvement en traction-compression

— U(X,1)

Principe de d’Alembert : solutions sous la forme

0%

0%

~ES—— =-pS—

ox?

Il existe, dans certains cas, des solutions qui

peuvent se mettre sous la forme :

2 2
—ESa XT —pSXa—;r
ox? ot
1dX _1dTpS
X dx?® T dt> ES

2

ot?

u(x,t) =f(x —ct) +g(x +ct)
forme propagative de la solution

u(x,t) =U.X(x).T(t)
solution par séparation de variables
X(X) forme spatiale de répartition

des amplitudes (forme en ondes
stationnaires de la solution)

k2 >0, pour obtenir une
solution stable vis-a-vis du
temps
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| — Modes de vibration

I-1- Notion de mode

2 2

-ES X T= —pSXa—T
ox? ot?

d°X _1d°T pS

1
Xdx2 Tdt?ES

/N

X" - — T"

solution harmonlque de I'espace
X — A e+ikX + A e—ikX
= A, cos(kx) + A sin(kx)

N

2

solution harmonlque du temps
T :B e+i00t +B e—iwt
=B cos(wt) + B sin(wt)

u(x,t) =U.X(x).T(t) =f(x —ct) +g(x +ct)

k2 >0, pour obtenir une
solution stable vis-a-vis du
temps

avec W’ = E k?
PS
w
avec C=—
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| — Modes de vibration

[-2- Définition des modes

Il existe des solutions harmoniques aux eéquations
homogenes du probleme de vibrations.

Ces solutions correspondent aux ondes stationnaires.

Mode propre : solution harmonique libre aux équations (homogenes)
(équations d’équilibre homogénes + cdts. aux limites homogénes en déplacement ou en force)

u(x,t) - u(x,t)=@x)e"

équation du mouvement (forme forte) Au=-pU + cdts. limites
A([)_ (Dz([ij (A, opérateur différentiel)

équation du mouvement (forme faible) jQ AuvdQ =- .Q puvdQ [Ov

=0, cdts. homogénes ["']aQ + a(u, V) = - .quv dQ [lv

On peut mettre le probléme sous la forme a(u,v) =(pu,v) 0Ov

avec a( ., .) et (.,.) formes bilinéaires symétriques.
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| — Modes de vibration

Exemples 1D : justification de la forme générale
en formulation forte et en formulation faible

Au =—pU a(u,v) =(pu,v) 0Ov

Barre en traction-compression

9 [ggU :—psa—” ~ Au=-2[gsM
ax 0X ot? ax 0X

= | (pu,v) = —IOL Spu.vdx

L ) ou ou | ou v
(Au,v)_j Au.vdx_—j —|ES— |vdx=-|ES—. jES——d
0 0 gx 0X 0X 0X 0X

- J

~
. R ou
=0, cdts. limites homogenes Hu,_,... -ES( j ouU U,_goL
aX x=0ouL

opérateur différentiel de frontiere

= a(u,v) = jEsa—)‘: Z—Xd
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| — Modes de vibration

Exemples 1D : justification de la forme générale
en formulation forte et en formulation faible

Au =—pU a(u,v) =(pu,v) 0Ov

Poutre en flexion

02 0%u 0%u 02 0%u
El =—-pS— Au = El
aXZ[ axzj a7 M [

2 2 2 L 2 L 2 2
(Au,v):jL 9 . £l l; vax=| 2|2 l; v| -|gduv +J'LEIE.6—de
00X 0X 0X 0X . 0 , °

X% OX x> ox?
~— —~— — d (o
a_x EI aXZ 6u
=0, cdts. limites homogénes Hu,_,,, = ) ou | 9x
El(a—gj u
opérateur différentiel de frontiére 0x x=0ouL

L_ 0°u 0°v
= a(U,V) :J‘O Elyydx
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| — Modes de vibration

Bilan :

Soit @ solution harmonique libre (cdts. limites homogenes), il existe w tel que

AQ=pw’@ =  |a@,v)=w’(pe,v) Ov

+ cdts. limites

(([Ji ; (JL]i) est appelé le mode propre i

Formule de Green, formulation équivalente a la formulation forte : IQU.AV.dQ =(u,Av) = (Au,v) +[..]]
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Il — Propriétés des modes propres

11-1- Orthogonalité des modes propres

Soit (@, @) mode propre  _, a(@,,9,) = w," (PP, P,)
Soit (w,, @,) mode propre aQ,,9,) = wpz(p(Pp,(Pn)

Par soustraction membre a membre : (oon2 —oopz)(p(pp,(pn) =0

— (P¢,.¢,)=0 (produit scalaire)

Les modes propres sont orthogonaux suivant le produit scalaire (p ., .).

Remarque : (p ., . ) est une forme bilinéaire symétrique, définie et positive sur 'espace
vectoriel des solutions
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Il — Propriétés des modes propres

[1-2- Unicité et normalisation

Soit (w,, @,) mode propre
Soit a un nombre reel
par définition : A, = p(.onchn
alors @, est aussi solution
AaQ, = pw ‘a@.

Par consequent @, est défini a un coefficient multiplicatif pres.

Choix de normalisation, pour définir I'unicité : |(P€¢,,¢,) =1

Conseéquence : les modes propres sont une base orthogonale
(voire orthonormeée) de I'espace des solutions.

On peut ainsi représenter la solution sous la forme :  u(x,t) = Z)\n(t).cpn (X)

coordonnée généralisée
n dans la base modale

Remarque : on démontre qu’il existe une infinité de modes propres (espace des solutions

de dimension infinie)
10
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lIl — Synthese modale

[1l-1- Base modale

On peut représenter toute solution sous la forme :  u(x,t) = Zqi(t).cp, (X)

Formulation forte : ~ Au=—-pu+f et cdts. limites

Formulation faible :
_[ Au.(pjdx+j p[j.cpjdx:j f.pdx U
. | A2 a9 cp,dx+j P2, (00 () dx = | fodx Do

intégration par parties

\ Zqi(t)'a((pl’(pj) _LQ(HZqi'cﬂJ'q)jdx_l_qi = fj
| \

opérateur différentiel de frontiere

w’q; -F +§, =f,

Une équation pour chaque mode |

G+ q; =F +f,

Equation de base pour le calcul en base modale

11
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lIl — Synthese modale

[1l-1- Base modale (suite)

Réponse harmonique

. — oot —_ oot it
Soit F;+f, =g,e alors q; =Q;e™ + forme transitoire

19

v

i
2 K i
W, =— pulsation propre
m;
m. masse modale

K. raideur modale

Forme analogue a celle d’'un
oscillateur harmonique : résolution

identique pour g;dans tous les cas :

* réponse forcee

» analyse de Fourier

* intégration, réponse transitoire ...

12
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lIl — Synthese modale

[1I-2- Synthése modale — effet de troncature

Au=-pu+f etcdts. limites Calcul des modes propres ((Pi , (JUi)

u(x,t) =2 q;()4(x)

G+ q; =F +f,

Calcul des q

1 : | : | Reconstruction de la solution

jUUU u() =X a 090
e e .

i N

L G(X, t) = Z q,(t).@(X) troncature &N
i i=1

o W, ('l) ”

effet de troncature
réponse harmonique

2

13
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lIl — Synthese modale

[1I-2- Synthése modale — effet de troncature (suite)

A
@ | _ N
: u(x,t) = Z g,(t).@(X) troncature &N
i =1 effet de troncature
5 A 1 |
; Qe +Qe '
o >
A |
Q.| ;
© g W, W, g
A |
Troncature : Q.0 +Q,, +Qy :
* perte de la réponse a plus haute
'y fréquence
2| * perte de niveau en dehors des
résonances
_— s e .
k ~
: ! 1 .
5 > | .
w W, 0,

14
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lIl — Synthese modale

[11-3- Amortissement

Constat : valeur finie de la réponse en
résonance, effet de 'amortissement
(analogie systeme 1ddl)

G +25,w 0, +w°q, =F +f,

C

. j taux d’amortissement
| 2m,w,

\ 4

® C j coefficient d'amortissement

Hypothese de Basile : chaque éguation modale a son propre
amortissement; il n’y a pas de couplage.

C’est-a-dire qu'’il existe une fonction « potentiel de dissipation » associée a une force
visqueuse qui travaille. On suppose alors que I'orthogonalité des modes est préservée

(hyp. de non couplage des modes par les effets de dissipation).

15
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Bilan

Chapitre n+2

Calcul modal des structures
| — Modes de vibrations
Il — Propriétés de modes
[ll- Synthese modale

Mode propre (([Ji : Odi) solution harmonique libre aux équations
homogenes du probleme.

Au = —pU a(u,v) =(pu,v) 0Ov

Modes propres = base orthogonale de I'espace des solutions

Les modes propres sont orthogonaux suivant le produit scalaire (p . , .).

On peut représenter toute solution sous la forme :  u(x,t) = Zqi(t).(pI (X)
.o . 2 _
Qi +2§,00; W q; =F; +1,
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