Calcul des structures - Olivier Bareille

Obijectifs du cours

Cours de calcul des structures

Partie dynamique des structures

Objectifs :

- présenter la structure des équations de la mécanique des structures

- formuler un probleme, mettre en équation ce dernier : principes fondamentaux, obtention et
écriture des équations

- introduire deux outils essentiels pour analyser, comprendre et maitriser le comportement
dynamique et vibratoire des structures : la synthése modale, I'analyse par eléments finis et plus
généralement la recherche d’'une solution approchée.

Chapitre n+1
Formulation du probléeme en dynamique des structures . formulation forte / formulation faible
| — Approche différentielle sus les systemes discrets
Il — Principe de Hamilton
lll- Systemes continus
Chapitre n+2
Calcul modal des structures
|- Modes de vibrations
lI- Propriétés de modes
lll- Synthése modale
Chapitre n+3
Discrétisation des structures
I- Analyse discrete des structures : objectif et principe
[I- Mise en ceuvre
[lI- Calcul modal sous forme discréte
IV- Introduction des éléments finis
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Analyse discrete des structures : objectif et principe
Mise en ceuvre

Calcul modal sous forme discréete
Introduction des éléments finis
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| — Analyse discrete des structures : objectif et principe

|-1- Objectifs

. recherche de solutions approchées (méthode de Rayleigh-Ritz)

. synthese modale discrete

. introduction aux éléments-finis

|-2- Principe

/ formulation forte
Définition du probleme \ deux formulations équivalentes

formulation faible, variationnelle

2 i .
Au=f —& 3 L(u,u’,0)dt =0 [OBdu cinématiquement
2 t
ot 1 admissible
cdts. limites u respecte les cdts. limites en déplacement

cdts. initiales = du=0suroQ,



Calcul des structures - Olivier Bareille

| — Analyse discrete des structures : objectif et principe

|-2- Principe (suite)

Recherche d’'une forme approchées de la solution aux équations
differentielles aux dérivées partielles sous la forme :

N
U~ u = Zz\' (t) .l.|Ji (;(2 {)\i}izl,N forme discrete de la solution
i=1 o

solution discréte {LIJi}izl N fonctions de représentation spatiale de la solution

cinématiquement admissibles

Les équations et les formulations fortes et faibles du probleme peuvent
alors étre écrites en termes de{)\i}izl,\I
Toutefois, la formulation faible est basée sur la minimisation d'une

fonctionnelle : critere d’optimisation intrinseque de la solution approchée.
N
U U =Y A (1) (X)
i=1

L(00.) L@ =LA 5[TLOy A, )dt=0 OB (DéU:ZN:&\i.quj

—~—

condition de minimisation
Trouver Ies{)\i ~inrevient a trouver un optimum.

Les {)\i}ile trouves sont le meilleur compromis, donc la me{'IIeTr solution

approchée de la solution en décomposition sur la base desi{; i=LN ,
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| — Analyse discrete des structures : objectif et principe

|-2- Principe (suite)

Recherche d’'une forme approchées de la solution aux équations
differentielles aux dérivées partielles sous la forme :

N
U~ u = Zz\' (t) .l.|Ji (;(2 {)\i}izl,N forme discrete de la solution
i=1 o

solution discréte {LIJi}izl N fonctions de représentation spatiale de la solution

cinématiquement admissibles

Les équations et les formulations fortes et faibles du probleme peuvent
alors étre écrites en termes de{)\i}izl,\I
Toutefois, la formulation faible est basée sur la minimisation d'une

fonctionnelle : critere d’optimisation intrinseque de la solution approchée.
N
U U =Y A (1) (X)
i=1

L(00.) L@ =LA 5[TLOy A, )dt=0 OB (DéU:ZN:&\i.quj

—~—

condition de minimisation
Trouver Ies{)\i ~inrevient a trouver un optimum.

Remarque : dé{nﬁrche comparable a I'écriture des équationsde  d oL _dL _
Lagrange pounA,f_, dt oA, A,
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Il — Mise en oeuvre

Formulation faible du probléme discret (écriture discréte du principe de Hamilton)

LB~V Wer  avee V=V, +Ve,

——
Expression nécessaire des grandeurs énergétiques.

Objectif : factorisatl e la forme discrete sous forme quadratique ou sous forme
linéaire, suivant Ies iz n @fin de faciliter le calcul variationnel.

lI-1-a- Energie de déformation

EX. : pOUtre en traction- CompreSSIOn
_ _ ou ou
Vint - Edéformation - EJ.O ES axj _J- ES( j( ox jdx

:ELLES(ZN;A“%) i)\i.%jdx

0X

lii A ESaLIJ LIJ’ole

i=1 j=1
zlii)\_ , forme bilinéaire symétrique
25 ’ donc quadratique

= I, )
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Il — Mise en oeuvre

Formulation faible du probleme discret (écriture discrete du principe de Hamilton)

LB VA Weq avee V=V + Ve,

Expression nécessaire des grandeurs énergétiques.

Objectif : factorisatign de la forme discréte sous forme quadratique ou sous forme
linéaire, suivant les )\i i—1 N afin de faciliter le calcul variationnel.

[1-1-b- Généralisation

Vit =Egstomation €St Une forme bilinéaire symétrique
1
Vint = Edéformation ZET [)\I][Klj][)\j]

avec pour terme général de la matrice Kij = a(LIJi,lle)

a(u,v) est obtenue directement a partir du premier

membre de I'équation en formulation forte Au=-pu mis
sous forme variationnelle.
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Il — Mise en oeuvre

Formulation faible du probleme discret (écriture discrete du principe de Hamilton)

LB VA Weq avee V=V + Ve,

Expression nécessaire des grandeurs énergétiques.

Objectif : factorisatign de la forme discréte sous forme quadratique ou sous forme
linéaire, suivant les )\i i—1 N afin de faciliter le calcul variationnel.

[I-2-a- Energie cinétigue

EX. : poutre en traction-corgpression
c. =1 Fos( %) ox=1 e[ % W)
J0 ot 27 ot \ ot
oL N . N .
) ES(Z)\i.Lpij(Z)\i.Lpijdx
* i=1 i=1

. L .
A f, PSW dx A,

0

NE

N e s - ..
Z - (m) forme bilinéaire symétrique
~ : donc quadratique

i Jow, w)li]

NIFR, NI NI N

|'Mz _I;IMZ

I
[SRY

|
-

_1r
2
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Il — Mise en oeuvre

Formulation faible du probleme discret (écriture discrete du principe de Hamilton)

LB VA Weq avee V=V + Ve,

Expression nécessaire des grandeurs énergétiques.

Objectif : factorisatign de la forme discréte sous forme quadratique ou sous forme
linéaire, suivant les )\i i—1 N afin de faciliter le calcul variationnel.

[1-2-b- Généralisation

E. est une forme bilinéaire symétrique

Ec :%T[j‘i][Mij][j‘j]

avec pour terme général de la matrice |M; = (py;, ;)

(pu,v) est obtenue directement a partir du second

membre de I'équation en formulation forte Au=-pu mis
sous forme variationnelle.
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Il — Mise en oeuvre

Formulation faible du probleme discret (écriture discrete du principe de Hamilton)

LB VA Weq avee V=V + Ve,

Expression nécessaire des grandeurs énergétiques.

Objectif : factorisatign de la forme discréte sous forme quadratique ou sous forme
linéaire, suivant les )\i i—1 N afin de faciliter le calcul variationnel.

[[-3-a- Travail des actions mécaniques extérieures
Actions volumiques = forces qui derivent d'un potentiel

? R ) IQ fﬂ dQ = _Vext (Ouwext)

EX. : poutre en traction-compression, verticale

N
-V, = LL Sfudx = j: Sf_izzll)\iwi dx _JE(X’D

L forme linéaire
:@ jo Sf .dx > l

T[] avec f, = [ Sf

—h|

10



Calcul des structures - Olivier Bareille

Il — Mise en oeuvre

Formulation faible du probleme discret (écriture discrete du principe de Hamilton)

LB VA Weq avee V=V + Ve,

Expression nécessaire des grandeurs énergétiques.

Objectif : factorisatign de la forme discréte sous forme quadratique ou sous forme
linéaire, suivant les )\i i—1 N afin de faciliter le calcul variationnel.

[I-3-a- Travail des actions mecaniques extérieures (suite) lF

Actions de contact ou de liaison (démarche analogue)
Ex. : poutre en traction sollicitée en x=L

FO™ L FUL) =Fu(L)

@i(t).wi(L) —> forme lineaire _lJ(X,t)

:T[Fi][)\i] avec F =Fy.(L)

11
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Il — Mise en ceuvre

Formulation faible du probleme discret (écriture discrete du principe de Hamilton)

LB VA Weq avee V=V + Ve,

Expression nécessaire des grandeurs énergétiques.

Objectif : factorisatign de la forme discréte sous forme quadratique ou sous forme
linéaire, suivant les )\i i—1 N afin de faciliter le calcul variationnel.

[1-3-a- Travail des actions mécanigues extérieures (fin) M

Actions de contact ou de liaison (démarche analogue) e
EX. : poutre en traction sollicitée par un couple appliqué en x=L

ou(x,t)

M [ ‘@ﬂ' - M. G(L t) M—= Ul | Poutre en
“— |flexion, modéle

d’Euler Bernouilli

forme linéaire ou(x, t)

B(x,t) =

12
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Il — Mise en oeuvre

Formulation faible du probleme discret (écriture discrete du principe de Hamilton)

LB VA Weq avee V=V + Ve,

Expression nécessaire des grandeurs énergétiques.

Objectif : factorisatign de la forme discréte sous forme quadratique ou sous forme
linéaire, suivant les )\i i—1 N afin de faciliter le calcul variationnel.

11-3-b- Généralisation

ou . .
ull’-(u,—,..)=Du D, opérateur différentiel
.\ 0X
F
M\ _ t densité d’effort (contrainte) suivant la limite aQF
P

J

— N —
W, =| _tDuddQ, =3[ tDy ddQ.A
i=1 "

Q.

= iZ:N11<E,DL|Ji >‘ ')\i:T [Fu][)‘u]

Q.

13
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Il — Mise en ceuvre

[1-4- Application du principe de Hamilton

5'[:2 Ldt =0 [du cinématiquement ou(t,)) =0 et odu(t,)=0

admissible et telle que

OE. = 6[1ZN:ZN:}\i-(pL|JnL|Jj) )\Jj OV =0V, +0V,
A T T
NN . = [)‘i][Kij][&‘j]_ [fi][a)\j]
=3 > A(pW, b)) OA,

i=1 j=1
T

i o o, o)

14
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Il — Mise en ceuvre

[1-4- Application du principe de Hamilton (suite)

5_[:12 Ldt= _EZ T [}‘i ][Mij ][5}‘1]_T A, ][Kij ][5)‘1]+T [£]

:5)‘1]+T [Fi][é)\j:

= [T [Xi][l\/li,- ][5)‘111:12 B f {T [xi]['\/'u A

dt

:K j ]_T [fi ]_T [F|

—_——

LIOA; cinématiquement
admissible

avec S\ | =0etd)\| =0

o Jot

I I =)

15
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Il — Calcul modal sous forme discrete

l11-1- Modes discrets

c

u

¢
A,
X,

4 N

" [Xi] n = [)\i] n
solution d’un probléme du type [I\/Iij“}{ij+ _KijJ[)\i] = [fi] + E]
solution d’un probléme du type (‘ [ |_|V|ij_ + |_Kij] Xxi]n = O]

[1I-2- Propriétés : orthogonalité et normalisation

det(lKijJ— W’ [I\/IUJ ) =0 solution différente de [Xi] =[0]

"[xl,
"[xl,

Mais la solution n’est pas unique : elle est définie a
un coefficient multiplicatif pres.

:I\/Iij][Xj]m = Oy (P¢.:¢n) =0

analogue a

:Kij ][Xj]m = a%a)ménm a((pn J (pm) = oonoomanm

16
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Il — Calcul modal sous forme discrete

111-3- Synthése des modes approchés

X1, ¢

v

(Pn fonction continue, solution
approchée du mode propre ([]n

@,="[%][w, (%]

vecteur des fonctions ; «
U=
Remarque : (p@,,@.) =35,
(@ ) = @ @S,

lim (@,) =,
lim (@) = o,

lim a(g, -9, @, ~9,) =0
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Il — Calcul modal sous forme discrete

l1l-4- Base modale

Les vecteurs propres sont une base orthogonale (voire orthonormée)
de I'espace des solutions.

Changement de base :
[)\i] ’ _Qi]

G:Z)\iwi g :)\i]:[[>|<i]][qi] A =X

» matrice de vecteurs propres

Calcul dans la base modale :
MIA+[KIA =[]+ [F] e
[M] X5 +[K] Xq =[f] +[F]

TX[M] X+ X(K] Xq="X[f ]+ X[F]
o 0 O0fq] [1 0 OfqG] |*f
o . 0| : 0 "-. 0

0 0 offay] |0 O 1]qy| |fy

- TN

+

[

+
T ..
pd
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Il — Calcul modal sous forme discrete

l11-4- Base modale (suite)

On obtient alors N équations différentielles du second ordre
indépendantes.

—~
oo

G; + g, = E +F
Les conditions initiales sont obtenues a partir de U, = Z)\i (O)w.
U, = A (O)y,
Sachantque A, = Z X0 o alors Jio =TXi[|\/|])\O
Ao =D Xilhio Gio=" X, [M]A,
q;(t) = A, cos(wy t) +B; sin(wy;t) + solution particuliere

Amortissement : hypothese de Basile, amortissement modal

I:)dissipation :T}\C}.\ ! XCX — R
|:dissipation =-CA Rij - Cij6ij

6+Rq+Q%q = +F

matrice diagonale
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