Chapitre 4 Etudier une fonction

4.1 LES FONCTIONS

Soient deux réels a et b tels que a < b. Voici des intervalles de R :

[a,b] = {z € Rla <z < b} est un intervalle fermé;
la,b[={x € Rla < z < b} est un intervalle ouvert ;

Ja,b) = {z € Rla < x <b} est un intervalle ouvert & gauche et fermé & droite;
[a,b[={x € Rla <z < b} est un intervalle fermé & gauche et ouvert a droite.

Voici encore des intervalles :
|—o0b={zeRlz<b}, | —o0,b={x eRlz <b}, -, [a,+o0[={z € Rla < z} et | — 00, +o0[=R.

Soient E et F deux ensembles. Voici une fonction \BLST\ de F vers F :

fo B = F Soit f de E dans F qui & x associe f de x
z = f(z)

\FREE|F A\

E est I’ensemble de définition de f\RELfHIE LI\, f(z0) est Pimage \REUE\ de 2o et g est
un antécédent \JF&\ de f(zo).

f(xo)

Lo

FI1GURE 4.1 — Courbe d’une fonction f.

On lit zo sur 'axe des abscisses et f(z() sur 'axe des ordonnées. Une équation de la courbe de f
est : y = f(x).

EXEMPLE 1 — La fonction exponentielle est notée exp. Cette fonction est définie sur R. L’image de 0 est
1 et le nombre e est l'image de 1.
: R R*

g ~ + Soit g de R dans R plus étoile qui a = associe
x +— exp(z)

exponentielle de x

\grE N\ RE|RINEFIREL, & XL gr5Te B x K7\



4.2. LES SYMETRIES

DEFINITION 2 (opérations sur les fonctions)
Soit I C R. Soient f: 1 —R et g: I — R deux fonctions. On peut

— additionner f et g :
f+g: I

— multiplier f et g :
fg: I

— multiplier f par un réel \ :
A I — R
—

— diviser f par g si g ne s’annule pas :

@

4>
I (8

Soient f : K — L etg:I — J. SiJ estinclus dans K (J C K), alors on peut composer f et g,
c’est-a-dire définir une nouvelle fonction

fog: I — L
z = flg(@))

4.2 LES SYMETRIES

DEFINITION 3
Soit E CR. Soit f : E— R. On dit que :

1. f est une fonction paire \[HERE\ siVe € E, —x € E et f(—x) = f(x);
2. f est une fonction impaire \#FHE\ siVe € E, —z € E et f(—z) = —f(2).

Si une fonction est paire, alors 1’axe des ordonnées est un axe de symétrie.

EXEMPLE 4 — Les fonctions f : R >R, z+ 22 et g : R — R, x> [z| sont paires.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

f:R=R, z+— 22 g:R=R, z— |z

Si une fonction est impaire, alors :

le point (0,0) est un centre de symétrie \ i (0,0)&XFRFLN .



4.2. LES SYMETRIES

EXEMPLE 5 — Les fonctions f : R =R, z+— 23 et g : R* = R, 2+ % sont impaires.

y

80

-80

f:R=R, 2+ 23 g:R*—>R,x»—>%

DEFINITION 6
Soit E C R. Soit T € R%.. On dit qu’une fonction f : £ — R est :

1. T-périodique siVrx € E,x+T € E et f(x+T) = f(z);
2. périodique s’il existe T > 0 tel que f est T-périodique.

EXEMPLE 7 — La fonction tan est m—périodique. Les fonctions cos et tan sont 2w—périodiques.

=-im2 =l | x=m x= 32

bl in
cos : R—= R, z+— cosx tan : R\ 7Z = R, a2+ tanx
EXERCICE 8 — Montrer que la fonction
h: R — R
1 .
R
0 stnon

est périodique. Déterminer toutes ses périodes.

PROPOSITION 9

Soient f : I — R et g: I — R deur fonctions T-périodiques. Les fonctions f 4+ g, fg et \f sont
T-périodiques.



4.3. LES LIMITES

4.3 LES LIMITES

EXEMPLE 10 —
—2r — —o0 moins deux x tend vers moins l'infini
r——+00
quand z tend vers plus linfini

\ Bl TIETLS K, a8 T I\

lim(%) =0t limite de un sur z en plus Uinfini égale zéro plus

o \oh L —FEERS K NE R METE

L’ensemble des limites est R = R U {—o0; +00}.

PROPOSITION 11 (opérations sur les limites) B
Soient f : I — R et g: I — R deuzx fonctions. Soient A € R et a € R. §i lim f(z) = ¢ € R et

lim g(z) = €R, alors : o
1. (f +g)(x) tend vers £+ ¢ quand x tend vers a;
2. (Af)(x) tend vers M quand x tend vers a ;
3. (fg)(x) tend vers L' quand x tend vers a;

4. Sit' #0, alors ﬁ(m) tend vers £/0' quand x tend vers a.

Certaines limites sont des formes indéterminées : 0 x oo, 2, %7 00 — 00, 00”, 1%,

EXEMPLE 12 lim(%) =1 la limite de sinus x sur x en zéro égale un
\sin afR PLofE Z A2 AR FRZ —\
Voici d’autres formes indéterminées :

e’ In(x)
— — 400
xr x—+oo r x40 z—0t

1 x
0 z-ln(z) — 0 (1+> — e.

X Tr——+00

Voici encore des limites (elles ne sont pas des formes indéterminées) :

; 1
sin(x) N n(x) e
x T—>+00 r x—0t
; 222 + 323
EXERCICE 13 — 1. Etudier la limite en 400 et en 0 de w
3z 4 222 + a3

, 1 1
2. Etudier la limite en +00 de 2 — 2z +x + 5, de n(gj) et de n(z) .
x NG

4.4 LA CONTINUITE

DEFINITION 14
Soit une fonction f : I — R. Soit a € I. On dit que :

L est 4 o lim f(z) = f(a) limite de f de x quand z tend vers a égale f de a
. f est continue en z—a - .
“ \FESLTELE: M T o, f(a)BE T f(a)\

2. f est continue si f est continue en a pour tout a € I.



4.5. LA DERIVEE

EXEMPLE 15 —

1. Soit n € N*. Les fonctions f : R—> R, x+— 2™ etexp : R - R, & — e® sont continues.
2.

<

y=1(x)

f n'est pas continue en zéro : limite de f en zéro plus
égale deux et limite de f en zéro moins égale un

\REFALTES: FEEAAVERIRET —\
\REFA MRS T —\

PROPOSITION 16 (continuité et opérations)

Soient f : I - R et g: I — R deux fonctions continues en xo € I. Soit A € R. Les fonctions f + g, fg et
Af sont continues en xg.

EXEMPLE 17 — Soient n un entier et (ag,...,a,) € R"*L. La fonction

f+r R — R
r — ayt+aix+...+ax"

est un polynéme \Z W3\ \. Elle est continue.

4.5 LA DERIVEE

DEFINITION 18
Soit une fonction f : I — R. Soita € I. Si

W—)b,béﬂ% f de x moins f de a sur, x moins a
r—a

tend vers b un réel quand x tend vers a

\FEaSLRTTL:  f(x)Vif(a)BR LAl a0 BRI T 555400\

alors f est dérivable en a et la dérivée de f ena est f'(a) =10 f prime de a égal b

\AEALRIRL: fa —HEET b\

df
’ o . .
On dit ssi ¢ f (a) = 7x (a) fprlme de a egale dfsurdxena

\ f affl&E T AEamiih df BRPAdx\



4.6. VARIATIONS

FIGURE 4.2 — Une droite tangente

L’équation de la courbe est y = f(x). L’équation de la droite tangente au point (a, f(a)) est :

y=[(a) (x—a)+ f(a).

f f
T = z¢ x = ar® !
x> exp(x) | = — exp(z)
z — In(x) x—1/x
x +— cos(x) | x — —sin(z)
x —sin(z) | x> cos(z)

PROPOSITION 19 (dérivée et opérations)

(f+9))=f+9 f plus g prime égale f prime plus g prime
\ S0 g 055 AT g\
(f9) =f'g+fd f g prime égale f prime g plus f g prime
\ ol 5T Al ghn f i\
(%)’ = f/gt;fg/ f sur g prime égale f prime g moins f g prime sur g carré
4 ' \ B DA gFA) S 8055 T A g3 fg i B LA g7 7\
(fog)'(z) = g'(x)(f 0g)(x) frond g prime de x

égale g prime de x fois f prime rond g de x

\[E & gk T ol FEEE T glflaze L il g\

4.6 VARIATIONS

DEFINITION 20
Soit E C R. Soit f : E — R une fonction. On dit que f est :

1. croissante si
V(x,y) € B2,z <y = f(z) < fly) pour tout x y appartenant a E deux si T est strictement
inférieur a y alors f de x est inférieur ou égale a f de y
\EXNTHEER » yBTE_, ‘LFI:#&/J\:J:LZE%/E\f(l)\
\"INTFEETf(y), W REGE G\

2. décroissante si
V(z,y) € B>, z<y= f(z)> f(y).

3. strictement croissante si

V(z,y) € E?, xz<y= f(x) < f(y).



4.6. VARIATIONS

4. strictement décroissante si

V(x,y) € B2,z <y = f(z) > f(y) pour tout v y appartenant ¢ E deur, si x est
strictement inférieur a y alors f de z est
strictement supérieur a f de y
\ENTEER 2 yBTE=, \
\a A& T 15 f( )RR T f(y), \
\JUJ R ST P AR B R\

PRrROPOSITION 21

Soit I un intervalle. Soit f: I — R une fonction dérivable. Si la dérivée de f est positive (resp. négative,
resp. strictement positive, resp. strictement négative), alors la fonction f est croissante (resp. décroissante,
resp. strictement croissante, resp. strictement décroissante).

REMARQUE 22 — La propriété n’est pas toujours vraie si I n’est pas un intervalle.

La fonction R* - R, x +— % est dérivable. Sa dérivée x ;—21 est négative. Mais la fonction n’est pas
décroissante. Voici sa courbe et son tableau de variations.

Y

T —00 0 400
f'(z) - I -
0~ [| 400
f(z) h I N
—00 H 0+

DEFINITION 23
Soit E C R. Soit f : E — R une fonction. On dit que :
1. M est un majorant \ L5\ de f siVx € E, f(z) < M.
2. f est majorée s’il existe M € R tel que Vx € E, f(x) < M.
3. m est un minorant \ N\ de f siVzr € E, f(z) > m.
4. [ est minorée s’il existe m € R tel que Vx € E, f(z) > m.
5. M est le mazimum \5 AX{E\ de f si M est un majorant de f et Ja € E, f(a) = M.
6

. m est le minimum \%/ME\ de f si m est un minorant de f et Ja € E, f(a) =m.



4.6. VARIATIONS

y=f(x)

EXERCICE 24 —

Dresser le tableau des variations de la fonction f. Décrire la fonction.
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