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Plan du cours 

 Introduction

 Principes généraux de l’intégration en temps des équations
différentielles

 Schémas d’intégration adaptés aux systèmes différentiels
d’ordre 1

 Schémas d’intégration adaptés aux systèmes différentiels
d’ordre 2

 Equations différentielles non linéaires

 Prise en compte des équations de liaison
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Unités consistantes en dynamique

Choix :1

Choix multiples ?

Choix :2 

m s-2

mm s-2

MPa

Kg m-3

Cours n°1

Equations de Lagrange, 

Euler explicite, Euler implicite
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Introduction

 L’évolution dans le temps de nombreux systèmes peut être modélisée,

 par un système d’équations différentielles (linéaire ou non 
linéaire) en Mécanique des solides indéformables

 ou par un système d’équations aux dérivées partielles en 
Mécanique des solides déformables. On utilise des modèles éléments 
finis pour obtenir un système d’équations différentielles (linéaires ou 
non-linéaires).

MecaNum – avril 2018
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Mécanique des solides indéformables

 L’évolution dans le temps de nombreux systèmes 
de Mécanique des solides indéformables peut être modélisée 
par un système d’équations différentielles (linéaire ou non linéaire)

 Démarche de modélisation et recherche de la solution en 
Dynamique des structures (indéformables) :

Mise en équation à l’aide des Equations de Lagrange
=> système d’équations différentielles à résoudre

Recherche de la solution numérique du système d’équations 
différentielles avec une méthode numérique
d’intégration en temps

MecaNum – avril 2018
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Mise en équations de systèmes mécaniques 
composés de solides indéformables

     FextgR TA /

Mise en équations par LAGRANGE

Modèle défini par un nombre fini de variables

Nxxx ,,, 21 

Dynamique des Solides indéformables : systèmes discrets  (1/5)

Mise en

Mise en équations par P.F.D.
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Dynamique des Solides indéformables : systèmes discrets  (2/5)
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équations du mouvement
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Dynamique des Solides indéformables : systèmes discrets  (3/5)
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 Exemple du pendule simple

Dynamique des Solides indéformables : systèmes discrets  (4/5)

0sin   mgdI 

2

2


I
Ec 

CtemgdEp  cos

0W

 équations du mouvement linéarisées

0  mgdI 

1 Hypothèse des petits mouvements :

Horloge
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La raison initiale est historique : Louis XVI, passionné 
d'horlogerie, est monté sur l'échafaud, avant de se faire 
décapiter, à 10h10. 
Pour lui rendre hommage, les horlogers présentaient les 
montres arrêtées à cette heure là.

Horlogerie :

Pourquoi les montres indiquent toujours 10H10 dans les publicités :

MecaNum – avril 2018
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La tradition est conservée 10h10
Pourquoi ?
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 Exemple de la machine d’ATWOOD

Dynamique des Solides indéformables : systèmes discrets  (5/5)

0x
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
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 Ecrire l’équation de Lagrange
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Mécanique des solides déformables

 L’évolution dans le temps de nombreux systèmes 
de Mécanique des solides déformables peut être modélisée

par un système d’équations différentielles (linéaire ou non linéaire)

Démarche en Dynamique des structures (déformables) :
Mise en équation à l’aide de la méthode des Eléments Finis
=> système d’équations différentielles à résoudre

Recherche d’un solution en temps du système d’équations :
Méthode de superposition modale (linéaire uniquement)
ou Méthode numérique par intégration en temps

MecaNum – avril 2018
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Modélisation des systèmes continus déformables

 Comportement élastique d’une structure élastique (HPP)

u


 conditions aux limites

ud xtxutxu  ),(),(

  xtxTnu d ),(.)(

uFudiv v
 )(

 équations locales

 lois de comportement linéaire

)(:)( uEu  

avec
2

)(
uu

u
T



),( txu champ de déplacement

)(u champ de déformation

)(u champ de contraintes

E tenseur élasticité
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 exemple d’une barre en traction-compression

),(, txNuS x
 équations locales

 lois de comportement

),(),( , txuSEtxN x

 conditions aux limites

0),0( tu

)(),( tFtN 

x

dx
)(tF

),( tdxxN ),( txN
),( txu

),( txu déplacement d’une section droite

),( txN effort normal

E module d’YOUNG

 masse volumique
0),(,  txEuu xx


 équations locales

 conditions aux limites

0),0( tu )(),(, tFtuES x 

Modélisation des systèmes continus déformables
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 exemple d’une barre en traction-compression : discrétisation du modèle continu
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Solution par superposition modale ou intégration en temps 

LAGRANGE

Modélisation des systèmes continus déformables
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Modélisation des systèmes continus déformables

 exemple d’une poutre en flexion : discrétisation du modèle continu
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Matrice raideur élémentaire associée à 
l’énergie de déformation élastique de flexion

 
2

, , ,2      
e e

T
d xx xx xx

o o

E EI v dx v EI v dx  
 

Matrice raideur élémentaire

  , ,    
e

T
e xx xx

o

K N EI N dx    


  
2 2

2 2

1

1
3

2

2

12 6 12 6

6 4 6 2

12 6 12 6

6 2 6 4

e e

v

EI
K U

v









  



  
    

    
   
      

 

   

 

   



 , ,  xx xx ev N U  

   , ,2    
e

T T
d e xx xx e

o

E U N EI N dx U    


Modélisation des systèmes continus déformables

 exemple d’une poutre en flexion : discrétisation du modèle continu
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Solution par superposition modale ou intégration en temps 

LAGRANGE

Modélisation des systèmes continus déformables
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Matrice masse élémentaire associée à 
l’énergie de cinétique de flexion

 exemple d’une poutre en flexion : discrétisation du modèle continu
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Dynamique des structures         )(tqKqM 

   ?q t 

Equation sans amortissement, solution par superposition modale : 

       0M q K q Oscillations libres :

La réponse forcée harmonique : 

Oscillateur à n degrés de liberté 

    ( ) cost t sw 

Les résonnances à éviter : iw w

   2det 0K Mw   

     q t t x 

       0 0q q et q q  

     2 0K M xw   Valeurs propres et vecteurs propres :

Pulsations propres

 
i

x
w

Forme du mode 
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Modélisation des Vibrations des systèmes continus :

Utiliser le code Eléments Finis Cast3M : www-cast3m.cea.fr

Modélisations : barre, poutre, plaque et tridimensionnelle 

Solution statique

Solution avec un schéma numérique pour l’intégration en temps : 
Newmarck, … (en linéaire et non linéaire )

Solution en superposition modale (uniquement en linéaire )

    0( )K q t 

          ( )M q C q K q t     
Solution en dynamique
(matrices M, C K : Masse, amortissement et rigidité)
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Mode 1 Mode 2 

Mode 3

Solution en temps par superposition modale (en linéaire)

Vibrations libres :  

Modèle Eléments Finis (type plaque)  

Valeurs propres wi et vecteurs propres (déformées modales) :

   2det 0K Mw   

     2 0K M xw   

 
i

x
w

Les solutions :         et                   de  wi  
i

x
w
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Hz

Recherche des modes par des vibrations forcées:  

Modèle EF Poutre :  

F= F Cos (w t)

Mode 1 Mode 2 Mode 3 

Valeurs propres et vecteurs propres :

f = w/2 p

   2det 0K Mw         2 0K M xw   

Mode 1 Mode 2 Mode 3 

iw w  
i

x
w

FFF

Déplacement sous la force
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Equation de la Dynamique des espèces

 L’évolution dans le temps de la population peut être modélisée

par une équation différentielle et  par un système d’équations 
différentielles pour deux populations 

Recherche d’un solution numérique avec une méthode numérique 
d’intégration en temps

Equation différentielle du premier ordre 

Exemple traité avec Euler explicite, des difficultés numériques 
apparaissent en fonction du pas de temps retenu

MecaNum – avril 2018

 MALTHUS Thomas (1766 – 1834)
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Dynamique des populations     (1/7)

 MALTHUS Thomas (1766 – 1834)

Principe de base : dans un espace vaste réunissant toutes les conditions favorables à la vie, 
si  il n’y a pas de pression du milieu et en absence de facteurs limitants (guerres, famines…),
la population  N(t)  d’une espèce varie de la façon suivante :

Nr
dt

dN
 r : taux intrinsèque d’accroissement naturel

 Système de deux espèces de type proie prédateur : équations de LOTKA-VOLTERRA













)()()(

)()()(

tytxDtyC
dt

dy

tytxBtxA
dt

dx

x

y
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 VERHULST Pierre-François (1804 – 1849)

• Résolution exacte
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Dynamique des populations     (2/7)

 )()( NmNnN
dt

dN


• n(N)   taux de natalité supposé être une fonction affine décroissante
• mN taux de mortalité supposé être une fonction affine croissante











K

N
Na

dt
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1
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• Résolution itérative

Dynamique des populations     (3/7)

• à l’instant

n
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N
dt
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NtN

n
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


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tntn 
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

1














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nn 11

soit :  nnn vvtav  1)1(1
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

(suite logistique)
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Euler Explicite 
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Effectif d'une population

Dynamique des populations     (4/7)

convergence vers la solution exacte sans oscillation
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Solution numérique

Solution exacte
1 1( 1)nt n t   

Solution numérique Stable  
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Effectif d'une population

convergence vers la solution exacte avec des oscillations

Dynamique des populations     (5/7)
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Solution numérique

Solution exacte
1 2( 1)nt n t   

Solution numérique instable
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Solution numérique
1 3( 1)nt n t   
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Dynamique des populations 

 Programmation avec Matlab

Programmer avec Matlab le modèle avec Euler Explicite :















K

N
Na

t

NN n
n

nn 11 Euler Explicite 

1 1
1 1n n n

n

N N N
a N

t K
 



  
    

Euler Implicite 

Programmer avec Matlab le modèle avec Euler Implicite :

Comparer les résultats avec la solution analytique
ate

N

K

K
tN













1
)0(

1

)(

Etudier le cours Matlab si nécessaire

Faire évolue le pas de temps.
Que  pensez vous  des résultats numérique ?

Quel est le pas de temps critique ?
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Travaux dirigés  : résolution numérique des équations du mouvement

Résumé du cours

Savoir utiliser une mise en équation par Lagrange :
Retrouver l’équation du mouvement du pendule simple

Retrouver et rendre sur le serveur les principaux résultats éléments finis 
barre et d’une poutre (matrice de rigidité et matrice de masse)

Ouvrir le fichier : MecaNum_practice2019def.pdf

Lire l’introduction 

Exercice 1 : traiter l’exercice Oscillateur conservatif à un degré de liberté

L’objectif est de programmer avec Matlab ou Scilab sur votre PC : 
La solution analytique 
La solution par Euler Explicite
La solution avec Euler implicite 


