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Principes généraux de l'intégration en temps des équations différentielles ]

v/ Dans de nombreuses situations, les équations régissant I’évolution du systéme considéré
se traduisent par une équation différentielle reliant un vecteur parametre et ses dérivées
par rapport au temps

exemple en Dynamique des Solides pour une structure (éventuellement élastique)

[M(a)d()}+ f(a().4(t),)=0

» résolution discréte a des instants donnés tO 50009 ti gooog tN
q(t j) = dq;
alinstant [ j on note q(tj) = qj

Q(Z‘j) = q]

q'(t,):limq(tj)_q(tjih) q(t]):llm q(tj)_q(tjih)
i T " h h—0 + h
\ [M(qj)]{éj}+f(qj,q'j,tj) =0 |
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Principes généraux de I'intégration en temps des équations différentielles

équation du mouvement a l’instant [ j [M (qj )]{ ql }+ f (qj , q'j . tj ) =0

» transformer le systeme d’équations différentielles en remplagant les expressions

[Q(I,-)=Iimq(’f)‘q(’fih)] [q‘(r,-) lim ¢ ) al n h>]

th + N

par des différences finies, exprimant des relations entre (g j) ,(q j) et (¢ j)

¢quations différentielles

équations algébriques

>

G
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Principes généraux de I'intégration en temps des équations différentielles

» dans le cadre de la Dynamique des Structures, deux grandes familles de méthodes pour
intégrer en temps les équations du mouvement

v' les méthodes qui vont transformer 1’équation différentielle du second ordre en
un systéme équations différentielles du premier ordre

4”0+ f{a@L i@} 1a" " @®)},1)=0

q(t) q" @)
{U}= q(l).([) {U(l)}= qm(t)
g0 9" ()

{ U (t)} vecteur d’état du systéme

ool F{uh)=0

v’ les méthodes qui vont permettre de résoudre directement une équation différentielle
du second ordre de la forme

L [M (g0} + f(a(0),4(0),1) =0 )
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Schémas d’intégration adaptés aux systemes différentiels d’ordre 1

q(1)

o
notations : {U(®)}= q :(t)

: {U(tj)}zUj {U(tj)}zUj
g
vecteur d’état du systéme

j+1 Jj+

forme générale : Uj+1 = E a, Uj+1—k —At E /5, Uj+1—k avec At =1, —1;
=1 k=0

@ (ON
q;q 4l 9 -k q j+l il q -k
. . sE .
q(n_l)jﬂ k=1 q("—l)jﬂ_k q(”)ijl k=1 q(")j+1_k

v By=0: schémas explicites

v By#0: schémas implicites

G
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Schémas d’intégration adaptés aux systemes différentiels d’ordre 1

J .

forme générale : (U, = E UL Y E By o
k=1 k=0

v' cas B,=0: schémas explicites
U,=aU;+ - +a,,U,

~MBU+ - +8,,T,)

U +FU,.t,,)=0

Jj+l JHLI2 7 j+1

u j+l

U Jj+l
| instant 7, instant £,
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Schémas d’intégration adaptés aux systemes différentiels d’ordre 1

j+l j+l

forme générale : U, = Zak O —Alz,ﬁk Uj+1_k
=l k=0

v' cas B,#0: schémas implicites

U,

J+l

+At B U, =a, U, + - +a,, U,
~MBU,+ - +B,,U,)

Uj+1 +F(Uj+1’tj+1)= 0 U
gl
U

j+l

L instant £ ; instant £ i1
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a
Application a la Dynamique des Structures

[M(q))Rg()}+ £(q(@). ¢(0).1)=

{I [M(q()) J

vecteur d’état du systéme {U (l‘)} =

" ) OO0

q(t)
q(t)

q(t) — e
GOy | fla@.a0.0)”

ikl

pratll

j+ Zak T, AtZﬂk T

notations : {U(tj)}zUj {U(tj)}zUj[

j+1 Jj+l1
o qj+1 _ q]+l k q]+l qj+l k
forme générale ;|| .© = a, — At ,30 — At ,Bk
L qj+l k=1 q]+l k j+1 —k )
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>
Exemple utilisé pour présenter les schémas d’intégration

» pendule simple P

ma* 6 + mgasin@ =0

s Hypothése des petits mouvements :
7 2 0 << 1

——> ¢quation du mouvement linéarisée

e . .o 5)
H+§9:0 soit ‘9"‘“’0 d=0| avec , :g
a
*» al’instant Z; q;,=0(t,) q;,=0(;) o(t,)
\
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(Exemple utilisé pour présenter les schémas d’intégration

> oscillateur linéaire

— g

q-i—kq:() soit q+0)02q:0 avec 6002:&
m m

* alinstant ; q;,=4q(t;) q;=4(t;) G;=4q(t,)
\ y
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-
clear all; close all ; clc » oscillateur linéaire ﬁ\*

* 3 * o o ’_>
T0 =3;w0 =2*pi;wl0c =w0*wWO0; »Solution Exacte

g0 =1.;dq0 =0.0 P —
dte =0.01 i —
te = (0:dte:TO) ; % t=0:dte:3; al L
c IWRVIY
ind =1: , \\N// \\/ \\“/ ‘
for t=te

q(ind) =q0 * cos(w0 * t) + dq0/w0 * sin(w0 * t) ;
dq(ind) =-w0 *q0 * sin(w0 * t) + dq0 * cos(w0 * t) ;
ddq(ind) = - wOc * q(ind) ;
energe(ind) = 0.5*( dq(ind)* dq(ind) + wOc *(q(ind)"2));
ind = ind+1;
\__end ; toc; g= g J
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7 N
clear all: close all : clc > oscillateur linéaire }-NW-
—

TO =3;w0 =2*pi;w0c =w0 *wO0 ;

g0 =1.;dq0 =0.0 ; dte =0.01;

te = (0:dte:TO)" ; » Solution Exacte vectorielle
npe = size(te,1) ;

ge = zeros(npe,1);

dge = zeros(npe,1);

energe = zeros(npe,1);

tic;

ge =90 *cos(wO0 * te) + dqO/wO0 * sin(w0 * te) ;
dge =-w0 *q0 * sin(w0 * te) + dq0 * cos(wO0 * te) ;
ddge = - wOc * ge;

energe = 0.5*(dge .* dge + wOc * (ge."2)) ; toc;
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> Les sorties possibles

plot(te,qe,te, dqge,te, ddge, '-r','Linewidth’,2)
plot(ge,dqe,qe, ddge, '-r','Linewidth’,2)
plot(ge,ddqe, -r','Linewidth',2)

plot(te,qe, '-r','Linewidth’,2)

§ ),
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e
» Schéma d’EULER explicite

S Y G+, q=0
qj+l qj qj
> alinstant [ j q ; q 7 q ; connus

> aDlinstant le+1 qj+1 qj+1 qu a déterminer

4, =4, +Atxéj
Qj+1 :‘}j +Atxqj'

. 2
qj+1 == a)o qj+1
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>
» Schéma d’EULER explicite (1/2)

»M¢éthode 1
dt1 =0.05 ; TO=3;
g0 =1; dq0=0 ; wOc=2%pi ;
t1 = (0:dt1:TO)'
np1 = size(t1,1)
g1 = zeros(np1,1)
dg1 = zeros(np1,1)
ddq1 = zeros(np1,1)
energ1 = zeros(np1,1)

q1(1) =q0;dq1(1) = dq0 ;
ddq1(1) = -w0c * q1(1)

L
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e
» Schéma d’EULER explicite (2/2)

% Euler Explicite

% sans matrice d'amplification

forinc =2 : np1 :
q1(inc)  =q1l(inc-1) + dt1 *dq1(inc-1) ;
dqi(inc) =dq1(inc-1) + dt1 * ddqg1(inc-1) ;
ddq1(inc) =-wOc * q1(inc) ;

end;

energ1 = 0.5*(dg1 .* dg1 + wOc * (q1 ."2)) ;

plot(t1,g1,'b-",'Linewidth’,3)

\
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ifig=1
figure(ifig);
plot(te,q, '-r','Linewidth’,2)
title('Solution exacte - déplacement’)
xlabel('t (s)) ;
ylabel('q")
grid
ifig= ifig+1;
figure(ifig)
plot(te, energe, '-r','Linewidth',2)
plot(te,q,te, dq,te, ddq, '-r','Linewidth’,2)
plot(q,dq,q, ddq, '-r','Linewidth',2)
plot(q,ddq, '-r','Linewidth',2)
\
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file Edit View Insert Tools Desktop Window Help
D&k RAVS ¥ 0E =50

0 05 1 15 2 25

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help
DEW& h QaAM® E(08|=0

dle Edit View Insert Tools Desktop Window Help
DEE& kAN E DE(sO

plot(q, ddq, '-r','Linewidth',2)

L plot(q,dq, '-r','Linewidth',2) J
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» Schéma d’EULER explicite — avec matrice d’amplification
- »Méthode 2
g | 4, q,
. = ohh
di | 9; q,
o 7, . 0 : 00 _ 2
4,19, 4., Ol = = 2y Glam
Matlab :
dja _ 1 Atl] g,
: - D . - S
\ J
Y
[ A] matrice d’amplification
. 1 , 1
A =1-iw, At £ A =1+iw, At ‘l
—iw, iw,
\. W,
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» Schéma d’EULER explicite avec matrice d’amplification
tl = (0:dt1:TO)" ; npl =size(tl,1);
q = [q0;dq0] ;
qlb = zeros(npl,1) ;
qlb(1) = q0 ;
A=[1,dtl;-wOc *dtl , 1] ;
for inc =2 : npl ;
qQ =A¥q ;
qlb(inc) = q(1) ;
dqlb(inc) = q(2) ;
end;
plot(tl,q1b,'b-','Linewidth',3)
plot(dqlb,q1b,'b-",'Linewidth',3)
\ J
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e
v’ décomposition spectrale de la matrice [A]

[A]— 1 L L g N i, 1 1
| —iw, i, g ALl L )
1 1 io, -1| 1 1 0

avec . . X\ =
—iw, iw, io, 1 |2iw, |0 1

qj+1_ 1 At
q., | oA

s
q

1lg; 1 1 l—iw, At)’ i, =1 |
soit| | 2/ = ( y AL) . 0 . ‘{o
g4, |~lo, 1®, (vl Al oy L e g
\
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» Etude de la matrice d’amplification d’EULER explicite
% utilisation du calcul formel : étude des valeurs propres

dt1= sym('dt1','real'); w0= sym(‘'w0','real);
A=[1,dt1;-1*w0*w0 *dt1 , 1]
% Z : vecteurs et valeurs propres : d

[z,d]=eig(A); z ; d

re = real(d)
im = imag(d)
mo=abs(d)

zm=inv(z); C=z* (d * zm); C = simplify(C)

% matrice initiale changement de base !
\
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v’ remarque : résolution d’une équation différentielle du premier ordre
avec un schéma d’EULER explicite > Un exemple :

g+aq=0 . g+aq=0

|9 4 o c,]_j S (T R N K
9dia |4 q, qd;n 0 =@y || 4,
¢
O<a
|l ==y =l — 5
At < —
a

Solution numérique Stable ? Instable ?

.

4 )

\ J
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v’ remarque : résolution d’une équation différentielle du premier ordre
avec un schéma d’EULER explicite i
p At =2/a

resolution equation differentielle d'ordre 1

= solution exacte

1.8

1.6

1.4

1.2

0.8
0.6
0.4 \
0.2

\;

L
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g+aq=0
qj+1:qj+Atq.j

—1<l-aAr<l

v’ remarque : résolution d’une équation différentielle du premier ordre
avec un schéma d’EULER explicite

— qjn :(1_aAt)qj
gtag =0
f
O<a
= < )
At <—
. a

s

SN

\ J
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2.5

L

At,=2/a

resolution equation differentielle d'ordre 1

v’ remarque : résolution d’une équation différentielle du premier ordre
avec un schéma d’EULER explicite

A

A

|

[\
\

|
|

\WiR|
I
/
f

\/

"

1V

= solution exacte

—At=1.01’Atc

V

0.1 0.2 0.3

04 05 06
t (s)

0.7 08 0.9

-
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v’ remarque : résolution d’une équation différentielle du premier ordre
avec un schéma d’EULER explicite iy
P At,=2/a

resolution equation differentielle d'ordre 1

2.5

1 1 A
NN |
[1ANN |

[N Y
\ WAV AA TN

\/

\
N
\

s

-1.5 | wmmm s0lyution exacte
m— A 1= 1.01 7 At

-2
— A 1= 0.99 % At
2.5 I T .
0 01 02 03 04 05 06 07 08 1
t (s
\ © J
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Travaux dirigés : résolution numérique des équations du mouvement

Résumé du cours séance 2 :
Les méthodes qui vont transformer I’équation différentielle du second ordre en
un systéme équations différentielles du premier ordre

Oscillateur linéaire a un degré de liberté
Schéma Euler explicite

Travaux dirigés a faire :
Ouvrir le fichier : MecaNum_practice2019def-pdf

Exercice 2 : Traiter ['exercice étude d’un oscillateur linéaire amorti a un degré de liberté
L objectif est de programmer avec Matlab ou Scilab sur votre PC :
La solution analytique , la solution par Euler Explicite

.

MecaNum — avril 2015 intégration numérique dans le domaine temporel 30

15



