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Cours n°3

Dynamique des structures

Euler implicite
RUNGE KUTTA, NEWMARK
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v’ remarque : cas de 1’oscillateur amorti
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oscillateur 1 ddl amorti
— solution exacte | ' ' '
eluler egm]icitq
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oscillateur 1 ddl amorti

— solution exacte
q.uler cg(p]icite

Ml sy, = A2
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oscillateur 1 ddl amorti
0.010 — . . . :
— solution exacte
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Exemple utilisé pour présenter les scheémas d’intégration

> oscillateur linéaire

k

— 4

& )
G+—q=0 G+, q=0

“* al’instant 7, q;,=4q(t;) q;=4(t))
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» Schéma d’EULER implicite

Qj+1 - i q]'+1
q]'+1 ' qj'+1

Avec équation : | + a)02 g=0

> alinstant [ j q4, 4, 4, connus

> a l’instant tj+1 qj+1 qu qj+1 a déterminer
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» Schéma d’EULER implicite
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[A] matrice d’amplification
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» Stabilité¢ du Schéma d’EULER implicite avec Matlab Symbolique
clear all; close all; clc;
dt1= sym('dt1','real');
wO0= sym('w0','real');

=M1 ,-dt1,0;0,1,-dt1; w0 *w0, O, 1]
=[1,0,0,0,1,0;0, 0,0]
C=A\B

% identique C = inv(A) * B
% Vecteurs et valeurs propres

[z,d] = eig(C) ; d;

simplify(d)

mo=abs(d)

% module <1 ? Oui schéma inconditionnellement stable
eval(mo)
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* méthode 1 — Euler implicite sans matrice d'amplification

q]'+1 i ' q]'+1
q]'+1 ' qj'+1

qj+1

Ecrire les équations — Euler implicite

Programmer en Matlab
Matlab Classique
Matlab vectoriel

* méthode 2 — Euler implicite avec matrice d'amplification

Programmer en Matlab
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* me¢thode 1 — Euler implicite sans matrice d'amplification

np2 = size(t2,1) 9jn _| 1 )1

. —
q2 = zeros(np2,l) qd i : /i
dg2 = zeros(np2,l) ;
energ? = zeros(np2,1); g.., =
J
q2(1) =q0
dq2(1) =dq0

for inc =2 : np2
q2(inc) = (q2(inc-1) + dt2 * dq2(inc-1))/(1 + wOc * dt2 * dt2)
ddgc =-wOc * q2(inc)
dq2(inc) = dg2(inc-1) + dt2 * ddqc

end

energ2 = 0.5*(dqg2 .* dg2 + wOc * (q2.2))
plot(t2,g2,'b-",'Linewidth',3)
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* méthode 2 — Euler implicite avec matrice d'amplification

9jn _ 1 I Arjig; }-JW\F-
1 ==

q.j+1 1+0)02 Atz

—w," At q,
forinc =2 : np2
qa =A"q
g2b(inc) = q(1)
dg2b(inc) = q(2)
end;

q = [90;dq0]
g2b = zeros(np2,1)
dqg2b = zeros(np2,1)

q2b(1) = q0

dg2b(1) = dqg0
q2b(1) =dq energ2m = 0.5*(dg2b .* dg2b

+ wOc * (g2b .A2))

A=[1,dt2;-w0c*dt2 , 1]

A=A/(1+wOc*dt2* dt2)

plot(t2,92b,'b-'",'Linewidth’,3)
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» Criteres d’évaluation d’un schéma d’intégration

v’ consistance

e )= [ 4 )= lim ¢,

At—0 At—0

v’ stabilité

Le module des valeurs propres de la matrice d’amplification est inférieur a 1

v’ précision
O solution exacte H(Z‘j) = (90 COS(a)otj g (0)

O précision
- en periode
- en amplitude
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solution exacte
J|— Euler explicite

—— Euler Implicite
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v’ oscillateur amorti

oscillateur 1 ddl amort
0.010 — . . .
7‘— solution exacte

0.003 culer explicite
culer implicite

0.006 7T T
0.004+| - +it-Fk-F

0.002 - - - - - £
0.000 1 - H Y T G
0.0021 -t HE M
-0.004 7+ 11
-0.0067 -1

-0.008-
-0.010

.
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v’ oscillateur amorti
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ogcillateur 1 ddl amorti

solution exacte
euler explicite

~_culerimplicite | 4 !
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v’ oscillateur amorti

At =0.05x —

2&
a)O

oscillateur 1 ddl amorti

— solution exacte

¢uler explicite
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v’ remarque sur la stabilité — propagation des erreurs numériques (1/1)

1 1 ||1-iw, At o |
—iw, 10, l+im, At || io,
EULER explicite
qj+p {_

qj+p . 1 1 (l—ia)o At)p ia)o
q.j+p _ia)() ia)() (1+i6()0 Af)p ia)o
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v’ remarque sur la stabilité — propagation des erreurs numériques (1/2)

U, =LAr U, =20y 4,

. J
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v’ remarque sur la stabilité — propagation des erreurs numériques (2/2)

*

q;+Ag, — Qjup _|93ep T D5,
q;,+A4g, +Aq;.,
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Quand les valeurs propres de la matrice d’amplification
sont de module superieur a 1, les erreurs numeériques se
propagent.
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v’ remarque sur la stabilité — propagation des erreurs numériques (2/2)

U’ =U,+AU, | L, TAU

./ J+p

AU

Jtp

Quand les valeurs propres de la matrice d’amplification
sont de module supérieur a 1, les erreurs numeriques se
propagent.
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»Schéma d’intégration de RUNGE KUTTA {U (t)} = {F (U (1), t)}
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Balthasar Van Der Pol
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QJr(xz 1)@+x =0
or’ ot

t,=0=>x(t,)=0 x(¢,)=0.25
Ecrire le systeme du premier ordre
pour algorithme de Runge Kutta

Equation differentielle - exacte et solution

RK 4-5

Fichier cal f.m
function [ dUc ] = cal f(Uc,tc,w0c)
dUc = zeros(2,1) ;

dUc(1)= Uc(2);
dUc(2) = (1-Uc(1)*2)* Uc(2)-Uc(1);

t (s)

i
15

20

end
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forinc=2:np6
tc =t6(inc-1)

» RUNGE KUTTA
Systéme différentiel 1™ ordre

dt6 = 0.04
t6 = (0:dt6:20)'
np6 = size(t6,1)

g0 =0.;
dq0 =0.25;

g6 = zeros(np6,1)
dqg6

q6(1) = q0
dq6(1) = dq0
q =[q0;dq0]

MecaNum — avril 2018

2 inconnues

= zeros(np6,1)

XC =(q]

k1 = cal_fc(xc, tc,0)

Xc =qj+k1*dt6/2

k2 = cal_fc(xc, tc + dt6 / 2 ,0)
XC =qj+k2*dt6/2

k3 = cal_fc(xc, tc + dt6 / 2 ,0)
Xc =qj + k3 * dt6

k4 = cal_fc(xc, tc + dt6 ,0)
dq =(k1+2*k2+2*k3+k4)/6
qf =qj+dq~dt6

q6(inc) =qj(1)

dq6(inc) = qj(2)
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Equation Van Der Pol
L? j |O; % Solutions avec : x(to) =0 )'c(to) =0.25
inal = 20;
X0 =[0 0.25]" MatLab : ode45, ode23, odell3, odel5s

[t,x] = ode45('vdp1’, [tO tfinal],x0);
plot(t,x(:,1),-b'",t,x(:,2),"-r', 'Linewidth',2)

Fichier vdpl.m
~ function dx = vdp1(t,x)
-~ dx(1)= x(2);

- dx(2) = (1-x(1)"2)* x(2)-x(1);
dx = dx’
% dx, vecteur colonne
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Travaux diriges : résolution numérique des équations du mouvement

Résumé du cours séance 3 :
Les méthodes qui vont transformer [’équation différentielle du second ordre en
un systeme équations différentielles du premier ordre

Oscillateur linéaire a un degré de liberté
Schéma Euler implicite

Résultats de ['oscillateur linéaire a un degré de liberté amorti
Le schéma de Runge Kutta adapté a un systeme différentiel du 1¢" ordre

Travaux dirigés a faire :
Ouvrir le fichier : MecaNum_practice2019def.pdf

Exercice 1 : Exercice étude d’un oscillateur linéaire a un degré de liberté
Faire les questions avec Euler implicite et Runge Kutta

Exercice 2 : Traiter [’exercice étude d’'un oscillateur linéaire amorti a un degré de liberté
L’objectif est de programmer avec Matlab ou Scilab sur votre PC :

La solution analytique , la solution par Euler Explicite

La solution avec Euler implicite et la solution avec Runge Kutta
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