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Cours n°4

Newmark
Equations lineaires
Equations non linéaires
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Objectif

Recherche de 1a solution numerique d’une €quation ou d’un systéme
d’¢quations différentielles linéaires ou non lin€aires avec une
méthode numérique d’intégration en temps de Newmark (1mplicite
ou explicite

Exemples présentes :

Exemple d’un oscillateur linéaire
= Schéma Newmark explicite et Newmark implicite

Exemple d’un oscillateur non linéaire
= Schéma avec Newmark explicite ou Newmark implicite
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Schémas d’intégration adaptés aux systemes différentiels d’ordre 2

o 2
> Schéma de NEWMARK ¢+ @, ¢ =0

. 1 . y
din =49, +Atq]‘ +At2(§_ﬂ)qj +At2ﬁQj+1

q.j+1 :q.j_I_At(l_}/)qj_FAt}/q]#l

.. . 2
qj+1 o _a)O q]'+1

0 —BA?|q., [1 +Ar AP(0.5-5)
1 —yAf |g..,=|0 1 At(l—;/)
i |00 0
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Schémas d’intégration adaptés aux systemes différentiels d’ordre 2

» Schéma de NEWMARK — matrice d’amplification

1 0 -pA? g, |1 +Ar AP(0.5-5)
L —yAr |4, =0 1 Adl-y) . )
L g, |0 0 0 CEE Y

2
— @, 4,

{H LA 0, o}qj+1 _{1—&2(0.5— B, +At} g

yAto,, 1|4 | —(-pAte, 1|4,

( D)

denforme BV =[] = [ =(]"x[c])”
q]'+1 qj q]'+1 q]'
L J
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» Calcul Symbolique
Schéma de NEWMARK — matrice d’amplification

clear all; close all; clc; format short e;

dtl=sym('dtl','real"); w0=sym('w0','real’);

be= sym('be','real’); ga=sym('ga’','real');

C=[1-dtl *dtl *(0.5 -be)* w0 * w0, dtl;-(1-ga) *dtl* w0 * w0, 1]
B=[1+be*dtl *dtl* w0 * w0 , 0 ; ga*dtl* w0 * w0 ,1]

A=inv(B) *C

%vecteurs et valeurs propres
[z,d]=eig( (inv(B) ) * C)
re = real(d)
im = imag(d)
mo=abs(d)
mo= simplify(mo)

% Donner des valeurs des parametres w(, dtl, be, ga
% eval(mo)
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Schémas d’intégration adaptés aux systemes différentiels d’ordre 2

» Schéma de NEWMARK — matrice d’amplification

Y At

2(1+ S w," At*) 1+ o, At’
[ v @, AL’ 7 w,” At?
2(1+ Bw, At*) 1+ o, At>

e’

1

] —

—

[A] matrice d’amplification
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Schémas d’intégration adaptés aux systemes différentiels d’ordre 2

» Schéma de NEWMARK — matrice d’amplification
» Recherche de la condition de stabilité

2

»Condition de stabilité : choisir  £,7 pour avoir :

=1 -1 +1—(7/—1j§2

[4l=1 )<t
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Recherche de la condition de stabilité

det| -4t Y=o N
Mo 1| 5\/1—(7+

47 2
1 @ = Arct 1 1
12—1[2—52]+1—(7/——j§2=0 1—2(7/+2j§2

2
A=b’-4ac
On souhaite:A<0 = A=pe’ e A=pe”

:(7+lj2—4ﬂ< : T
7 —a)ozAtz P = Y 5

» Condition de stabilité

1

1 ? 4
<l=y=— — | —4p8<
Asi=r=5 « (73] -4ps o

~ = choix f§ =
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1

v’ cas particulier no 1: méthode des trapézes ¥ = —

2

Il A A
q,.,=49,+Atq, +qu +qu+1
. . At .. At ..
din :q]'+7q1'+7q1'+1

\ q]'-l—l _

qj+1

pour un oscillateur linéaire non amorti

v' schéma stable

v' schéma précis
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v’ cas particulier no 2 :

_ At~ S doaed
M) 9,0=0; +Atg; + =4, Y,

: NG NG i
5 L @29, %0
( ) q]+1 q] + 2 q] + 2 q]+1 qj — = At; J

\ méthode des différences ﬁmes centrées : faire sur (1) et (2)
Ft,+A0) = f(t)+A (2, )+—f(t )+o(Af?)

Avec (1) + (2)
. .. : Avec (1) - (2)
f(tj—At)=f(tj)—Atf(tj)+7f(tj)+0(At )

¢

ft, +A)+ f(t, —A) =21 (t,) = A* f(¢,)+o(ar?)
:>f(tj) _ [, +At)+fZ;2—At)—2f(tj) +of1)
ft,+A0)— f(t, - Ab)

f(tj): A7 +0(At)
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v’ cas particulierno 2 : y =

Résolution de

MecaNum — avril 2018

Qj+1 :q]' +Atq.j i

: . Ar
Qj+1 :q]' +7q]‘

5 q

At
+_
2

i

qj+1

j+o,q=0 q0)=q, §(0)=4g,

.. 2
> initialisation Y49 =@, {4,

> incrément | q; q j q j
t2
» incrément j+1 9,1 =49, +Atq, +7qj
. )
qdin =W 4;,
At .. Ar ..

q.j+1 = q.j +7q]' +7Qj+1
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q]+1

q]+1

s convention

qj+1/2 . Q(tj

—

MecaNum — avril 2018

Y

—Yq 12

At

intégration numérique dans le domaine temporel

14



v cas particulierno 2 :  y = % B0

Résolution de q - a)ozq =0 avec Q(O) = {, Q(O) - q.o

) 2 A
> initialisation ¢, = —@," ¢, d,/2 =4 +7%

» incrément | q j q j+1/2 q j

» incrément j+1

qj+1 = qj +Atq.j+l/2

oo 2
djn1 =W 44

qj+3/2 = qj+1/2 + At qj-l—l
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v’ cas particulierno 2 : y = .

Résolution de g + 0)02 sing =0

MecaNum — avril 2018

N
,B:O Qj+IZQJ+Atqj+7qj
%
: . At A1

qin :qj+7QJ+7qj+l

Differences finies centrées

q(0) =g, q(0) =gq,
§(0)=g, =—w," sing,
> initialisation  ¢,y,9,>q, = —0)02 Sin(qo)

> incrément j q; q j q]
2

: ..
» incrément j+1 49,1 =9, +Atq, +76]j
j+l
.. At At ..
qj+1_qj+7qj+7qj+l

. . .
9 = =W, SIg
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> Schéma de NEWMARK , -1 5 _g
Explicite 2

G+, sing=0

dtl =0.001 for inc =2 : npl

tl = (0:dt1:T0)’ ql(inc) = ql(inc-1) + dtl * dql(inc-1)
npl =size(tl,l) + dt1*dt1*0.5*ddq0c
ql = zeros(npl,l)
dql = zeros(npl,l) ddgc = -wlc¢ * sin(q1(inc))

energl = zeros(npl,1) dql(inc) = dql(inc-1) +

0.5*dtl * (ddqOc + ddqc)
ql(l) =q0 ddq0c = ddqc

dql(1) =dq0
ddq0c =-wOc * sin(q0) |end

energl = 0.5 * (dgl.*dgl) - wOc * cos(ql)

Lignes a modifier en fonction de I’exemple a traiter
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cobatiom exacte
— Trapem

Heamarh

—  differetces cerdrees

|

Al

1

081

-1.0
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Equations différentielles non linéaires

»M¢éthodes qui vont transformer 1’équation différentielle du second ordre en une
¢quation différentielle d’ordre 1 et qui vont utiliser un schéma d’intégration
adapte aux équations differentielles d’ordre 1

schéma d’intégration d¢ RUNGE KUTTA >

équation différentielle : ‘ {U M (1 )}+ /2 ({ U (t )}, t ) =0 ‘

j+l1 gl

forme gencrale : Uj+1 = E A, Uj+1_k — At E ,Bk Uj+1_
k=1 k=0

Incrément i :
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incrément j+1

v’ cas d’un schéma explicite : ,BO =0

j+l1 j+l1

calcul direct Uj+1 == Zak Uj+1_k — Atz ,Bk Uj+1_k
k=1 k=1

{Uj+1}+F({Uj+1}»tj+l) 0

q el
q JaEl
EULER explicite

. 5
exemple q+am, SImqg = 0

> incrément | q; q j q J

» incrément j+1 q4.,.=9;+ At q'j
g =4, +Alg,

Solution explicite

oo . I
Qj+1 __a)o SanjH
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incrément j+1

v’ cas d’un schéma implicite : ,80 =0

Jj+1

= Zak Uje =t fU
k=1

j+1

o — At Z B Uj+1—k
k=1

W+ FQU b, ) =0

calcul direct impossible, nécessite d’une résolution itérative a chaque incrément

Exemple : EULER implicite

- 5y
exemple 7 A @y SILG = 0

q]‘+1 :q]‘_I_Atq.jH
q/+1 q +Atq]+1
q . + @, sing,,; =0

q]'+1 .
q]'+1
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Methode prédiction correction a utiliser!
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» résolution itérative a chaque incrément

EULER implicite prédiction correction

» incrément j valeurs calculées
q; q;
» incrément j+1 estimation
= " . = o x o
qj+1 o qj+1 qJ‘+1 o q]'+1 q]'+1 o qj+1
. _ * . _ ) * .
correction qJ‘+1 o q]'+1 +qu‘+1 qJ‘+1 o q]‘+1 +qu+
o o ..
q]'+1 o q]'+1 +qu+1
Ag

calcul des corrections J+L

Et tester le résidu qu g = At qu " qu g = At Aéj B

N S . 2 o * B
Avec Lin¢arisation q ;. + qu+1 + @, 51n(qj+1 + quﬂ) =
Aqj4q est petit

ac 2 T 2 . .
Car: AG,, +Aq, Xy cosq, *=—(§,, *+w), sing, *) = Agq. =..
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»M¢éthodes qui vont permettre de résoudre directement 1’équation différenticlle
du second ordre : schéma explicite (résolution directe)

équation du mouvement [M (q (l‘))]{q(t)} + f (q(t), t) —

Cas d’un schéma de NEWMARK explicite |} = 0.5 ,8 =0

QJ+1

q]—i-l

» incrément | q; q R q ;
2
> incrément j+1 qj+1:qj+Atq'j+7§j

Wy} = M (4, " 1 (@005211)

: At .. At
qdin = q]+_q]+_q]+1
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»M¢éthodes qui vont permettre de résoudre directement 1’équation différenticlle
du second ordre : schéma explicite (résolution directe)

. . oo 2 .
application g+ @, sing =0

Cas d’un schéma de NEWMARK explicite ) = 0.5 ,B =

QJ+1

q]—i-l

» incrément |

» incrément j+1

q]'+1 =~y ’ SiIl q]+1
.. A Ar
Qj+1 _q] Tq] 7
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»M¢éthodes qui vont permettre de résoudre directement 1’équation différenticlle
du second ordre : schéma explicite (résolution directe)

Remarque : €quation du mouvement de la forme

[M(g))d@)}+ f(g@).4(0),1)=0

fonction f(Q(t), q(1), t)

Méme avec un schéma des différences finies centrées, suivant les
cas, 1l faut mettre en place une résolution itérative pour chaque
incrément.

o 2 . 2 :
q+a@, smqg+w, singt=0
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»M¢éthodes qui vont permettre de résoudre directement 1’équation différenticlle
du second ordre : schéma implicite (méthode itérative)

équation du mouvement [M (q (1 ))]{q (¢ )} + f (q(t ),q(2),t ) =0

> incrément ] [M(qj)]{qj}-kf(qj,q'j,tj) =

» incrément j+1

v’ estimation

. * . . 3¢ o e %
qJ’+1 o q]’+1 q]‘+1 o qJ’+1 q]'+1 o qJ‘+1
v’ correction
— S : — * )
qj+1 o qJ‘+1 +qu+1 q]'+1 o qj+1 -|‘qu+1
o0 e % o
q]'+1 o q]'+1 +qu+1

v’ calcul des corrections

[M(q]'+1 *+qu+1)] {qj'ﬂ >l<+Aéj+1}+ f(q]'+1 >k_l_Aq]'+19q.j+1 >l<+Aq.j+19tj+1) — 0
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»M¢éthodes qui vont permettre de résoudre directement 1’équation différenticlle
du second ordre : schéma implicite (méthode itérative)

application : résolution de ¢ + (002 sin g =0 avec un schéma de NEWMARK

» incrément | q; q ; q ;
» incrément j+1
v’ estimation
q]‘+1:q]'+1* qj+1:qj+1* qj+1:q]‘+1*
v’ correction
div =94djn * +Aq ;,, 91 =9 * +Aq ;,,
G =G +AG;, avee
AQ’j+1 ::BAtz Mjﬂ

ou

N ) . 2o
Ad;y +Aq, %@, cosq;,*=—(q;, ™ + @, sing,,,*) Ay =0, A

v’ calcul des corrections
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»incrément j+1 :t=t,,

% _ 0 . * 0
qj+1 _qj+1 qj+1 _qj+1

50 D
Uesis |G @y SN0y 1 <&

calcul des nouvelles valeurs
. % %
(4,0 =g, *+1Aq djn™ =4 TAG,,

. ; ; 5 k. - * .
Ga*=q *+A] ™ =90 " tAq

\qj+l*=qj+l *+qu+1 (7 4 | +qu+1

calcul de la correction

’ qu+1 :ﬂAtz Aéjﬂ
Aq‘j+l = 7/NAéj+l

. 2 . 0
. A, +Aq;., %@, cosq,, *=—q,,, *+ay sing;,*)

——

»incrément j+2 1 t=t,
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»Newmark implicite

: o oscillateur non linéaire
Equation différentielle 2¢ ordre

Q+a)02q(1+a qz)zo

Aénﬂ 5

Calcul de la correction :

f(qn—l—l +Aq,,,, 9qn+1 +Aq,,, )_

* 2
qnﬂ i Aqnﬂ 02 (q”+l i Aqnﬂ (1 TaA\G, T Aqn+1) ) =0

avee .

2% N oo
‘Aqnﬂ — ﬁAt Aqn+1
Aq a1 T Aqn +1 |On obtient :

(G + Adyy 24l +AG,, )=0=

f(é:H?q:H ) ajf

n+l
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»Newmark implicite
Equation différentielle 2¢ ordre

_ f(q:H?q.:H 9q:+1 )
n+l @f af ﬂAt2

AG,, = -

%k -I_ sk
oq oq

n+l n+l
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o
E
L
=

+

(=)

(=)
=

%3]

=

o

soluti

oscillateur non lineaire 1 ddl sans amortissement

NEexp|] + P11 L0LYL

—==="NEimp
===="RK4-5
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»Newmark implicite pour un systéme de deux équations
Systeme différentiel 2¢ ordre

ﬂ (lqn+1’ lqn+1 2 lqn+1 9 2qn+19 zqn+1 9 2qn+1 ):O

]p2 (lqn+191qn+1 > lqn+1 > 2qn+19 zqn+1 5 2qn+1 ):O

Calcul des corrections : faire les développements limités

| 1Dt TA D15 190 T DGt 519, + 1A

Qi T AG 0529, T ASG 0 52D 20,

/i

* lqn+l +A1qn+l9 lqn+1 +A1qn+l > lqn+1 - lAan >

2 A - Lk . s *
an+l T A2qn+l9 an+l + A2qn+1 > an+l T ZAan
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»Newmark implicite pour un systéme de deux équations
Systeme différentiel 2¢ ordre ‘ -
1

Calcul des corrections, faire le développements limites :

Liaisons de Newmark : ‘fZ i
Aq,., = PAL ’ A, | 11Ag,., = 1At Ag,,,
qun — ,BAt ? qu n+1 ZAqn+1 — }/ AtZAQnH

On obtient les corrections :

la b 0
( . 3 d !
Ag,.

+1

A calculer !

S

\A2qn+1)
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Pendule elastique

Non linéaire
* Energie cinetiqgue et Energie potentielle

1
E=—m(x"+7y°
3 ( ly) | _
E =-mg x+§k(l—lo) avec l:\/x +y
* Equations du mouvement : X

m X+ k(l—lo)7—mg=0

my+k(l—lo)%=0
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le domaine temporel
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La plupart des schémas numériques implicites (Newmark implicite,
trapeze... sont stables.

La plupart des schémas numériques explicites possedent un pas de
temps critique pour étre stable

Les schémas explicites malgré leur stabilité plus limité sont souvent
utilisé en dynamique rapide des structures sur des temps tres courts
car les calculs sont simples (multiplications matrice par vecteur)
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Conclusion du cours

= [’¢volution dans le temps de nombreux systémes en Mécanique des
solides indéformables et déformables peut €tre modélisee,

v par un systéeme (linéaire ou non linéaire) d’équations
différentielles

v' 11 existe de nombreux schémas numériques mais en dynamique
des structures les équations différentielles  (lin€aires ou non
linéaires) du deuxieme ordre sont traitées classiquement a I’aide de
schéma de la famille de Newmarck

v'Bonne programmation de vos idées avec,
Matlab ou avec le code éléments finis Cast3M
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FIN du cours
Intégration en temps des équations du
mouvement en mécanique des solides

indéformable et déformable

Laurent GORNET,
Ecole Centale Nantes 2020
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