EcoLE CENTRALE DE PEKIN COURS : ANALYSE 3
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11 MARS 2020

0.1 GENERALITES SUR LES SUITES

Exercice 1. Soit u une suite monotone dont une suite extraite est convergente. Montrer que u est
convergente.

Soit (u,(n)) une suite extraite conevrgente vers I; alors pour tout n € N, u,(,,y < I. Or pour tout n € N, p(n) > n, donc
Un < Up(ny < L. La suite (un) est donc majorée par [, et comme par hypothése elle est croissante, on en déduit qu’elle est
convergente. Enfin, toute suite extraite d’une suite convegente converge et tend vers la méme limite. On en déduit que (un)

tend vers .

Exercice 2. Soit (up)n>0 €t (vp)n>0 deux suites réelles telles que v, = 2u,11 + u, pour tout n € N.
Montrer que (up,)n>0 converge ssi (v, )n>0 converge.

Le sens = : si limu, =, alors (v, ) est convergente et lim v, = 21 (immédiat).
Le sens intéressant est <= : On veut exprimer u, en fonction de des v,. Par récurrence, on peut montrer que

L ! +-+ 1) + 1y
Up = —VUn—1 — —5Un— —— | v - u
n 2n 1 92 n—2 2 0 2 0

1 n
Le terme (—5) uo tend vers 0, on cherche donc la limite de

1 1 1\"
Wn = SUn—1 = pzUn—2 oot <75) 0.
Supposons que lim v, = 3l. D’apreés la question précédente, on veut montrer que lim wy, = I.
Remarquez que
NONEE MO
=\ 2 2 1-1% 3 3\ 2
On en déduit que

)= ! l ! l ! l ! ! nl
(i =) = S (a1 =3) = o5 (va—a =3D +--+ (=5 ) (o —3D+3 (3

. 1 1\" . .
Or limy— 400 3\ 72 I = 0, donc pour montrer que (wy) tend vers [, il suffit de montrer que la suite

1 1 1\"
;rnf5(1)”,1—31)—2—2(vn72—3l)+~-+ -3 (vo — 31)

tend vers 0.
On peut séparer la somme comme dans la preuve du théoréme de Césaro : pour tout n > N

N-1 1|n—k+1 n 1|kt
lonl < >0 =3 e =31+ Y ‘—5 vk — 31
k=0 k=N

On sait que
Ve >0, 3N €N, n> N, |v, — 3| <e.

1
On pose maxe[o,N—1] |vg, — 3l = M. En calculant la somme des termes de la suite géométrique de raison 3 on trouve
N-—1 1 n—k+1 n 1 n—k+1 1 n—N
zn| < M — + e — < M, — +e
s S (5) e 6) 2 ()

1 n—N
Il existe N’ € N, N > N’ tel que pour tout n > N’, My (5) < e et alors |z, | < 2e. Quitte & remplacer € par 2¢, on a

montrer que (zr) tend vers 0, ce qui termine la peuve.



Exercice 3. Soit (an)n>0 une suite complexes convergeant vers . Etudier la convergence de la suite

(bn)n>0 définie par
1 « (n
b, = on Z (k)ak pour > 0.

k=0

n
C’est la méme preuve que 'exercice précédente en remarquant que g (
k=0

n

k

) = 2™. Vous devrez aussi montrer que pour k fixé,

1
o (Z) tend vers 0 avec n (pensez & étudier le quotient up41/un).

Exercice 4. Montrer que la suite de terme général complexe z, définie par la relation de récurrence
Znt1 = 2(2n + |2a]) converge et calculer sa limite (hint : poser z, = p, ').

On écrit z, = pp €7 avec 0, €] —mw, pn >0 et

. 1 . 1 . » . 0. .
prp1efntt = Epn(l +efn) = ipnew"/Q(e On/2 4 ¢10n/2) = p,. cos ?"6“9"/2.

1 0
On en déduit que 0,41 = 507“ donc 0,, = 2—: et (0y) converge vers 0.

On .
De plus pn+1 = pn cos - donc par récurrence :

n 90 n 90
pn:poHCOSQ—n d’ou zn:pOHcos2—n
k=1 k=0

Exercice 5. Etudier la suite (Sn)n>0 ol pour tout n € N, s, est I'unique racine de X™ +nX — 1 dans
[0; 1].

Faites un tableau de varaiations de la fonction gn(z) = 2™ + nx — 1 sur [0, 1]. En déduire s, existe et est unique. Remarquez
1 1

n+1

1
que gn(—)gn( ) < 0. En déduire que uy ~ —.
n n

Exercice 6.
1. Soit (un)nen une suite réelle bornée telle que u,11 — u, tend vers 0. Montrer que I'ensemble des
valeurs d’adhérences de (uy,)nen est un segment.
2. Soit f : [0;1] — [0;1] une fonction continue et (un)nen une suite d’éléments de [0; 1] telle que
Un4+1 = f(un) pour n > 0. Montrer que (uy)nen est convergente ssi up41 — ty, — 0.

1. Supposer que (un)nen @ deux valeurs d’adhérence a et b, a < b. Soit ¢ €]a; b. Faites un dessin et construire une suite
qui tend vers c : soit le segment [a, b] et un point ¢ pas trop au milieu.
Vu qu'il existe une suite extraite qui tend vers a et une autre qui tend vers b on prend u, proche de a et up4p proche
de b. Comme uyn+1 — un, tend vers 0, pour aller de uy,, & un + p, on fait des pas de plus en plus petit, on prend un
indice tel que le pas permet de passer de avant ¢ a apres c.
La formalisation : soit No = 0, ¢(0) =0etn > 1l et e, < [b—al/2™ le pas. Il existe Ny, > Ny, —1 tel que |up4+1—un| < en
et p > max(Np, p(n — 1)) tel que |Up — a| < e, et g > p tel que |Ug — a| < en. On pose ¢(n), le plus grand indice
entre p et g tel que u, () < ¢ @ par construction ¢ € [Ug(n); Up(n)+1] et donc [¢ — uy )| < en. Enfi, ¢ est strictement
croissante, on a bien une suite extraite qui tend vers c.

2. Le sens intéressant est <= : commencer par montrer par ’absurde que si a est une valeur d’adhérence, alors f(a) = a,
vous aurez besoin de f(un) — urn tend vers 0. Puis utiliser le 1/.

Exercice 7. Calculer la limite des sommes (séries) suivantes :
1
1. s, = m(\/1(n—1)+\/2(n—2)+--~+ (n—1)1>;

2. t, = ’(/(1+%)(1+%)x...x(1+%);

n—1

s 1
3w =it Y L
" ( n) — 1+ cos(3k/n)
Ce sont des sommes de Riemann. Tiercé gagnant : %, %, % tan %



Exercice 8. Calculer

P .
& km . " cos kx " sin kx
E (=1)¥cos — puis E —— et E s
D cos® x cos® x
k=1 k=0 k=0

lorsque ces expressions sont bien définies.

n n
Indication générale : se ramener a des sommes de complexes du type Z qk. Rappel de cours : On pose Cy, = Z cos(a + bk),
k=0 k=1

n
Cp = Z sin(a + bk) et T, = Cp +iSn. On a Re (Ty) = Cy, et Im (T,) = Sy,.. Puis on calcule

k=1
. (n+1) (nt1) (n+1)
T B S T e Y - R el S T
”_Ze =€ Z(e ) =e 1 — etb =e b ;b b
k=0 k=0 e'2 e '2 —¢'2
et finalement 1 +1 1
: n 3 n : n
. n o sin 22=b n Sln—b n \ sin 2=b
T, = e’(a+5b)_72 = cos (a—i— 7(7) .71) iy <a+ ,b) '7217
sin 5 2 sin 5 2 sin 35

d’oti les valeurs de C), et Sp,.

T
1/ En particulier, si a =0 et b = — + 7, alors C), s’écrit
p

P

P

k
E cos (—Tr + kw) = E (—1)k cos —
he1 p p’

car cos(z + k) = (—1)* cosx pour tout = € R et tout k € Z. On trouve alors facilement la valeur de I'expression demandée.

2/ De méme, on calcule

inx

& eiz \ 1 1 e
T i cos kx n .sinkx n, etkw " er® 1- (cosz) " cosntlg
n = 1 = = — = — = 5
F Fo = 2 cosks 2 sine
cosk x cosk x cosk x cosx _ .
k=0 k=0 k=0 1 cos T —1
cosx
eizt
P’avant derniere égalité étant la sommes des n + 1 premiers termes d’une suite géométrique de raison .
0s T

Pour terminer le calcul, on prend la partie rélle et la partie imaginaire de T}, et on obtient

)

i coskx _ sin(n+ 1)z ot Z sinkx _ cos" ™z — cos(n + 1)z

coskxz  sinzcos"zx cosk z sin x cos™ x

k=0

lorsque ces expressions sont bien définies.

0.2 SUITES RECURRENTES

Exercice 9. Soit la suite (u,) de terme générale tel que ug > 0 et

Un

Upt1 = ——.
e 1+ nu2

1. Etudier la convergence de (uy,).

1
2. Montrer que pour tout n > 2, on a 0 < u, < —.
n

1
3. En considérant la suite ( - ) trouver un équivalent de (uy).

un+1 Up

1. la suite est positive (par récurrence) puis décroissante, donc converge.

2. Etudier la fonction z 1 et par récurrence.

1
— — = nuy est une suite croissante majorée par 1 donc convergente et nu, ~ a # 0.Sommer
Un+1 Un

3. Montrer que

n , .
~ — et de l'autre par Césaro & an, donc a = 1.
Un+1 a

entre 0 et n : du premier coté c’est équivalent a



Exercice 10. Soit ug €]0; 2[ et w1 = (1 — wp)un.

1. Etudier la suite (uy)n>o0.

1
2. Montrer que 0 < u,, < ——.
n+1

1
— —), trouver un équivalent de (uy,).
un+1 U,

3. En considérant la suite (
Exercice 11. Soit f une fonction définie au voisinage de 0 et admettant un développement limité en 0
de la forme :

f(z) =z + \zF + o(a®)
avec k € N, k> 2 et A # 0. On suppose que la suite (uy)n>o définie par sa valeur initiale ug et la relation
Un+1 = f(uy,) est bien définie et converge vers 0. Montrer que u,, est de signe constant pour n assez grand

et que 'on a
1 1
|un| ~ 1 X 1 *
((k=DIA)FT  nFT

On est dans le cas ou f/(0) = 1, la convergence de un+1 = f(un) est lente. On a le développement :|upt1| = |un|(1l +
Akt 4 o(uE~1)) pour n assez grand. On calcule pour r > 0
1 11 —rauk™t 4+ o(ukTh)
lunt1|”  Jun|”  Junl” T 14 raukTt 4 o(ubTh)

Cette suite admet une limite finie non nulle si on a » = k — 1. Dans ce cas, la limite est nécessairement positive, sinon fan]”
Un

tendrait vers —oo. On en déduit qu’elle vaut (k — 1)|A|. Et on conclut avec le lemme de ’escalier.

0.3 GENERALITES SUR LES SERIES

Exercice 12. On considére une suite décroissante de réels positifs (a,) telle que la série correspondante
> ay, est convergente. Montrer que la suite (na,) converge vers 0.
La réciproque est-elle vraie ?

La suite (Sn) est convergente, donc Sa,, — Sy, tenv ders 0 : Ve, N tel que si n > N,
€ > |San — Sn| =a2n + -+ ant+1 > nazn
n
puisque (arn) & termes positifs et décroissante et donc (Ean) tend vers 0, d’ott le résultat.

1

rlnzx

1 +oo
La réciproque est fausse :) Ton diverge : de méme nature que / dzx.
nlnn 2

Exercice 13. Soit (a,),>1 une suite & termes positifs telle que la série Z a? est convergente. Soit o une
bijection de N* dans lui méme.

1. Montrer que la série Z anGgq(n) est convergente.

2. Pour quelle(s) permutation(s) la somme est maximale.

400

1

E(a% + ai(n)) et on majore les sommes partielles par Z ai et on a égalité ssi an = ay(n),
n=1

c’est-a-dire ssi an > a5 () est 'identité.

On écrit que anagn) <

Exercice 14. Déterminer la nature des séries de terme général :

+1)1/2—n1/2 i n3 3n+3\"
n = 11/2— 1/2 n:(n n — n—1)" n = 7y n =
b (n+1) e v n v (n ) n!’ Y n+1
(="
zn:L,aER* an:M,a>0.
n ne

1/ Suite téléscopique divergente. 2/ multiplier par la quantité conjuguée et donner un équivalent. 3/ Majorer par une série
géométrique convergente. 4/ Critere de D’Alembert. 5/ Majorer par une série géométrique convergente. 6/ minorer par une

série divergente. 7/ Série alternée.



0.4 COMPARAISONS

Exercice 15. Nature de la série de terme général

1
en
Up = —3 + —(an®* + Bn +7)
en — n
suivant les valeurs de «, 8 et v des réels.
Calculer un dévellopement asymptotique de u,.
On sait que
1
en 1
T = T
en —1 l—e™n
- 1
- 1 1 1 1
1-(1— =+ — — — +0(—
( n+2n2 6n3+ (n4))
. 1
- 1 1 1 1
- 4 L=
n  2n? + 6n3 + (n4 )
_ n
- 1 1 1
- (— - — 40(—~
(Qn 6n2+ (n3)
1 1 1 1 1
= X |1 — - — — — )2+ 0(=
" |: +(2n 6n2)+(2n 6n2) + (n3):|
1 1 1.1 1
= 14 — (== 4+ ) — 4+ O(—
nx{ Pt (n3>}

1 1 1 1
On trouve up = (1+a)n+ (= +8)+ (— +v)— + O(—).
2 12 n n?

1
La série est convergente ssi « = —1, 8 = —3 et y= BETE

Exercice 16. Etudier les séries de terme général :

a

a) U, = (nsin ;)n —e 6 b)u, =sin [w(2+ \/?I)”} €) Up = ( n )n ,a€R d) sin(mwen!)

n+1
1
Pour le b) penser au conjugué : (2 — v/3)", pour le d) écrire e = Z E + Rn.
1 1 1 k=10 .
a) On calcule n? Innsin — = n2In(l — — + O(—)) = —= + O(—5) et don la série converge car u, = O(—).
n 6n2 n? 6 n2 n?2

b) On écrit
V3 V3 o (n k[/3" ko 3k & 2kqk
2—V3)" 2 3)" = 2"~ 3 (-1 3|1 =2 2nTeR3F = 2N
@ VB + 2+ V3) ,;o(k) [V3* -1k + v3'] ;0(%)
donc up = sin [W(QN —(2- \/§)“)] ~ —(2 —v/3)™7 donc converge absolument.

¢) écrie un, = exp(—n®In(1 + %) =exp(—n®~1 + O(n? 1) ; si a < 1 la série diverge grossierement et si a > 1, alors

) 5 ) 5 na—l na—l a1
lim n“u, = lim ( n° exp(— 3 )| [ exp(— 3 +0Mn*" 7)) =0

et donc la série & termes positifs converge car est un O(1/n?).
n
. 1
d)On a Uy, = sin (7r [n! Z o + n!Rn] ) Or
k=0
“1 n! n! 1
n!Z— =nl+—4+-+——4+nn-1)+n+1=2N+n+1=u, :(—1)"Jr sinn!R,m
k=0 k! 1 (n—2)!

Montrons que n!R, est décroissante (positive) et tend vers 0 : pour cela

1 1 1 > 1 \* 1
<nlRp = < ==
n+1 frin n+1+(n+1)(n+2)+ 7;(n+1) n

d’ou R, < % < Rp—1. La série est une série alternée, donc converge.



+oo
Exercice 17. Calculer Z
k=0

a3 +1
n!

- Un+1 1 -
On vérifie que —— ~ — donc la série converge.

U

n n
n3 1 N
Deplus,ZunZQZﬁﬁ-Za et n?=(n—-2)(n—1)+3(n—1)+1, dou

I Pt DICR S DI S DECR
Z = = + + = be
ot =0 =) (n=2) (= 3)!

et S up = 1le.

1
Exercice 18. Nature des séries de terme général u,, = cos (71277111(1 - )) et v, = sin(2my/n2 + (=1)").
n

1
On montre que u, = (—1)"*!sin (1 + O(—) dont on déduit que Zun converge.
3n n2
1)
= 2nm + (=)t

1
On calcule 2mm4/n2 + (—1)") ~ 27 [1 +— —— +o(—)
n n n

Donc la série est la somme d’une série alternée convergente et d’une série absolument convergente, donc converge, mais pas

(=nm]'?

absolument.

n!

Exercice 19. Etudier la série de terme général u,, = a € R,.

b
an"

ea

u
, montrer que ntl >1et
Un

U 1
Montrer que lim ntl et appliquer le critere de D’Alembert, pour le cas critique
n—+o0  Up ea

donc la série diverge grossierement.

2

Exercice 20. Nature de la série de terme général u, = arccos(Z arctann?).

Etudier cosu,.

2 2
. u s
On a cos(un) = 1 — 2 arctan - qui tend vers 1, donc 1 — cosu, = 2 arctan =5 donne & ~ -2 et up ~ —— ; la série
T n K n 2 ™ nﬁ

diverge.

0.5 AUTRES

Exercice 21. On fixe up = a € R et u,p1 = (u, —u2)/2.
1. Montrer que la suite (u,,) converge vers 0 si et seulement si a €] — 1;2].
2. Montrer que la suite (u,,) prend la valeur 0 ssi a =0 ou a = 1.

unJrl

3. On fixe a €] — 1;2[\{0, 1}. Calculer la limite du rapport et en déduire que la série de terme

n
général u,, converge ssi a €] — 1;2[.

— 2
1. La suite est de la forme un41 = f(un) avec f(z) = :c 2:0 et g(z) = f(z) —z = _rte . la fonction g est positive
sur [—1,0] et négative sinon.
Les variations de f sont
z | —oo -1 0 3 1 2 +o00
3 1 1 3
f 5 2 0 —3 —3
f] me0 A -1 /0 A N0 N -l N —oo
L’image par f de |2,+oo[ est | — 0o, —1[ qui est un intervalle stable. la fonction g est alors négative, donc (un)

décroissante, elle ne peut converger car f n’admet pas de point fixe < —1. La suite (un) tend donc vers —oo pour
a €] — oo, —1[U]2, +o0l.
Si a = —1, alors la suite est constante et si a = 2, alors la suite est constante & partir du rang 1.



Si a €] — 1, 0] intervalle stable de f et sur lequel g > 0, la suite (un) est croissante et converge car bornée vers 'unique
point fixe > 1, donc vers 0.

De méme, si a € [1,2[, u1 €] —1,0] et la suite converge vers 0. Enfin, si a € [0, 1], alors I'intervalle est stable par f et
g est négative sur cette intervalle, la suite (uy) est décroissante et tend vers 0.

2. Le tableau de variations montre que 0 est atteint en 0 et 1 et que 1 n’est pas atteint, d’ou le résultat.
3. La suite (un) tend vers 0, up # 0 et & partir d’un certain rang

Un+1
Un,

71—un
)

1
qui tend vers 3 Le critére de D’Alembert s’applique.

Exercice 22. Calculer la sommes des séries suivantes apres avoir justifier leur convergence :

1 1 2n—1
Y oy Y ey Y X

1 1 1
Pour le 1/, ———— = — — —— donc la série est téléscopique, elle converge de somme le premier terme : 1.
nn+1) n n+1

Pour le 2/, c’est le méme principe :

3 1 Y2 -t 12 11 1 1/ 1 1
nn—1Mn-2) n n—1 n—-2 2\n n-1 2\n—-1 n-2
somme de deux suites téléscopiques, donc converge, La somme est la différence des deux premiers termes (la somme commence
-1 1 1
an=3!): —+-=-
A
Le principe reste le méme pour le 3/ :

2n-1 _1/4 3/8_"_—5/8_%( 1 -1)+§(1- 1 )

n(n2—4): n n—2 n+2 n—2 n n n+2

donc > un est une somme de 4 séries téléscopiques !

la série harmonique.

T =

Exercice 23. Soit H,, = Z
k=1

n +oo
1 1 1
Exprimer en fonction Hs,, et —H,, et en déduire que ——— =2(1—-1In2).
P ,;%H n €8 5 Hn d 21:1@(2“1) ( )
“ 1 1 1
Ont Sn =Hyy, — —Hp —1 .
1 rouve ,;2k+1 mTy ot
1 1 —2
0 t = - dot
n montre que k(2k+1) k+2k+1’ ou
i* = Hyp — 250 =Tnn+v+o0(1) —2(n2 — 1 + ~7+ o) = 2(1 — In2)
—k@k+1) " K 21T T ’
ol l'on a utilisé H, =Inn + v+ o(1), v la constante d’Euler.
Exercice 24.
. . c
L. Soit (un)n>o0 une suite telle que u, 11 —up ~ — avec a > 1 et ¢ > 0.
= n
—c

Montrer que la suite u,, converge vers une limite [ et on a u,, — [ ~ W
a—1)no—

n

1
2. Rappeler la démonstration de H,, = Z 7= Inn+v+o(1)
k=1

1 1
(a) Poser v, = H,—Inn—- et calculer un dl de vy, 41 —v,,. En déduire que H,, = In n—}—fy—i—Z——l—o(f).
n n
1
(b) Poser w, = H,, —Inn — v — o et calculer un dl de w,, et recommencer... en déduire

H,=lnn+~v+ 1 ! + L 1 + of L )
n=Inn — — - o(—
T on T 12n2 T 120nt 25206 ' O\n6




Le 1/ c’est du cours & savoir refaire par coeur en ’adaptant au cas demandé.
2

1 T
2/ —— _1In(1 - _Z 0.
/1 n(l+x) > en

2z + 22 . x3 3
3/ m —In(l1+2) = 5 + o(z?) en 0.
“+ o0
Exercice 25. Calculer de deux manieres différentes Z(n +1)37" (avec un produit de Cauchy ou une
n=0

série géométrique).

n
Méthode rapide : Calculer Z z* puis dériver les deux expressions et appliquer le résultat & z = 1 /3.

k=0
+oo —+oo n 1 1
Avec le produit de Cauchy : n+1)37" = — .

Exercice 26. Soient (a,b) € C? tels que |a| < 1 et |b] < 1. Prouver que

“+o0
1 an+1 _ bn+1
[ L v : b
1—a)(1—b) nz_% a—b sta#b,
1 +00
m = Z(n+1)an SiCL:b.
n=0

D’apres la formule classique pour les séries géométriques on a
- = Z a™ et —_— = Z b,
n>0 n>0

Ces deux séries sont absolument convergentes puisque |a| < 1 et |[b] < 1. On peut faire le produit de Cauchy et donc on
obtient que

L kpn—k
—a mfzwnavecwnfzab
n>0
Si a = b, on trouve directement que wn = Y ;_ya™ = (n+ 1)a™. Si a # b, alors il faut utiliser la factorisation
n
gt _pntl — (a _ b) % Z ak:bn—k:

k=0
qui donne le résultat.

Exercice 27. Soit (u,) une suite numérique. Pour tout n € N, on pose

1. On suppose dans cette question que la série > u,, est absolument convergente.
En observant un produit de cauchy, montrer que la série > v,, converge et exprmier sa somme en
fonction de )" uy,.

2. On suppose dans cette question que la suite (u,,) tend vers 0. Déterminer la limite de (vy,).

3. On suppose dans cette question que la série > u, converge. Montrer la convergence de > v, et
déterminer sa somme en fonction de celle de Y uy,.

1
1/ > =0 5m S Wk est le produit de Cauchy des séries de terme général uy et 2%

2/ Utiliser des € pour montrer que (vy) tend vers 0 : pour n > N

N-—-1 n
1 k 1 k
|”n|§2722 \uk\+2—n 22 [ul
k=0 E=N

3/ On calcule

N N
1
Zvn >y gk = DUk D G
=0 n=

n=0 k=0

N
_ Uk
2w (1 g ) = zzuk—z b
k=0 =0 2
D’apres la question précédente, le terme de droite tend vers 0 et donc la somme des vy, tend vers 2 fois celle des un,.
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