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0.1 TRIBUS, LIMITES SUPERIEURES

Exercice 1. Une partie A C R est dite symétrique si A = —A, ou
—A={zeR:3JyecA z=—y}

Soit A ={A € P(R) : A= —A} Pensemble des parties symétriques de R.

1. Montrer que A= {AU(—A4): A e P(R)}.

2. Montrer que A est une tribu de R.

3. Caractériser les fonctions f : R — R telles que

VAc A, f71(A) € A
4. Caractériser les fonctions f : R — R telles que

VX e PR), f1X) € A

5. Montrer que A est la tribu image réciproque de la tribu grossiere P(R) de R par la fonction valeur
absolue V : R — R.

6. Décrire la tribu engendrée par {{a, —a} : a € R}.
Indication : On pourra commencer par montrer qu’elle est incluse dans A ainsi que dans la tribu
engendrée par les singletons.

1. On pose A’ = {AU(—A): A€ PR)}. Soit B=AU—-A€ A, alors —-B=—-AUA=AU—-A=DB, donc B € A.
Réciproquement, si A € A, alors A= AUA=AU—A car A= —A et donc A € A’. Par double inclusion, on a
montré 1’égalité.

2. 1Tl est clair que R € A. De plus, si A € A, alors ¢ ¢ A ssi —z ¢ A, et donc —A = A. Enfin, soit (An)nen € AY, alors
Ap = An U(—Ay) et donc UnEN A, = UnEN A, U— UneN Ap. D’pares 1), UnEN A, €A

3. Ce sont les fonctions f telles que x + |f(x)| est pair : supposons f(—x) # f(z), alors f~1({f(x)}) ne contient pas
—x, mais par hypothese —x € f~1({f(z),—f(z)}), donc f(—z) = —f(z). Réciproquement, si x — |f(zx)| est paire,
alors la propriété est vérifiée.

4. De méme, cesont les fonctions paires f est paire : on sait d’aprés la question précédente que x — |f(z)| est paire.
Mais si f(x) # f(—=z), alors f~1{f(x)}) contient z, mais pas —z. On en déduit f~1{f(x)}) € A, ce qui est exclu
par hypothése. On a montré f(—z) = f(z) pour tout z. Réciproquement, si f est paire, on vérifie facilement
VX ¢ P(R), f~1(X) € A.

5. Soit X € P(R), alors V™1(X) = X |J—X et d’apres 1/, c’est la tribu A.

6. On va montrer que c’est la tribu
C=ANn{X € P(R), tel que X ou X est au plus dénombrable}.

Il et clair que la tribu D engendrée par {a,—a} contient C car une tribu est stable par union dénombrable et
par passage au complémentaire. Pour montrer que D = C, il reste & prouver que C est une tribu, donc que
X ={X € P(R), tel que X ou X est au plus dénombrable}.. Elle contient R car @ est de cardinal nul. De plus, elle
est par définition stable par passage au complémentaire. Soit (X,) € X’ N Si tous les X, sont au plus dénombrables,

alors | J,, X» est au plus dénombrable et donc appartient & X. Et si I'un des Xy, n’est pas dénombrable, alors X,
est au plus dénombrable. Donc |J,, Xn =, X,, C Xn0 est au plus dénombrable et appartien encore a C. On a
montré que C est bien la plus petite tribu contenant les {—a, a}.



Exercice 2. On souhaite montrer qu’il n’existe pas de tribu infinie dénombrable.
Soit donc X un ensemble et A une tribu au plus dénombrable sur X. On va montrer que X est finie. Pour
tout z € X, soit

A)= ) A

z€A,AcA
Montrer que A(z) € A.
Mountrer que A(x) est le plus petit élément de A contenant z.
Montrer que y € A(x) = A(y) = A(x).
Soit x et xy deux éléments de X. Montrer que A(z) = A(zg) ou bien A(z) N A(zg) = 0.
Soit £ ={B C X | 3z € X, B = A(z)}. Montrer que A est engendrée par £.

6. En déduire que toute tribu au plus dénombrable est finie.

ARl A

A est supposée dénombrable.
1. Une tribu est stable par intersection dénombrable.

2. Puisque c’est I'intersection de toutes les parties qui contiennent x, elle contient x et si une partie de A contient =z,
alors elle contient son intersection avec toutes les autres.

3. En fait I'idée est que si B C A(z) une sous partie propre, alors elle est vide : on a x € B, ou z € B et donc B = ou
B=0.
4. Conséquence de la question précédente et donc les A(z) forment une partition (dénombrable).

5. Pour tout A € A, A = UzeA A(x) qui est une union au plus dénombrable donc dans la tribu engendrée par €.
L’inclusion inverse étant déja vue, on a égalité.

6. Soit I = {A(x), = € A}. L’ensemble I est au plus dénombrable et A est en bijection P(I). Or, si I est fini, P(I)
aussi et si I est dénombrable, alors P(I) ne 'est plus. Ce qui termine la preuve.

Trouver la tribu engendrée par une classe C de parties d’un ensemble E se fait généralement en ajoutant & C' les unions
dénombrables et les complémentaires des parties de C. Si I’on obtient ainsi une tribu, on a bien trouvé la tribu engendrée par
C.
Manque de chance, cela ne marche pas toujours, notamment pour le cas de la tribu borélienne sur R. Si I'on procede de la
sorte en partant des intervalles réels, on ne tombe en effet pas sur une tribu. Il faut en fait itérer ce processus par récurrence
transfinie pour obtenir la tribu des boréliens.
Cela explique pourquoi il est impossible de fournir une description explicite compléte des boréliens de R. On peut montrer
que la tribu borélienne sur R a la puissance du continu, ce qui montre I'existence de non-boréliens (car P(R) a une puissance

strictement supérieure & celle du continu).



Exercice 3. Soit Q2 un ensemble. On appelle limite supérieure des A, et on note lim sup,, A,, I’ensemble

des éléments de €2 qui appartiennent a une infinité de A,,.
On appelle limite inférieure des A,,, et on note liminf,, A,, 'ensemble des éléments de €2 qui appartiennent

a tous les A,,, sauf un nombre fini d’entre eux.
1. Ecrire les définitions de lim inf,, A,, et limsup,, A,, avec les quantificateurs V et 3. Les traduire en
termes ensemblistes & I’aide de ) et .
2. Déterminer les ensembles lim sup,, A,, et liminf,, 4,, dans les cas suivants :

(a) Ay =] —o0,n];
(b) Ap =] — o0, —n];

(c) A2n = A, Aapt1 = B;
(d) An =] =00, (=1)"].



0.2 EXEMPLES

Exercice 4. Soient (£2, F,P) un espace probabilisé, et Ay, ..., A, des événements. Démontrer que

P(A; M-+ NA,) > iIP’(Ai) —(n—1).

On va procéder par récurrence sur n, le point clé étant la formule
P(ANB) =P(A) +P(B) —P(AU B).

La propriété est vraie si n = 1. Supposons-la vraie jusqu’au rang n — 1, et prouvons-la au rang n. On pose A = A1 N---NAp_1
et B = A,. Alors, d’apres la formule précédente

P(A1N---NAp) =P(ANB) =P(A) + P(B) — P(AU B).

Maintenant, on utilise ’hypothése de récurrence pour minorer P(A), et on utilise le fait que P(AU B) < 1, et on obtient
n—1
P(A1 NN AR) > Y P(A) = (n—2) + P(Ay) — 1
i=1

ce qui est exactement le résultat voulu.



Exercice 5. Soient (£2, F,P) un espace probabilisé. Montrer que pour tout événement A et B

[P(AN B) - P(A)P(B)| <

| =

On pourra commencer par vérifier que 'inégalité est vérifiée A si AN B = ).

— 1 —
Le cas P(AN B) = 0 vient du fait que P(A)P(A) < ik étudier le maximum de z(1 — z) sur [0, 1]. On a bien sir B C A.

Puis pour A et B est quelconque, on pose A’ = A\ AN B et
1
[P(AN B) — B(A" U (AN B)B(B)| = [F(AN B)(1 - B(B)) — P(AB(B)| < .

1
car différence de deux réels positifs inférieur a 1



Exercice 6. Montrer la formule de Poincaré :

P JAr) =p1 —pat -+ (=1)"py = 3 (1) Iy,
k=1 k=1
ol
Pk = Z ]P)(A“ﬁﬁAlk)

1<ip < <ig<n

On procede par récurrence, le cas n = 1 s’écrivant P(A1) = P(Ay).
Posons B = |J;;_; Ax et appliquons la formule

P(B|J An+1) = P(B) + P(Ax) = P (B[ Ant1)

Par récurrence,
n

BB)=p1—p2+ -+ (1) pn = 3 (-1 'y
k=1

P = Z P(Azl ﬂﬁAzk)
1<ip<-<ig<n

avec

et en posant gk = A (N An41 pour 0 <k <m,

" n
P (U Ak) =p1—P2+ -+ (=1)" 1P = Z(*l)k_lﬁk
k=1 =

et
Pr = > P(A;, N---NA,;,) = 3 P(Agy N---N Aiy O Anyr).

1<i] < <ip<n 1<i] < <ip<n

Les pg et les py et P(Ap41) au rang n permet de retrouver les py du rang n + 1 avec le bon signe.



Exercice 7. Un facteur possede n lettres adressées a n destinataires distincts. Il est totalement ivre et
poste au hasard une lettre par boite.

1.

Quelle est la probabilité d’obtenir la bonne répartition ?

2. Quelle est la probabilité qu’une lettre au moins arrive a la bonne adresse ?
3.
4

. Quel est le nombre d,, de manieres différentes de poster les lettres de telle sorte qu’aucune n’arrive

Quelle est la probabilité qu’aucune lettre n’arrive a la bonne destination ?

a destination ?

1
. Il'y a clairement — possibilités.
n!

n—1)!
Notons A; I’éveénement la i-eéme lettre arrive & bon port : P(A4;) = #
n!
On veut caluler la probabilité de 'événement au moins une lettre arrive & bon port F = [J]; A; et avec la formule

de Poincarré on obtient :
k—1

P =y (i (1) e s B
k=1 : k=1 :

La probabilité qu’aucune lettre n’arrive & bon port est P(E) =1 — P(E).

On en déduit que dn, = n! x P(E). Quand n tend vers +oo, cette quantité tend vers 1 — e~ 1 ~ 0, 632.
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