2.3 Meéthode probabiliste
2.3.1 Définitions

Avec la méthode probabiliste, on considére que le vecteur de caractéristique @ = (z1,...,2x) a une densité de
probabilité (ddp) qui dépend de sa classe.

Exemple d’une ddp pour un vecteur x ?

%) = (21|r|)N exp |5 o= T (@ - )

Dans la suite de ce document, on utilise les notations suivantes

/:cl /xN g(x)P(x)dx;...dey = /g(ﬂl)P(az)daz

On a en particulier

[ P(x)de =1

JxP(z)de = p

[ @—p) (@ -’ Pl@)ds =T
ol p est le vecteur moyen et I' est la matrice de covariance de X.

Rappel. Un discriminateur est une application

RN — {w17w2, ...,wc}
xz — dx)

Avec la méthode probabiliste, comme au moment ou le discriminateur doit effectuer la discrimination, celui-ci
ne connait pas la classe w, celle-ci est supposée étre une variable aléatoire discréte.

On suppose que Ve, il existe une unique classe associée a x. Ainsi
P(w; et wjlz) =0 pour i# j non ambiguité
Zle P(we|z) =1 exhaustivité

Il y 2 propriétés importantes & connaitre et savoir manipuler :

1. Loi de Bayes

| P(z,w.) = P(alw,) P(w) = Plw|z)P(x)]

2. Calcul des marginales (ou théoréme des probabilités totales)

C C

P(z) =Y P(z,w.) =Y P(z|w.)P(w)

c=1 c=1

et

Peo) = [ Plaw)iz= [ Plufo)Playiz

Quel est le sens des variables ci-dessous 7
— P(we)
— P(z|w)
— P(we|x)
P(z)

Pour chaque classe, on peut calculer la moyenne et la matrice de covariance intra-classe

B = [ wP(alw.)dz
L. = [ (@—p) @ p)" Plajw)de
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a la condition que ces intégrales existent.
2.3.2 Application de la théorie de la décision dans le cas a deux classes

Quel est le critére a utiliser pour caractériser les performances d’un discriminateur ?

P.,, = P(faire une erreur) = / P(x, faire une erreur)dz
RN
Dans un probléme & deux classes, on a 2 erreurs possibles
réalité  Probabilité décision
T € wy P(m,wl) T — Wy
rE€wy Px,ws) T w

Ainsi

Perr = P((B7CU2)d:B +/ P(m,wl)dw
R1 Ro

ol R1 et Ro correspondent a la partition liée & notre discriminateur.

Exemple. Voir Figure 10.

Frontiére qui minimise la probabilité d’erreur quand les classes sont équiprobables P(wq) = P(ws2)

Ry Ry

P(z|w:) P(z|w2)

£---------4

v

/ P(x|ws)dx /P(m\wl)dw
JR1 R2

Fi1cURE 10 — Illustration dans le cas avec deux classes gaussiennes équiprobables.

On peut montrer que la probabilité d’erreur minimale est donnée par

err

PoPt — /min (P(x,w1), P(x,ws)) dx
Ceci s'illustre en 1D sur la Figure 10 dans le cas équiprobable.

Ainsi la régle de décision qui minimise la probabilité d’erreur P.,.. est

P(x,w1) wzl P(x,ws)

w2

ce qui est équivalent &
w1
Plwi|z) 2 P(w|x)

w2
mais ce qui est aussi équivalent &
w1
P(x|wi)P(wi) 2 P(x|wz)P(ws2)

w2

Que signifie le fait que cette régle de décision est optimale quand on choisit comme critére pro-
babilité d’erreur ?
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Que faire si on connait P(x|w;), mais on ne connait pas P(w;)?
2.3.3 Cas gaussien avec 2 classes équiprobables et paramétres connus

Si on suppose
1 T 1
-5 (w - Nc) rc <$ - Nc)

vt
= ————exp
or /0] 2

Alors le discriminateur qui minimise la probabilité d’erreur

P(x|w,)

peut s’écrire

ou

Que représente Q.(x)?

La frontiére qui sépare les deux régions est une fonction quadratique. Elle peut décrire plusieurs formes :
— 1 ellipse avec une équation du type

af | a3
ot =1
ay a3
— 1 hyperbole avec une équation du type
B
a?  dd
1 2
— 1 parabole avec une équation du type
T2 = ar

Dans le cas particulier on I'y = I's = T, le test se simplifie en

Qs(x) 2 Qi (x)

w2

ainsi

En développant, on obtient
“WET e~ 2 T ey + pd Ty 2 pd T e @ Ty T
w2
et finalement
PIT  py — Ty 22 (uf — pd) T2
w2
De quel type de frontiére s’agit-il 7
Quels sont les risques de cette approche ?

Remarque. Il est possible de chercher une frontiére linéaire, sans avoir besoin de supposer que les classes sont
gaussiennes. Pour cela, on peut repartir de la régle de décision

P(OJ1|3'J)> w1
In{——=1] =20
(P(W?:lw) 5

P(w|z)

Si on suppose qu’il existe une frontiére linéaire sur la statistique In ( Ploslo) ), alors il existe wy et w tels que

(£l

_ T
P<w2|w>) Cwotw
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Or, comme

P(w|x) + P(walx) =1

on a donc Pl )
wilx
i (Bt ) ~ ot
et donc
ewotw’x
Plu|z) = 11 ewotw=
et

1

C’est le discriminateur logistique.

Un intérét de cette solution est que pour identifier w, on peut utiliser comme critére
ewTw(P) 1
J(’LU) = Z lOg 1+ eme(P) + Z log 1+ echc(P)
{pld® =1} {pld=—1}

qui revient & maximiser une sorte de vraisemblance sur la base d’apprentissage.
On peut montrer que cette optimisation est bien plus facile a réaliser que celle du gradient par exemple.

Synthése sur le linéaire. On a plusieurs solutions pour faire du linéaire.
— Hebb, pas de critére mathématique, il s’agit d’une solution plutét empirique.
— pseudo-inverse (PI), le critére est

J= Z |d®) — wT 2@ |2
P

— RA et gradient utilisent le méme critére, mais ils régularisent I'inversion de matrice.
— le cas gaussien avec I'y = I'o,
— le logistique avec le critére ci-dessus.

On a donc 6 discriminateurs qui ménent & une frontiére linéaire.

Est-ce que les solutions donnent des résultats identiques ?

2.3.4 Cas gaussien avec 2 classes équiprobables et paramétres inconnus

Si en pratique, on ne connait pas les paramétres associés a chacune des lois P(x|w,.), il faut mettre en ceuvre
des estimateurs.

Quels estimateurs vous connaissez 7

Dans le cas gaussien ou ’on ne suppose pas que les covariances sont égales, si on a IV, vecteur de la classe
c dans la base d’apprentissage, alors les estimateurs s’écrivent Ve

c

1N
~ E:()
Fe =N, 2’
p=1
et

- 1 Qe T
L=+ 3 (m@) _ ﬁc) (m@) _ ﬁc)
c p=1

Si on sait que les covariances sont égales, alors on peut montrer que l'estimateur de la matrice de covariance T’
.
s’écrit alors

o 1~ o~
P=; (0T
Qu’est-ce qu’on perd quand les paramétres sont inconnus ?

Qu’est-ce qu’il convient de faire dans ce cas?
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2.3.5 Généralisation dans le cas a C classes

Dans le cas a C classes, il faut sommer toutes les erreurs possibles

c
PCTTZZ;/R. Z P(x,w;)dz

i javec j # 1

ce qui peut s’écrire

i=17/Ri

c c
PETT:Z;/RiZP(w,wj)daz—Z/R‘P(a:,wi)d:c

Or 3, P(z,wj)dx = P(x) et ainsi

C C
P, = / P(x)dx — Z/ P(x,w)de =1 — Z/ P(x,w;)dx
R i=1 7/ Ri i=1 7/ Ri

Pour minimiser la probabilité d’erreur, il faut donc choisir comme partitionnement R;
Ri = {x|P(x,w;) > P(x,w;) Yj}

Si toutes les classes sont équiprobables, alors quelle la régle qui minimise la probabilité d’erreur ?
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