OMPP 5

Potentiel vecteur

Ecole Centrale Pékin

2019-2020

Table des matieres

1 Existence d’un potentiel vecteur
1.1 Définition d’un potentiel vecteur . . . . . . . . . . . .. ... o
1.2 Non unicité d’'un potentiel vecteur : notion de jauge . . . . .. .. .. ... ... ...
1.3  Expression du flux du champ magnétique a travers une surface s’appuyant sur un
contour fermé . . . . . . ... e e

2 Opérateur laplacien vectoriel
2.1 Définition . . . . . oL e
2.2 Linéarité . . . . . . . . e e e e
2.3 Expression dans les différents systémes de coordonnées . . . . . . . ... ... .. ...

3 Equation de Poisson et conséquences
3.1 Equation de POISSON concernant un potentiel vecteur . . . . . ... ... ... ....
3.2 Théoreme de superposition . . . . . . . ..o
3.3 Potentiel vecteur créé par une distribution FINIE continue d’éléments de courant . . .
3.4 Complément (hors-examen) . . . . . . . . . . ..o i

4 Tableau récapitulatif des relations d’électrostatique et de magnétostatique

=W w W \]

S O D



OMPP 5 - POTENTIEL VECTEUR

1 Existence d’un potentiel vecteur
1.1 Définition d’un potentiel vecteur

L’équation de Maxwell-flux div?(M ) = 0 assure qu’il existe un champ vectoriel
A(M) tel que :

B(M) = rot A(M)

nommé potentiel vecteur (dont dérive le champ magnétique).

1.2 Non unicité d’un potentiel vecteur : notion de jauge
1.2.1 Non unicité d’un potentiel vecteur

Un potentiel vecteur n’est pas unique.

- ~ - S —

% Montrer que si A(M) est un potentiel pour le champ B(M) alors A'(M) = A(M)+ gradf(M), ou
f(M) est une fonction scalaire différentiable quelconque, est aussi un potentiel vecteur valable pour
B(M).

De la méme fagon que le potentiel scalaire V' est défini & une constante pres, le potentiel vecteur A
est défini & un gradient pres.

1.2.2 Notion de jauge

La non-unicité d’un potentiel vecteur permet d’imposer une condition sup-
plémentaire dite condition de jauge qui permet de simplifier les calculs. En
magnétostatique, il est possible de choisir :

La jauge de Coulomb : din(M) =0

Remarques :

e Il existe d’autres conditions de jauge possible.

e Utiliser une condition de jauge n’implique pas 'unicité du potentiel vecteur A.

%\Montrer que la jauge de Coulomb n’implique pas I'unicité du potentiel vecteur
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1.3 Expression du flux du champ magnétique a travers une surface s’appuyant sur un
contour fermé

Le flux du champ magnétique ?(M ) a travers une surface (S) s’appuyant sur
un contour fermé et orienté (C) est égal a la circulation d’un potentiel vecteur

X(M) le long de ce contour * :

/ B(M) - dS (M) =>£ Ay d7
Me(S) Me(C)

a. Rappelons que le sens de d?(M ) est 1ié & celui de l'orientation du contour par la régle de la main
droite

%\ Preuve :

2 Opérateur laplacien vectoriel
2.1 Définition

L’opérateur laplacien vectoriel transforme le champ vectoriel /T(M ,t) en le champ
— =
vectoriel AA(M,t) défini tel que :

rof (rof 4 (M, 1)) £ grad (A (M, 1)) ~ KA(M,1)

2.2 Linéarité

Soient X(M ,1) et ﬁ(M ,t) deux champs vectoriel ; A et ; deux scalaires. L’opéra-
teur laplacien vectoriel est un opérateur linéaire :

K (WA +uB) (M, 1) = \EA(M, ) + A B(M, 1)

Cette propriété est évidente car le laplacien vectoriel est défini comme la somme de la composition
d’opérateurs linéaires.
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2.3 Expression dans les différents systemes de coordonnées

2.3.1 Coordonnées cartésiennes

Soit {Z(M, t); M € D;t € I} un champ vectoriel ; on note :

AM, 1) = A (M, )& + A, (M, )5, + A, (M, 1)E]

On peut démontrer :

RAM,t) = AL (M, )& + AA, (M, 8)E, + AA(M, t)e’

Ou A est le laplacien scalaire.

2.3.2 Autres systémes de coordonnées

A priori, on demande un formulaire! ...mais les expressions obtenues sont tres
compliquées.

3 Equation de Poisson et conséquences

3.1 Equation de Poisson concernant un potentiel vecteur

Sous la condition diva(M) = 0 dite «jauge de Coulomb», un potentiel vecteur
A(M) est solution de I’équation de Poisson :

RA(M) = —po 7 (M)

%\ Preuve :

3.2 Théoreme de superposition

La relation qui lie un potentiel vecteur a sa source dite «équation de Poisson»
est linéaire. Ainsi le théoréme de superposition persiste pour ce potentiel :

Si {7100 MR} cxée {Ay(M);MeR®}) et si {72(M); MR} cxée
[Ay(0); M e B3}
alors {A?l(M) 4 M?Q(M);M € R3} crée {)\Zl(M) + 'LLXQ(M);M € R3}.

Remarque : La connaissance de ’équation de POISSON n’est pas nécessaire pour affirmer le théoreme
de superposition. La relation qui lie les sources et le champ magnétique est linéaire (c’est un énoncé
du théoréme de superposition pour le champ magnétique) et la relation qui lie un potentiel vecteur
Z(M ) et le champ magnétique B (M) est aussi linéaire. Ainsi la relation qui lie les sources et un
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potentiel vecteur X(M ) est linéaire (c’est un énoncé du théoreme de superposition pour un potentiel
vecteur).

3.3 Potentiel vecteur créé par une distribution FINIE continue d’éléments de courant

3.3.1 Expression
B La définition de I'élément de courant dC (P) au point P dépend de la nature de la distri-
bution :

e si la distribution est linéique : dC(P) = I(P)df (le sens de df est imposé par la fleche
d’orientation de I);

Js(P)dS(P);
e si la distribution est volumique : dC(P) = j(P)dr(P).

e si la distribution est surfacique : dC(P)

B Le potentiel vecteur résultant en M est la somme des champs élémentaires créés par
chaque élément de courant lorsque P parcourt la distribution. Ainsi on obtient :

i @/ dc (P)
P

 4r PM

Le calcul direct de A(M) est une sommation vectorielle (comme celui de B(M)); il ne présente donc
pas de nets avantages pratiques.

%\Mon‘crer par analogie avec 1’électrostatique que cette expression du potentiel vecteur convient.
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3.3.2 Conséquences sur les symétries d’un potentiel vecteur

%
La relation liant { j(P);Pe (D)} et Z(M ) permettrait de se convaincre aisément que les relations
qui suivent sont vraies. Elles persistent méme si les relations intégrales ne sont pas utilisables.

B Soit 7 un plan de symétrie de la distribution de courants :

si M’ = S.(M) alors A(M',t) = S, (A(M.1)).

B Soit 7* un plan de d’antisymétrie de la distribution de courants :

si M' = Sy (M) alors A(M,1) = Sy (A(M1)).

B Si une distribution de courants est invariante selon la coordonnée v, les com-
posantes d’un potentiel vecteur ne dépendent pas de 7 :

A1) = Aa (0, 87) @+ A5 (0,6,4) B + Ar (0,8,4)

3.4 Complément (hors-examen)

Grace a la relation démontrée au 3.3.1, on peut démontrer la loi de BIOT et SAVART.

B(M) =rot A(M

ﬂ%e7mM<A?>m

On exploite alors la relation d’analyse vectorielle rot( fA) = grad A A+ frotA

— =
7QM<””)= 7o (7(P) + gradas (5 ) £ TP = TPy n o
T
0

Comme :

Il vient :

PM PM PM PM3

~—_———
PM

- PM3

Ho /// T(P)A P d
Ho J oM
T W pew) PM?

D’ou le résultat :
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4 Relations d’électrostatique et de magnétostatique

Relation locale Relation globale Commentaire Potentiel
Maxwell-Gauss | Théoreme de Gauss SN
E n’est pas a flux conservatif ﬁ = —gradV
divE = £ FFE.dS = Une
0 €0
Maxwell-Faraday
. - ¢ EEZ =0 E est a circulation conservative AV = —£
rotﬁ =0
Maxwell-Flux
¢ B.dS =0 B est a flux conservatif B=rot 4
divB =0
Maxwell-Ampére | Théoréeme d’Ampeére — N
N = § n’est pas a circulation conservative AX =—UoJ
TOtﬁ = Ko J ¢ ﬁgg = MOIenlace
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