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OMPP 4 - LES RELATIONS LOCALES DE LA MAGNETOSTATIQUE

3 L’opérateur rotationnel
3.1 Définition intrinseque

La circulation 6C d’un champ vectoriel ff(M, t) le long d’un
contour fermé élémentaire orienté entourant une surface élé-
mentaire dS (orientée selon la régle de la main droite) au voisi- 7
nage du point M, s’écrit :

3C = rot A(M,t).dS w

ce qui définit de maniére intrinséque I’opérateur rotationnel.

=~y

3.2 Propriétés
1. L’opérateur rotationnel transforme un champ vectoriel en un champ vectoriel.

2. L’opérateur rotationnel est un opérateur linéaire.

%\Démontrer la linéarité du rotationnel.

3.3 Expressions explicites

3.3.1 Coordonnées cartésiennes

Soit le champ vectoriel Z(M, t) = A (M, t) €, + Ay (M, t)?y + A.(M,t)€ ., alors

oA, _ 04, o |y
oy 0z Oox &
—
O\rot A(M,1) = |2x — 8= = |2 A |4, |©
0Ay _ 04, 0
ox Oy oz AZ

On voit qu’en coordonnées cartésienne r—o_%Z(M, t) peut se calculer comme v A Z(M, t)

Attention : Ce calcul n’est valable qu’en coordonnées cartésiennes ! En coordonnées
cylindriques et sphériques on ne peut pas simplement effectuer le produit vectoriel entre
I'opérateur Nabla et le champ de vecteur pour calculer la divergence.
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Preuve (hors-examen) : Calculons la circulation d’un champ A(M, t) le long d'un contour élémentaire

rectangulaire, orthogonal a €, :
dx " Mxyz) S
O ' .

/ dy

d d d d
dC = Ay(x + g,y,z).dy - Ay(z — g,y, z).dy — Ag(x,y + ?y,z).dx + Ay(x,y — ?y,z).da:
0A, 0A,
= —.dxdy — dxd
Ox v oy vy

En divisant par dS = dx dy, on en déduit la coordonnée suivant z du rotationnel :

En procédant de la méme maniere avec des contours orthogonaux a € et a €,, on en déduit :

OA, 0Ay

0
dy 0z o Ay
—
_loA, a4, _ |0
rot X(M, t) =|%e — 04 gy |4y
0Ay  9A, ol
ox Oy 0z AZ

3.3.2 Autres systémes de coordonnées

Si vous deviez avoir besoin de ’expression du rotationnel d’'un champ de vecteurs en coordonnées
cylindriques ou sphériques, I’énoncé de I'exercice vous les rappellerait.

Coordonnées cylindriques Coordonnées sphériques
AT<T,9,Z,t) A»,«(?”,H,QD,t)
A6t = | A0, AL = | A9(r,0,0.1)
AZ(T797Z7t) Atp(”n?Ha(pat)
104, 0A 1 {6 (sinfA,) B 8A9}
r 90 Oz 7 sin 0 00 0y
A, A, .
i Aary=| %2 Aoy = | L{Lod 0w
0z or r sinf Oy or
1{a(rAe) - aAT} 1{6(7’/19) B 8Ar}
r L or 90 r L or 90

3.4 Composition d’opérateurs

Soient A un champ de vecteurs et f un champ de scalaires.

rof (grad f) (M) =T et div(rot A(M.1)) =0
=VA(V5()) =V-(VAA (M)
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3.5 Théoréme de Green-Stokes

3.5.1 Enoncé

Soit S une surface quelconque s’appuyant sur un contour fermé
I' (S et I' sont orientés de maniére cohérentes selon la regle de

—

=, AM
la main droite ). On peut exprimg la circulation de A(M,t) le s ( _>)
long de T" en calculant le flux de rot A(M,t) & travers la surface r > n
S:

// rl (M8 -dS ) = A -d7 ()
MeS Mell

3.5.2 Conséquence

Un champ vectoriel /T(M ,t) est & circulation conservative dans un domaine D de I’espace
si et seulement si :

VM eDVteT rolA(M,t)=T

—

On peut faire ’analogie avec les champ vectoriels B(M,t) a flux conservatifs pour lesquels
divB (M, 1) =0

— P .
W Que vaut rotﬁ en électrostatique ?

3.6 Représentation visuelle du rotationnel
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FI1GURE 1 — Exemple d’un champ de vecteurs a rotationnel non nul
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4 Rotationnel du champ magnétique en régime stationnaire
4.1 Equation de Maxwell-Ampére en régime stationnaire

L’équation de Maxwell-Ampere en régime stationnaire est

rot§ /,Loj (M)

4.2 Relation intégrale : théoreme d’Ampére

Soit un contour fermé et orienté, la circulation du champ magnétostatique le long

de ce contour est égale au produit de la perméabilité du vide iy par ’intensité
enlacée I, par le contour :

fME(F) BM).d7 = po //MG(S) T (M).dS (M

ey
—lenl

%\ Preuve :

5 Relations d’électrostatique et de magnétostatique

Relation locale Relation globale Commentaire Potentiel
Maxwell-Gauss | Théoreme de Gauss -
ﬁ n’est pas a flux conservatif ﬁ = —grad V
divE = £ fFE.dS = Un
0 €0
Maxwell-Faraday
. = $ Edl =0 F est & circulation conservative AV =-£
rotﬁ =0
Maxwell-Flux
¢ B.dS =0 B est & flux conservatif
divB =0
Maxwell-Ampeére | Théoreme d’Ampeére ﬁ
N N n’est pas a circulation conservative
TOt§ = Uo J 98 ?ﬁ = polentace
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