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Dans cette partie on suppose que K est un corps. Le plus souvent K = R ou C, mais on peut aussi avoir
K = Q ou Z/pZ avec p un nombre premier.

1.1 DEFINITIONS - PREMIERES PROPRIETES

1.1.1 Défintions - Exemples

DEFINITION 1
Un triplet (E,+,.) est un espace vectoriel sur K ou un K-esopace vectoriel \ K [ 12 E=5[H] / A &%

[FJ\ si

1. E muni de la loi interne : (x,y) — x +y, est un groupe commutatif, d’élément neutre noté 0 ou 0 ;

2. E est muni de la loi externe (A, z) — Az de K X E dans E telle que pour tous x, y € E et tous A,
pEK,
(a) AN+ p)x=Ax+ px.
(b)) Mz +y)=Az+ Ay.
(c) A\(p.x) = (A\p).x.
(d) lL.x =z.
Les éléments de E s’appellent vecteurs \[7] &=\ et les éléments de K les scalaires \IFT &\ .

REMARQUE 2 —

1. St E est un ensemble, une loi de composition interne est une application E X E — E. La loi . est
une application K X E — E, ce n’est pas une loi interne; on dit que c’est une loi externe.

2. Comme pour les anneauz, on notera toujours les lois + et . et le plus souvent on oubliera méme de
mettre le point : 2.0 =2

3. On écrira souvent E est un espace vectoriel sans préciser le corps K quand il n’y a pas d’ambiguité.

EXEMPLE 3 —
1. Un espace vectoriel n’est jamais vide, car il contient au moins 0. Et E = {0} est un espace
vectoriel pour n’importe quel corps de scalaires K. L’addition et la multiplication par un scalaire
sont uniquement déterminés!



1.1. DEFINITIONS - PREMIERES PROPRIETES

2. L’espace R? est un R-espace vectoriel ot un vecteur U est défini par ses coordonnées (5) La

somme et le produit par un scalaire sont définis par :

/ /
v = (5) 7= (%) er? vaer w47 = (“TT) aw= (7).
y Y y+y Ay
Tous les axiomes d’un espace vectoriel sont verifiés.

3. De la méme maniére, Uespace K? est un K-espace vectoriel ot un vecteur U est défini par ses

coordonnées <§> . La somme et le produit par un scalaire sont définis par :
/ /
v = (5) 7= (C)er: waek w4+ = (TT) 2w = (M)
y y y+uy Ay

Tous les axiomes d’un espace vectoriel sont encore vETifiés.

4. Plus généralement, pour n € N*, K" est un K-espace vectoriel avec

1 1 1+ Y1

vi= | 7= | ek, 7T = T
AT
VA €K, AT = A%Q
Ve

Tous les axiomes d’un espace vectoriel sont encore vETifiés.

1.1.2 Premiéres propriétés

PROPOSITION 4
Dans un espace vectoriel, on a pour tout A € K et tout x € E :
— —
1LAT =0 <= A=00uZ=20;
2. (—Nz = A(—z) = —(\z).
Preuve — On a par exemple )\,6) = )\(6) + H) = )\.6) + )\ﬁ donc )\.6) = 6) De plus, si AT = 6) et A # 0, alors
AT =17 =7=0. 0

DEFINITION 5
Si A et B sont des parties de E, on pose :

A+B={a+b|a€ A, be B},

AMA={\a|ae€ A},
K.a={\a| XeK}.

EXEMPLE 6 — Dans K2, onposeA—{(?)), z e K} =K. ((1)> etB—{(2>, yeK} =K. ((1)>, on a
K? = A+ B.

REMARQUE 7 — Si E est un C-espace vectoriel, alors c’est aussi un R-espace vectoriel, mais ils n’ont pas
les mémes propriétés. Par exemple, E = C.1 = R.1 + R.i. La “droite complexe” représente un plan en tant
qu’espace vectoriel. Nous préciserons ce phénoméne dans la suite du cours.

Plus généralement, si E est un K-espace vectoriel, alors si K' C K est un sous-corps, E est aussi un
K’-espace vectoriel.

Par exemple R est un R-espace vectoriel : R = R.1. C’est donc un Q-espace vectoriel, mais R # Q.1.



1.2. SOUS-ESPACES VECTORIELS

EXEMPLE 8 — On verra que K™ est un espace vectoriel de dimension n... mais il eziste aussi des epsaces
vectoriels de dimension infinie et ils sont trés courants. Par exemple E = KN, l’ensemble des suites
(Un)nen, avec pour tout n € N, u, € K. On définit 'addition et la multiplication par un scalaire :

(un)nGN + (Un)nGN = (un + vn)nGN
V(tn)nen, (vn) € KN, VA €K,

)"(un)neN = ()‘un)nEN

REMARQUE 9 — Montrer qu’un triplet (E,+,.) est un espace vectoriel. Comme dans le cas des groupes,
des anneauzx ou des corps, on va le plus souvent montrer que le triplet est un sous-espace vectoriel d’un
espace vectoriel connu : c’est le paragraphe suivant. mais avant cela, nous avons besoin de connaitre des
espaces de références. La proposition ci-dessous nous donne deuz types trés utiles.

PROPOSITION 10

1. Si X est un ensemble non vide quelconque et E un K-espace vectoriel, on note F(X, E) l'ensemble
des fonctions f: X — E. Alors (]-'(X, E), +, ) est un K-espace vectoriel, les lois étant définies par

Vf,g€ F(X,E), VNEK, f+g:tr f(t)+g(t), \f it Nf(2).

2. Espace vectoriel produit \TAZ3 A\ : soit Ey, ..., E, des espaces vectoriels sur K. Le produit cartésien
E=FE; x--- X E,, c’est-a-dire l'ensemble des n-uplets (x1,- - ,x,) avec x; € E;, peut étre muni
d’une structure d’espace vectoriel sur K en posant

(mla"' 733n)+(yl,"' 7yn> = (.’17]_ +y1;"' axn+yn)7
A(I17"' ,QTn) = (Al’l,"' ,)\.Tn)

DEFINITION 11
On appelle E 'espace vectoriel produit des espaces vectoriels Eq, ..., E,.

EXEMPLE 12 —

1. On obtient une autre justification du fait que Uespace des suites KN est un K-espace vectoriel. C’est
l’ensemble des fonctions de N dans K.

2. L’espace vectoriel K" = K x --- x K.
—_——

n

1.2  SOUS-ESPACES VECTORIELS

DEFINITION 13
On dit que F C E est un sous-espace vectoriel \ T =3[0\ si F # 0 et si

VA\ueK, Ve,ye Fidx + py € F.

PROPOSITION 14
Si F' est un sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel (E,+,.), alors (F,+,.) est un K-espace vectoriel.

Preuve — Vous pouvez faire la vérification sans probléme. O

REMARQUE 15 — Tout sous-espace vectoriel est un espace vectoriel. Pour montrer qu’un espace est un
espace vectoriel, on montrera le plus souvent que c’est un sous-espace vectoriel d’un sous-espace plus grand.

Espaces vectoriels de référence :
1. K™;



1.2. SOUS-ESPACES VECTORIELS

2. F(1,K), les applications de I C K dans K.

3. F(X,E), ou X est une partie non-vide et E un K-espace vectoriel.

EXEMPLE 16 — Prouver que les espaces suivants sont des espaces vectoriels :

1. Une suite (uy)nen € KV est presque nulle si tous les termes de la suite sont nuls a partir d’un
certain rang : il existe N € N telle pour tout n > N, u, = 0. On note K[X], l'ensemble des suites
presque nulles de KN. Montrer que K[X] est un K-espace vectoriel.

2. Montrer que C*(I,R) est un K espace vectoriel ot k € N et I un intervalle non vide, non réduit
un point de R.

PROPOSITION 17
Toute intersection de sous-espaces vectoriels est un espace vectoriel.

Preuve — Soit z,y € ﬂ F; ou les F; sont des sous-espaces vectoriels de E. Alors Ax + puy € F; pour tout ¢ € I et donc
iel
Az + py € ﬂ ;. O
iel
EXERCICE 18 —

1. Montrer que les ensembles
C>(I,R), C*(I,R), D(I,R), C°(I,R)

ou k € N* et ou I est un intervalle de R sont des R—espaces vectoriels.

2. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels de R? ?
— les cercles d’équation — x®+y*=1 et (z—1)2+92=1;
— les droites d’équation  2x+3y=1 et 2x+3y=0.

3. L’ensemble Sy des fonctions d’un intervalle I vers R, deux fois dérivables et solutions de I’équation
différentielle
4y" +2y +3y=0 (Fo)

est-il un espace vectoriel ¢ Méme question pour l’ensemble S des solutions de ’équation différentielle

49" +29 +3y=1 (E)

1.2.1 Combinaisons linéaires et parties génératrices

Si A une partie de E, on montre ici que le plus petit espace vectoriel contenant A est 'intersection des
espaces vectoriels contenant F et c’est encore ’ensemble de toutes les combinaisons linéaires d’éléments
de A.

§ 1. Combinaisons linéaires

DEFINITION 19
On dit que x est une combinaison linéaire \?ﬁfiléﬁ/ﬁ\\ de x1, ..., xn sl existe A1, ..., A\, € K tels que

T=MNT1+ -+ AT
PROPOSITION 20

Une partie F C E d’un espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel ssi F' est non vide et F' est stable
par combinaison linéaire \ X 2V EAH AL B A\ - pour tous xq, ..., 1, € F et tous Ay, ..., Ay €K,

x4+ Ay, € FL
Preuve — < : une récurrence simple montre que si z1, ..., £, appartiennent & un sous-espace vectoriel F', alors toute

combinaison linéaire de ces éléments reste dans F'.

= : immédiat. O
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DEFINITION 21
Soit x1, ..., T, € E. On note l’ensemble des combianisons linéaires de x1, ..., Tp

vect(zy, -+, xn) = (x1, - yxn) = { X1+ -+ Apn | A1, A €KL

EXEMPLE 22 —
_)
1. Dans R3 muni de (777, k), soit e1(0,1,2) et e3(0,2,3). Alors Vect(e1,ez2) est le plan vectoriel

engendré par ey et ea. On a k = 2e; — eg € vect (e1,e2) et j = e; — 2k = —3e; + 2e5 € vect (eq, e2),
donc vect (4, k) C vect (e1,e2). Et réciproqguement, ey, e € vect (j, k), d’ot vect (e1, ea) = vect (4, k).
1 1
2. Soz'tP:Vect( 11,12 ).Ona
-1 3
1 1 r+vy
P=xz| 1 |+yl|l2]=][ x+2y 7:aye]Kz
-1 3 —x + 3y

§ 2. Parties génératrices

DEFINITION 23

1. Si A est une partie de E, on appelle sous-espace engendré par A lintersection A des sous-espaces
vectoriels contenant A.

2. Si F est un sous-espace vectoriel et si A= F, on dit que que A est une partie génératrice de F'.

PRrROPOSITION 24
Le sous-espace A engendré par A est égal a l'ensemble A des combinaisons linéaires de A.

Preuve — Comme A est un sous-espace vectoriel contenant A, il contient toutes les combinaisons linéaires d’éléments de
n

A, c’est-a-dire A:AC AcC A 1 suffit donc de montrer que A est lui-méme un sous-espace vectoriel : soit x = Z ;T
—
m n m !
et y = Zﬁiyi, avec x;,y; € A et a;,8; € K. Alors pour tout A\, u € K, Az 4+ py = Z/\aﬂi + Z,uﬁiyi est bien une
i=1 i=1 j=1
combinaison linéaire d’éléments de A et donc est dans A. A est un sous-espace vectoriel contenant A, il est donc contenu
dans A. O

REMARQUE 25 — On a bien monré que A=Aet que c’est le plus petit sous-espace vectoriel contenant A.

En particluier, Vect(x1,- - ,x,) est le plus petit sous-espace vectoriel contenant x1, ...,x,.
20 —y
EXEMPLE 26 — Soit F' = r+2y |, z,y € K2y C K3. Alors F est un sous-espace vectoriel car
3xr — 2y
2 -1 2 -1
F={z|1]|+y| 2|, zsyeK}=Vect([1],| 2 ])
3 -2 3 -2

1.2.2 Somme d’espaces vectoriels

COROLLAIRE 27

Soit Fy, ..., I}, des sous-espaces vectoriels de E. Alors I’'ensemble
i=1 i=1

est le plus petit sous-espace vectoriel contenant les F;.



1.3. APPLICATIONS LINEAIRES

REMARQUE 28 —
1. En particulier, F + G est le plus petit sous-espace vectoriel contenant F' U G.

2. On a vect(x1, -+ ,Tp) = A avec A = {z1, -+ ,x,}, donc c’est le plus petit sous-espace vectoriel
contenant les x;.

EXEMPLE 29 —
1. C=R+Ri.
2. R®={(0,y,2) , y,2 € R} + {(z,y,0) , =,y € R}.
3. RIX] = {(un) € R[X], uo =0} + {P € R[X], u1 = 0}.

En effet, (u,) = (vn) + (wy,) avec vg =0, v, = u, sin >0 et wog = ug, w, =0, sin > 0.

1.3 APPLICATIONS LINEAIRES

1.3.1 Définitions et exemples

DEFINITION 30
Soit E et F deux espaces vectoriels sur K et u une application de E dans F. On dit que

1. w est linéaire siVa,y € E et YA, u € K,alors u(Ax + py) = Au(z) + pu(y).
2. w est un endomorphisme (ou un opérateur) si F=FE :u:FE — E.
3. u est un isomorphisme, si u est bijective.

4. u est un automorphisme, si u est un isomorphisme et E = F'.

EXEMPLE 31 —

1. Pour A € K* fizé€, Uapplication hy : x — Az est un automorphisme de E appelé homothétie de
rapport \.

2. u: (z,y) = (x+vy,2x —y) est un endomorphisme de R2.

3. L’application ¢ : C°(R,R) = C*°(R,R), f +— [’ est un endomorphisme de C*°(R,R) mais ce n’est
pas un automorphisme (le noyau n’est pas nul).

ProrosiTiON 32
Soit u un isomorphisme de E sur F, alors sa réciproque u™! est un isomorphisme de F sur E.

Preuve — Il faut vérifier que u™! est linéaire : Soit y et 3’ dans F. Il existe x et 2’ dans E tels que u(z) = y et u(z’) = y'.
Alors

w4+ ) = u Qale) + pu(e’) B u (e 4 pa')) = e+ pad = da () + pu (@),

et u~1 est bien linéaire. O

REMARQUE 33 — Une application linéaire u : E — F' est en particulier un morphisme du groupe (E,+)
dans le groupe (F,+) et donc u(0) =0 et u est injective ssi son noyau est réduit a 0.

1.3.2 L’espace des applications linéaires L(E, F')

DEFINITION 34
On note L(E, F) l’ensemble des applications linéaires de E dans F.

PRrOPOSITION 35
L’espace L(E, F) a une structure de K espace vectoriel avec les lois

Yu,v € LIE,F), VA € K, (u+v)(x) =u(z) + v(z) et (Au)(r) = Au(z).

Preuve — Il faut vérifier toutes les conditions, c’est long mais pas difficile, donc un bon exercice. O
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PROPOSITION 36
Soit E, F' et G trois espaces vectoriels, f € L(E,F) et g € L(F,G). Alors go f est linéaire : go f € L(F,G).

Preuve — On calcule
(90 O+ py) = g(fOa + py) T 2% g f (@) + nf @) * 2% Ag(F () + 19 (F (W),

et go f est bien linéaire. O

EXEMPLE 37 — L’application K[ X]| — K[X], (un)nen — (Un + NUn—1)nen est un endomorphisme.

1.4 SOMMES DIRECTES

DEFINITION 38
On dit que deuzr sous-espaces vectoriels F' et G d’un espace vectoriel E sont en sommes directes si
F NG ={0} et note alors F & G. De plus, si E = F + G, alors on dit que F' et G sont supplémentaires :

E=F®&G + (E=F+Get FNG={0}).

PRrROPOSITION 39
Awvec les notations précédentes E = F ® G si et seulement si pour tout x € E, il existe un unique couple
(zp,zg) € F X G tel que x = zp + 2.

Preuve — Si tout « dans E s’écrit de maniére unique z = zp + x, alors certainement £ = F' + G et si x € F NG, alors on
peut choisir (zp,zg) = (2,0) ou (zp,zg) = (0,z) et 'unicité implique zp = zg = 0, ce qui montre que F NG = {0}.
Et si E = F @ G, alors certainement il existe (zp,zg) € F X G, tel que ¢ = zp + zg.

EXEMPLE 40 —

1. Soit D, :K(;) et Dy = K. (1) OnakK?2=D;®Ds car

(a) Soit U = <f;> € Dy N Dy, alors (;) =A (;) =u (1) On en déduit que A = p = 2u, donc
A=pu=0 etﬁzﬁ.

(b) Soit U = (;j) € K2. On cherche \, u € K tels que

() =) () - (5

On trouve A =y —x et p=2x —y. Donc U € Dy + Ds.

2. On verra que deux droites vectorielles D1 et Do distinctes dans le plan sont supplémentaires :
R? = D, @ D.
Dans R3, vous pouvez montrer que deux droites vectorielles distinctes sont en somme directe mais
ne sont pas supplémentaires l'une de l'autre : on verra que l’on a besoin de rajouter une troisiéme
droite D3. On va définir la somme directe de 3 (ou plus) espaces E = Dy & Dy & Ds.

1 1 0
3. Soit D=K. |0 etP:Vect( 11,10 ).AlOTsK3:D69Pca7“
1 1 1
T
(a) Si U= |y| eDnNP, alors il existe \, p, v € K3 tels que
z
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La deuxiéeme coordonnée donne pu = 0, puis la premiére donne A = 0 et enfin v = 0, donc

7=0.
T
(b) De plus, si U= |y| €eK3, on cherche A\, p et v € K, tels que
z
x 1 1 0 A4
y|l =20 +p{l]+v|0| = I
z 1 1 1 u+v
La seconde coordonnée donne v =y, puis la premiére donne A=z —y et enfin v =z — y.
1 3 -2
(¢c) Soit D=K |[1]| et P=Vect(|2],[-1]).
2 1 1
3 -2
On vérifie que | 1| =2 |+ | —-1] € DN P, donc D et P ne sont pas en somme directe.
2 1 1
THEOREME 41
Soit Fy, ..., F,, des sous espaces vectoriels de E et u ’application linéaire surjective :

Fix---XF,—>F=F+- -+ F,, (xl,---,xn)Hu(xl,---,xn):in.
i=1

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. u est un isomorphisme d’espace vectoriels.

n
2. Tout x € F s’écrit de fagon unique x = in, avec x; € Fj.
i=1

n
3. Z z; = 0 entraine x; = 0 pour tout 1.
i=1
4. Pour tout i, F; N Z F; ={0}.
i#£]

Preuve — 2/ dit que u est bijective et 3/ qu’elle est injective donc bijective puisque u est toujours surjective. On en déduit
donc que 1/, 2/ et 3/ sont équivalentes.

3/ = 4/ sl existe z; € F; N Z#j Fj, alors x; = Z#j x;, donc 0 = x; — Z#j x;, et d’apres le 3/ on en déduit que
x; = xj = 0. Donc 4/ est vérifiée.

4/ = 3/ Supposons Y x; = 0. S’il existe un 7 tel que z; # 0 alors z; = — Z#j xz; € FyN Zi;ﬁj F}, ce qui contredit 4/. O

DEFINITION 42
Lorsque les conditions du théoréme précédent sont vérifiées, on dit que la somme des F; est directe ou que

F est la somme directe des F;. On écrit

Fz@Fi o F=F&.---0oF,.

i=1
REMARQUE 43 —
1 0 0 x
1. OnaKR3=K. [0|®K |1 ]|®K | 0], car tout vecteur U= y | € K3 s’écrit de maniére unique
0 0 1 z
comme une combinaison linéaire de ces trois vecteurs :
1 0 0
U=z|0]+ yl1]+21(0
0 0 1
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2. D’aprés 3/ F =F1 ® Fy--- @ F, si et seulement si tout vecteur x € F' se décompose de maniére
unique dans Fy, ..., F, :x =x1 4+ -+ 4+ x,. On en déduit par récurrence que c’est équivalent a
montrer par exemple (l’ordre étant indifférent)

<..-((F1@F2)@F3)@---@Fn_1>@Fn~

1 3 2
3. Montrez que D1 =K. |0 |, Do =K. | 2] et D3 =K. | 1| sont en somme directe. On vérifie que
1 1 2
x
Dy N Dy ={0}, puis siu= |y | € (D1 ® D3)N D3, alors il existe \, p et v € K tels que
z

1 3 2 A=3u+2v (a)
MOl =pl2]+v|1| = 0=2u+v (b)
1 1 2 A=p+2v (o
De (a) — (¢) on trouwve = 0, la seconde coordonée donne v =0 et finalement A = 0. Ce qui montre

bien que Dy @ Dy @ D3. On a en fait K3 = D1 @ Dy @ D3. Vous pouvez le vérifier ou attendre la
partie sur la dimension d’un espace vectoriel.

4. Mais si pour montrer que Fy et Fy sont en somme directe il suffit de motrer que Fy N Fy = {0}, ce
n’est plus vrai pour n > 3 :

Vi,je{l,--- ,n}, i#j ENF,={0}# F & ---&F,

comme le montre ezemple dans R? : Fy = (i), Fy = (j) et F3 = (i + 7).

5. Nous admettrons qu’un sous-espace F C E admet toujours un supplémentaire. L’ezemple ci-dessus
montre qu’un supplémentaire n’est pas unique.
Par contre, on peut montrer que deuz supplémentaires a un méme espace sont toujours isomorphes.

1.5 FAMILLES LIBRES, FAMILLES GENERATRICES, BASES

1.5.1 Familles libres
§ 1. Définition

DEFINITION 44

1. Une famille de vecteurs (e1,- -+ ,en,) est libre si elle vérifie :

m
Z Aie; = 0 si et seulement si \; = 0 pour tout 7.
i=1
On dit aussi que les vecteurs 1, ..., T, sont linéairement indépendants \ %4755 \.

2. Une famille de vecteurs (e;);cr non nécessairement finie est libre si toute sous famille finie
(€iys-+ y €4, ) est libre. On dit aussi que les vecteurs e; sont linéairement indépendants.

3. Dans le cas contraire, on dit que la famille est liée, c’est-a-dire si et seulement si il existe
(€iys- -+ ,ei, ) une sous-famille et A1, ..., A, non tous nuls tels que

A€+ Ame, =0,

et on dit alors que les vecteurs e; sont linéairement dépendants \ZeEFH I\ .

EXEMPLE 45 —

1. Une famille de deux vecteurs (e1,ez) est liée si et seulement si e1 et e sont colinéaires \ 2%\
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2. Une famille de trois vecteurs (e1, ez, e3) dans R® est libre si et seulement si ils ne sont pas coplanaires
(leur déterminant est non nul).

3. Attention (1,i) est libre dans R mais est liée dans C.

EXEMPLE 46 —
1. Dans K™, la famille ((1,0,-~ ,0),--+,(0,--- ,O,l)) est libre.
2. Dans K[X], on pose X° = (1,0,---,0,---) pour tout k € N*, X* = (0,---,0,1,0---). La famille

k

(X0, X1 ... X" ... est libre.

3. Siay, ..., a, est une suite de nombres strictement décroissante, alors (e®1*, ...  e“n®) est libre :
procéder par récurrence et supposer une relation de dépendance entre m vecteurs multiplier par un
e~ %% dériver et en déduire une relation de dépendance entre m — 1 de dépendance entre m — 1
vecteurs. Conclure.

4. La famille (e®*)qer est libre.

5. Une sous-famille d’une famille libre est libre.

§ 2. Caractérisation

PropoOSITION 47
Soit (e1,--- ,en) une famille de vecteurs telle que e; # 0 et pour tout 2 < i <n, e; & vect (€1, - ,e;_1),
alors la famille est libre.

Preuve — On procede par récurrence sur n, pour n = 1 la propriété est évidente. Pour n > 2, si on a relation de dépendance
Ael 4+ An_1€n—1 + Anen = 0, alors A\, = 0 car sinon

1
en = )\7()\161 + - An—1en—1) € vect (e1, -+ ,en—1),
n
ce qui contredit les hypotheses, et donc on a une relation de dépendance entre eq, ..., e,_1, et comme par récurrence cette
famille est libre, on en déduit que les \; sont nuls pour tout ¢ et la famille est libre. O

ProrosiTION 48
Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E en somme directe, (x1,- -+, xy,) une famille libre de F et
(Y1, ,ym) une famille libre de G. Alors (x1, -+ ,Tn, Y1, ,Ym) est une famille libre de F ® G.

Preuve — Supposns a1z1 + -+ + anTn + B1y1 + -+ - + Bmym = 0, alors
a1z1 + -+ antn = —(B1y1 + - + Bmym)

mais ce vecteur appartient & F'N G, or ces deux espaces sont en somme directe, donc c’est le vecteur nul, et tous les «; et les

B sont nuls puisque les familles (z;) et (y;) sont libres, ce qui permet de conclure. O

1.5.2 Familles génératrices

DEFINITION 49
Soit (x;)icr une famille de vecteurs de E. On dit que (x;);cy est une famille génératrice de E si vect(x;, i €
I)=E.

EXEMPLE 50 —

1. La famille ((1,0~~ ,0),---,(0,--+,0, 1)) est une famille génératrice de K.

2. X9, ..., X" engendrent K,[X] = {(uk)ren € K[X] | Vk > n+ 1, ux = 0}, U'ensemble des suites
dont les termes sont tous nuls a partir du rang n + 1.

3. (X0, X" ...) est une famille génératrice de R[X] (il n’existe pas de famille génératrice finie
de K[X]!).
4. La famille (f1, f2) de vecteurs de R? avec f1(1,1) et fo(1,—1) est une famille génératrice de R2.
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PROPOSITION 51
Soit F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E et (x1,--- ,x,) une famille génératrice de F' et (y1,--+ ,Ym)
une famille génératrice de G. Alors (x1,-++ ,Tn,Y1, - ,Ym) est une famille génératrice de F + G.

Preuve — Tout élément z € F' 4 G s’écrit z = xp + yg avec tp € F et yg € G, et par hypothése zp = Az + -+ 4+ Anxpn
et yo = p1y1 + -+ + pm¥Ym. Donc

Z:)\lxl+"'+>\nxn+#1yl+"'+ﬂmym7

et z € vect (z1, -+ ,&n, Y1, -+ ,Ym) et la famille est bien génératrice. O

1.5.3 Bases
§ 1. Définitions

DEFINITION 52
Une base \*=\ d’un espace vectoriel E est une famille (e;);cr de vecteurs de E qui est d la fois libre et
génératrice.

EXEMPLE 53 —

1. (1,4) est une base de C comme R-espace vectoriel.
2. (f1, f2, f3) avec f1(1,1,0), f2(1,0,1) et f3(0,1,0) est une base de R3.

3. On appelle base canonique de R™ la base (e1,--- ,ey), ot e; est le vecteur (0---,0,1,0,---,0) le 1
étant en i-éme position.

4. Deux vecteurs non colinéaires dans le plan ou trois vecteurs non coplanaires dans R forment une
base !

THEOREME 54
Tout K-espace vectorieln E, E # {0} admet une base (mais elle n’est pas nécessairement finie!)

DEFINITION 55
Soit E un espace vectoriel qui admet une base finie (e1,--- ,ey). On appelle coordonnées \MAFT\ du vecteur
u € E dans cette base l'unique n-uplet (x1,--- ,x,) tel que

U =2x1€1 + -+ Then.

REMARQUE 56 — L’existence vient du fait que la famille est génératrice, l'unicité du fait qu’elle est
libre : supposons qu’il existe des autres coordonnées u = yie; + -+ + yne, et en prenant la différence
(x1 —y1)er + -+ (xn — yn)en =0, d'ot x; = y; pour tout i.

§ 2. Caractérisation

ProPosITION 57
Soit F' et G deuzx sous-espaces vectoriels de E, (x1,--+,x,) une base de F et (y1,--+ ,Ym) une base de G.
Alors

(X1, Xpy Y1,y Ym) est une base de F + G ssi F' et G sont en somme directe.

Preuve — Si FF'® G, on a vu que la famille était libre et génératrice. D’autre part si 0 # a € F'N G, alors x s’écrit dans la
base des x; et dans la base des y;
a=oa1%1 + -+ antp = 1y1 + - + BmYm

et a sécrit de deux manieres avec des vecteurs de la famille (z1, -+ ,Zn,y1, ** ,Ym) : ce n’est pas une base. O
b K K y K y p

REMARQUE 58 — Pour montrer que E = F & G, il suffit de trouver une base de F et une base de G et
montrer qu’en les concaténant on obtient une base de E.
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EXEMPLE 59 — On a R? est la somme directe du plan P d’équation x +y + z = 0 et de la droite D
engendrée par le vecteur n(1,1,1). Une base de P est e1(1,—1,0) et e2(1,0,—1), donc (e1, ea,n) est une
base de R3.

ProrosiTION 60
Si E est engendré par une famille a n éléments (e1,--- ,ey), alors toute famille libre (f1,--- , fm) @ au
plus n éléments (c’est-a-dire m < n).

Preuve — On procede par récurrence sur n. Le cas n = 1 est évident.
Supposons P(n) : “un espace vectoriel engendré par n éléments, alors toute famille libre a au plus n éléments” est vrai.

Montrons P(n + 1) : supposons que E est engendré par n + 1 éléments et soit (f1,-- -, fm) une famille libre, on veut montrer
que m <n+4 1.

Si pour tout i, f; € vect(e1,--- ,en), alors (f1, -, fm) est une famille libre d’un espace engendré par n éléments et donc
m <n.

Sinon, il existe ig tel que

fip = Mig€n+1+ une combinaison linéaire des eq, ..., e avec Ay, # 0.
Mais pour tout ¢ € {1,--- ,m}
fi = Aien4+1+ une combinaison linéaire des ey, ..., en.
donc pour i # 49, la famille des vecteurs f; — )?\T;fio € vect(e1, -+ ,en) est libre et dans un espace engendré par n vecteurs

d’out par récurrence m — 1 < n et donc m < n + 1 et la démonstration est terminée.
Remarquez que l'on a en fait appliqué la méthode du pivot de Gauss en choisissant la ligne ig pour éliminer le vecteur e, 1.
O

COROLLAIRE 61

(Fondamental) Toute base d’un espace vectoriel engendré par n éléments a au plus n éléments.

COROLLAIRE 62
(Trés pratique) Toute famille libre & n éléments dans un espace E engendré par n éléments est une base.

Preuve — Soit une famille libre libre (eq,--- ,en) libre.
Montrons que la famille est génératrice : soit « € E, alors (e1,--- ,en,x) est liée car a n + 1 éléments et E engendré par n
éléments : Aje1 + -+ + Anen + Az = 0 avec les \; non tous nuls. Mais si A = 0, alors ceci contredit (e1,- - ,en) libre, donc
A # 0, mais alors
_ )\1 An
T=——ert+ -+ e,

et x appartient bien & I’espace engendré par les e; qui donc forment une famille génératrice, donc une base puisque libre. [J

EXEMPLE 63 — f1(1,2,0), f2(1,0,3) et f3(0,1,0) forment une famille libre de R® donc est une base (car
R? est engendré par 3 vecteurs!).
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Chapitre 2 Espaces vectoriels en dimension finie

2.1 DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL

2.1.1 Espaces vectoriels de dimension finie

DEFINITION 64
Un K-espace vectoriel E est dit de dimension finie si E admet une famille génératrice finie. Dans le cas
contraire, on dit que E est de dimension infinie.

EXEMPLE 65 —
1. K™ est de dimension finie.
2. K[X] est de dimension infinie.

2.1.2 Dimension d’un espace vectoriel

THEOREME 66
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, E # {0}. Alors

1. E admet une base finie.
2. Toute base de E a le méme nombre déléments n.

On dit alors que E est de dimension n sur K, ce que l’on note dimg E = n ou plus simplement dim F = n.
Par convention si E = {0}, dimE = 0.

Preuve — 1/ On va consruire explicitement une base : supposons que E = vect (f1,- -+, fm)

On choisit ey € {f1,---, fm} non nul (existe car E # {0}).

Puis on choisit ez € {f1, -+, fm} \ {e1} tel que ex & vect(eq).

Puis on choisit e3 € {f1,--, fm} \ {e1,e2} tel que e3 & vect(e1, e2), etc.

On continue tant qu’il existe v, e, € {f1, -, fm} \ {e1, - ,er—1}, er € vect (€1, ,er_1).

On s’arréte donc si Vi, f; € vect(er, - ,er} et la famille (f1,---, fm) étant génératrice, on en déduit que (e1,--- ,e,) lest
aussi.

De plus, comme pour tout 2 < i <7, e; & vect(er, -+ ,e;—1), la famille est libre.

On en déduit que (e1, - ,er) est une base.

2/ Si(e1, -+ ,er) et (], -+ ,el,) sont deux bases de E, alors (e1, - ,e,) est une famille génératrice et (e}, ,el,) est une
famille libre, le théoréme de la fin du chapitre précédent nous dit que n < r. De méme, on montre que n < r et donc n = r,
ce que nous voulions. O
REMARQUE 67 — On a en fait montrer que l’on peut extraire une base de toute famille génératrice.

2.1.3 Exemples

EXEMPLE 68 —

1 0
0 :

1. K™ est de dimensionn car (e1 | . |, ,en | - |) en est une base.
0 1

2. K,[X] est de dimension n+ 1 car (1,X,--- , X™) en est une base.

3. Dans R® muni de sa base canonique, on pose e1(1,1,0), e2(0,1,2), e3(—1,0,2) et e4(0,1,1). La
famille (eq, ea,e3,e4) est génératrice. On a es & vect(e1), es € vect(ey,ea) et eq & vect(eq,es).
Donc la famille (ey, ez, e4) est une base de R3.
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2.2. SOUS-EPACES VECTORIELS EN DIMENSION FINIE

DEFINITION 69
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et F' un sous-espace vectoriel.

1. Si F est de dimension 1, on dit que F' est une droite vectorielle.
2. Si F est de dimension 2, on dit que F' est un plan vectoriel.

3. Si F est de dimension n — 1, F' est un hyperplan de E.

2.1.4 Caractérisation des bases en dimension finie

ProrosiTION 70

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 1 et (f1,---, fn) une famille de vecteurs de E. Alors
(f1,-++, fn) est une base <= (f1,---, fn) est libre < (f1,- -, fn) est génératrice
Preuve — Si (f1,- -, fn) libre et non génératrice, alors il existe z € E, x & vect(f1, -, fm) et alors en posant fp4+1 =z, on

obtient une famille libre & n + 1 éléments ce qui contredit que E est engendré par n éléments; donc la famille est génératrice
et donc une base.

2/ Si (f1,- -, fn) est génératrice, mais pas libre, alors il existe un f; qui sécrit comme une combinaison linéaire des autres
fj. Supposons, quitte & permuter les éléments, que c’est fn, alors (f1,---, fn—1) est encore génératrice ; mais alors E est
engendré par n — 1 éléments et (e1,--- ,epn) ne peut pas étre libre, ce qui est absurde puisque c’est une base. On en déduit

que la famille (f1,---, fn) est libre, donc c’est une base. On en déduit I’équivalence. O

EXEMPLE 71 — Prenons la famille (f1, fa, f3) avec f1(1,0,2), f2(1,1,2) et f3(2,0,2).
On a e1(1,0,0) = f3 — f1, ea = fo — f1 et es = f1 — 1/2f3, donc la famille est génératrice dans R? ; c’est
une base puisque R® est de dimension 3.

2.1.5 Théoréme de la base incomplete

On vient de voir que d’une famille génératrice, on peut extraire une base, ici on étudie le processus inverse :

THEOREME 72

Soit E un espace vectoriel de base (e1,--- ,en), n > 1 et soit (fi, -, fm) une famille libre. On peut
compléter la famille (f1,-- -, fm) en une base (f1,---, fn), et de plus on peut choisir les vecteurs fup+1,
wevy [ parmi les e;.

Preuve — La preuve est toujours sur le méme algorithme :

1. Si pour tout j, ej € vect(f1,---, fm), alors (f1,---, fm) est génératrice, et par hypothese, elle est libre, donc c’est
une base et on a fini.
2. Sinon, soit j tel que e; & vect(f1,--- , fm), on pose fimi1 = fj
et on recommence avec m := m + 1, algorithme s’arréte aprés au plus n étapes; on obtient ainsi une base (f1, -, fn)
ayant les propriétés désirées. O

EXEMPLE 73 — Soit R® muni de sa base canonique (i, j, k) et soit le vecteur e1(1,1,1). On a i & vect(ey)
et j & vect(ey,i) donc (e1,i,]) est une base de R3, car de dimension 3.

2.2  SOUS-EPACES VECTORIELS EN DIMENSION FINIE

2.2.1 Dimension d’un sous-espace vectoriel

PROPOSITION 74
Soit E un espace vectoriel de dimension n, et F' C E un sous-espace vectoriel de E. Alors

1. F est de dimension finie, et dim F' < dim F' ;
2. De plus, si dim F' = dim F, alors F = E.
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2.2. SOUS-EPACES VECTORIELS EN DIMENSION FINIE

EXEMPLE 75 —

1. Dans E = R*, soit F = {(z,y,2,t) € RY, 2+ y+ 2+t = 0}, alors les vecteurs (1,—1,0,0),
(1,0,—1,0) et (1,0,0,—1) forment une famille libre, donc F est de dimension au moins 3 mais
F #R* car (1,0,0,0) € F, donc dim F < 3. On en déduit que F est de dimension 3 et une base de
F est donnée par les vecteurs (1,—1,0,0), (1,0,—1,0) et (1,0,0,—1)

2. Dans E =R, on pose G = {(z,y,2,t) e R}, 2 +y=0et 2+t =0}.
Alors G contient les vecteurs g1(0,0,1,—1), g2(1,—1,0,0) donc vect(g1,g92) C G.
De plus, si (z,y,z,t) € G, alors (x,y, z,t) = (x,—x,z,—2) puisque x +y =0 et z+t =0; donc
(z,y,2,t) = zg1 + 292 € vect (g1,92). On en déduit que G = vect (g1, g2) famille libre ¢ deux
éléments, donc c’est une base de G qui est de dimension 2.

2.2.2 Produits

PROPOSITION 76
Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors

dim(E x F) = dim E + dim F.

Preuve — En effet, si (e1,- -+ ,en) est une base de E, et (f1, -, fm) une base de F, alors vérifie facilement que la famille
((6170)7“' a(envo)r(ozfl)v'“ 7(07fm))
est libre et génératrice, donc une base de E x F'. O

2.2.3 Sommes

ProPoOSITION 77
Soient F' et G deux sous espaces vectoriels de E de dimension finie. Alors

dim(F +G) =dim F +dim G —dim FNG.

Preuve — Soit (e1, -+ ,ep) une base de F N G que 'on compléte en
(e1,--- ,ep,ept1, - ,€en) base de F
{ (e1, -+ ,ep,€p y, " ,€p,) base de G
et alors on vérifie facilement que (e, -+ ,ep,ep +1,--+ ,en, e;Jrl, -++ el ) est une famille libre qui engendre F' + G et donc
est unede F+ G. Onadonc, dmF+G=n+m—p,dimE =n,dimF =met dmF NG = p. O

COROLLAIRE 78
(Trés utile) Soit F, G C E, (f1,---, f1) une base de F' et (g1,--+ ,gm) une base de G. Alors

FoG < dm(F+G)=dimF +dimG < (f1," -, f1,91, " s9m) est une base de F +G

Preuve — En effet, d’apres la proposition ci-cessus, dim(F + G) = dim F' + dim G si et seulement si dimF NG = 0,
c’est-a-dire FF NG = {0}.
Et on a déja vu que F et G sont en somme directe ssi les deux bases mise bout & bout (concaténées) forment une base de la

somme. O

REMARQUE 79 —

1. De méme F1 ®---® F; si et seulement si dim(Fy 4 ---4+ F;) = dim Fy +- - -+ dim F; si et seulement
en concaténant une base de chaque F; on obtient une base de la somme des F;.

2. L’intersection de deux plans vectoriels distincts dans R3 est de dimension 1 (la situation change
complétement du point de vue affine : les plans pewvent étre paralléles).

3. Soit E un espace vectoriel de dimension n, et F' un sous-espace vectoriel de dimension p, alors tout
supplémentaire est de dimension n — p.

EXEMPLE 80 — Déterminer un supplémentaire de G = {(x,y,2,t) € R*, 2z +y = 0et z +t = 0}
dans R*. On a vu que les vecteurs e1(1,—1,0,0) et e3(0,0,1,—1). Pour trouver H un supplémentaire de
G, on compléte la famille (e1,e2) en une base suivant l’algorithme habituel : e3(1,0,0,0) & vect(ey, ea)
et €4(0,0,1,0) & vect(eq,ea,e3), donc (e1,ea,e3,e4) est une base de R* et H = vect(es,eq) est un
supplémentaire de G.
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2.3. SOUS-ESPACES AFFINES

2.2.4 Rang d’une famille

DEFINITION 81
On appelle rang d’une famille (e1,--- ,e;) de vecteurs la dimension de l’espace vectoriel engendré par
ceux-ci

rg(e1, - ,e) = dimvect(ey, -+ ,ep).

ProrosiTION 82
Le rang de la famille (e, ..., e;) est inférieur a1 et il vaul exactement | si et seulement si elle est libre.

COROLLAIRE 83
Si dim E = n, alors (e1,--+ ,e,) est de rang n si et seulement si c’est une base.

2.3 SOUS-ESPACES AFFINES

Ici, F est un R-espace vectoriel.

2.3.1 Définitions et premieres propriétés
§ 1. Définitions

DEFINITION 84
Une partie F de E est un sous-espace affine de E, s’il existe un élément A € E et F un sous-espace
vectoriel tels que

F={A+7U | W eF}
On dit que que F passe par A, a pour direction F et on écrit F = A+ F.

REMARQUE 85 —

1. SiB e F, alors B= A+ 7, u € F, on note U = E € F et F est l’ensemble des points B tels
que A@ cF.

2. Un espace affine n'est jamais vide.

EXEMPLE 86 —

1. Soit une droite D affine de R? d’équation ax + by = c est un sous -espace affine de direction
la droite vectorielle D : ax + by = 0 et passant (0,7) si b # 0 ou (2,0) sinon. En effet, si
M(z,y), M'(x',y") € P, alors M'M(x — 2',y — y') vérifie l’équation de P.

2. De méme, le plan affine P de R d’équation ax + by + cz = d est un sous-espace affine de R> de
direction le plan vectoriel déquation P : ax + by + cz = 0.

§ 2. Premiéres propriétés

ProPoOSITION 87
Avec les notations précédentes, on a
%
1. /ﬁ = 0 si et seulement si A = B.
—
2. AD = ~BA

3. VYA, B,C e F, E + B? = @ (Relation de Chasles).
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2.3. SOUS-ESPACES AFFINES

PROPOSITION 88
Soit F un sous-espace affine de E de direction I et passant par A. Alors

VBeF, F={B+ 7, U € F},

et en particulier la direction F de F ne dépend pas du point A.

Preuve — On a une bijection
0 F—F, A+l > A+AB+ W =B+ 7.

Ceci montre que l’espace vectoriel F' est uniquement déterminée par F. Ceci justifie la définition : F' est la direction de F. [J

DEFINITION 89
Si F est un sous-espace affine de direction F, on dit que F est de dimension dim F'.

REMARQUE 90 — On dira qu’un sous-espace affine de dimension 1 est une droite affine, un espace de
dimension 2 est un plan affine et un sous-espace de dimension n — 1 dans E de dimension n est un
hyperplan affine.

2.3.2 Exemples

§ 1. Hyperplans affines Soit n > 2 un entier et aq, ..., au, et B des réels non tous nuls. L’ensemble H C R™
défini par
H={(r1, - ,zn) €R", 121 + - + apx, = B}

B

est un hyperplan affine passant par un point M a déterminer : si ay # 0, on peut prendre M = (—,0--- ,0)
aq
et d’hyperplan vectoriel

H=A{(x1, - ,2) €R", ayz1 + -+ apz, =0}
L’espace vectoriel H est de dimension n — 1 : on suppose par exemple v # 0 et alors la famille
((_a27a170"' 7O)a"' 7(—047“0,"' 70,@1))

est une famille de n — 1 vecteur. On vérifie immédiatement qu’elle est libre. Donc dim H > n — 1. Mais
H #R" car (1,0---,0) ¢ H, donc dim H < n — 1. On déduit que dim H = n — 1 et que

((_a27a1,0"' 70)7"' a(_ana07"' ,0,0{1))
est une base de H.
§ 2. Equations différentielles On cherche 'ensemble S C C(R,R) des fonctions f telles que f' = af +b

avec a,b € C°(R,R). On note S I'ensemble des fonctions qui vérifient ¢’ = ay. Alors S est un sous-espace
affine de direction S :

S=p+8
avec @ une solution particuliere.
EXEMPLE 91 On cherche les fonctions tell + ! f 14267
— On cherche les fonctions telles que = .
1 1+ ~ 1t
Une solution particuliére est la fonction f(t) =t. On cherche maintenant toutes les fonctions f telles que
t t
[+ mf = 0. On remarque que T2 -3 In(1+#%), donc
t 2 ENV ’
/ —0 / 1/2In(1+£%) _ ( 1/21In(1+t )) =(fv/1+¢2) =0
P <f+1+t2f>e fe (FV1+22)

On en déduit que f =

s=1

A
———, avec A € R. C’est donc une droite vectorielle et S est unr droite affine :
V1+t2

A
— +t, A e R}
V142 }
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2.3. SOUS-ESPACES AFFINES

§ 3. Suites définies par une récurrence double

PROPOSITION 92
Soit (a,b) € R x R* et soit (un)nen une suite réelle telle que

Vn € N, Upto = atpy1 + buy,.
On appelle équation caractéristique de la suite I’équation :
() : X%?—aX —b=0.

Alors il existe des réels A et B tels que pour tout n € N
1. up, = ANy + BAY, si (x) admet deuz racines réelles distinctes Ay et g
2. up = AN" + BnA" si (x) admet une racine double
3. up ;é)Ap" cosnf + Bp"sinnf sinon (x) admet deuz racines compleves distinctes conjuguées pe’ et
pe .

Les constantes A et B se déterminent en fonction de ug et u.

Preuve — On note F, I’ensemble des suites y telles que
Vn € N7 Yn+2 = AYn+1 + byn-

Soit les suites v et w définies par récurrence par vg = w1 = 1, v1 = wo = 0 et v, w € F. On vérifie par récurrence que toute
suite y € F' s’écrit yn = youn + y1wn et que toute suite de cette forme appartient a F.
On en déduit que F est un sous-espace vectoriel de RN de base (v, w) donc de dimension 2.
Pour conclure, il suffit de montrer que les suites s et t forment une base ou

1. s= (/\1)77‘ et t = ()\g)n;

2. s=(N)"ett=(n\)";

3. s=(p™cosnb) et t = (p" sinnb).
En fait, si A racine de I’équation caractéristique, alors (A\?) € F : aA"T1 + bA™ = A7 +2,
Et ceci marche encore si on considére A = pet® et A # \ complexes non réels, et alors les parties réelle et imaginaire de (A™)
vérifient encore la condition car — —

AT+ A AT — A
Re\"™ = ATEA et ImA= ——.

2 21

Donc (A™) = (cosnf) + i(sinnfd) et (A\") = (cosnf) + i(sinnh) Reste le cas A racine double :
a(n4+ DA £ A" — (n +2)A"T2 =0 = a) —2)2 =0,
la derniére égalité résulte de A = a/2, car \ racine double.

Il reste & prouver que la famille (s,t) est libre : on vérifie immédiatement que dans les trois cas ((20) , (io)) est libre (ici,
1 1

on utilise que 0 n’est pas racine de I’équation caractéristique).

Ceci se généralise aux suites définies par une récurrence d’ordre r > 3. O

EXEMPLE 93 —

1. 8i3up = Tup_1 — 2Up_o avec ug = —1 et uy = 3, alors u, = 2"+ — (%)"‘1.
2. SiUup = —Up_1— Un_2 avec ug =0 et u; =1, alors u, = % sin —2’;)”.
3. Siup = 4uy_1 — dUy_o avec ug = —1 et uy =0, alors u,, = —2" +n2".

PROPOSITION 94
Soit a, b et ¢ sont des réels, b # 0 et (up)nen une suite telle que

Vn € N, Up+2 = AUp4+1 + bun +c.

Alors u peut s’écrire u = s + v ol (sy,) est une suite particuliére vérifiant la relation ci-dessus et F' est
l’espace vectoriel de la proposition précédente.

Preuve — On vérifie que si une suite s vérifie la relation de récurrence double ci-dessus, alors la suite v = u — s vérifie la
relation
Vn €N, vnyo = avny1 + bup.

Ce qui termine la preuve. O
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2.3. SOUS-ESPACES AFFINES

EXEMPLE 95 — Soit (uy,), la suite définie par u,19 = —Uupt1 + 2uy + 3 et ug = w3 = 1. Calculer u,, en
fonction de n.

Pour cela, on cherche d’abord une suite particuliére (s,) vérifiant la relation Spia = —Spi1 + 28, + 3 sans
conditions sur sg et s1.

1l est normal de se demander si une suite constante s, =l ne ferait pas Uaffaire, mais | = -1+ 21+ 3 n’a

pas de solution. On cherche alors (sy,) du type s, =In, et (s,) est solution particuliére pour l = 1.
Puis on résout la partie homogéne : une suite (v,) telle que

Ung2 = —Upg1 + 20,
s’écrit v, = A()" + B(—=2)".
Enfin, la suite (u,) se met sous la forme u, = $,, + vy, et on trouve A et B en vérifiant la relation pour

n=0en=1:A+B=1etl+A-2B=1, d’oﬂA:% etB:%. On a donc

2 1
I
U n+3+3( )

2.3.3 Espaces affines et géométrie

§ 1. Intersection

PROPOSITION 96
L’intersection de deux sous-espaces affines, F et G est soit vide, soit un sous-espace affine de direction
FNG ouF et G sont les directions de F et G.

Preuve — Supposons que F NG # ), alors il existe A€ FNGtelque F=A+FetG=A+G. Donc A+ W € FNGsiet

seulement si @ € FNG, ce que nous voulions. O

REMARQUE 97 — En particulier, pour étudier [’intersection de deux sous-espaces affines, il suffit de
trouver un point de lintersection, puis se ramenenr ¢ ’étude de ENF (dont on peut calculer la dimension.

EXEMPLE 98 — L’intersection de deuz plans affines P; et P dans R3 est soit I’ensemble vide, soit une
droite, soit le plan lui-méme, puisque dim P; N Py est soit une droite, soit un plan (vectoriel).

§ 2. Parallélisme

DEFINITION 99
Soit F1 et Fo deux sous-espaces affines de direction Fy et Fs.

1. On dit que Fy et Fo sont paralléles si F} = F5.
2. On dit que F1 est paralléle a Fs, si Fy C Fy.

EXEMPLE 100 — Dans R3, les plans P, : 20+ 3y + 2 =1 et Py = 2z + 3y + z = 3 sont paralléles.
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Chapitre 3 Polynémes a une indéterminée
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Un polyndéme \ Z i\ s’écrit de la forme
PX)=a, X" +a, 1 X" '+ +a1X +ag

ot les a; s’appellent les coefficients de P \ Z 115 PHZA 4T\ et X est 'indéterminée.

Un probleme est de définir correctement ce qu’on veut dire par l'indéterminée X, a quel ensemble
appartiennent les coefficients; enfin on donnera les outils nécessaires pour manipuler les polynomes
efficacement.

On retrouvera les polynoémes tant en analyse (par ex. les développements limités) qu’en algebre (par
ex. polynéme caractéristique d’une application linéaire). Une bonne maitrise des produits, divisions et
factorisations de polynomes ainsi que de la caractérisation des racines est indispensable.

3.1 DEFINITIONS

3.1.1 Polynémes a une indéterminée

Dans la suite K représente un corps. Le plus souvent K = R ou C, mais K peut aussi valoir Q ou Z/pZ
avec p un entier premier.

DEFINITION 101
On appelle polynome a une indéterminée a coefficients dans K toute suite d’éléments (ap)nen d’éléments
de K, nuls a partir d’un certain rang :

3dEI\L (a’n)nEN: (a07a17...,ad,0,--- 307'“)'

L’ensemble des polynéomes est noté K[X].
On définit sur K[X| deuz lois internes et une loi externe :

1. L’addition est définie par :
(a07"' 7ad70a"')+(b0a"' abd'ao7"') = (a0+b0aa1+b17"' 7ak:+bk?7"') = (Cn)nEN

qui appartient & K[X] car ¢, =0 si k > sup(d,d’) ; On pose 0 = (0,---,0,---), I’élément neutre
pour —+.
2. La multiplication est définie par :

n
(CI,(),"' 7ada07' ) X (b07"' abd’a07' ) = (Cn)n€N7 avec Cp = Za’kbn—k)a
k=0

et (¢n)nen appartient bien 4 K[X], car ¢, =0 sik >m+n; on pose 1 = (1,0,---,0,---) Iélément
neutre pour X.
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3.1. DEFINITIONS

3. une opération externe . :

KxKX] — KX]
()‘7 (a’Ova’lv"' 7an70"')) = A'(an)nEN: (A.(IO,Aal,"' ,)\.&d,O,"')-

On vérifie facilement que (K[X],+, x) est un anneau commutatif et on a déja vu que (K[X],+,.) est un
K-espace vectoriel. On dit que (K[X],+, X,.) est une algebre.

3.1.2 Ecriture d’un polynome

PRrOPOSITION 102
En posant X° = 1, ’élément neutre de la loi x et X = (0,1,0,---,0,---), on a

X’f:Xx---xX:(O,--~7071,0,-“,07“-)
k fois k

Et un polynome P € R[X] s’écrit de maniére unique avec a,, # 0
P=a, X"+ a1 X" '+ +ap.

On écrira souvent P(X) pour P.

COROLLAIRE 103

n
Un polynome P = Z a; X" est le polynéme nul si et seulement si aj, = 0 pour tout k € {0,---,n}.
k=0

REMARQUE 104 — La somme de polynomes sous la nouvelle écriture ne pose pas de probleme, pour le

produit, on a donc
n m m—+n
(Z aka> X (Z kak> = Z Ck.)(k7
k=0 k=0 k=1

k
ou ¢ = Z aibr_;.
i=0
EXEMPLE 105 — Pour multiplier deux polynémes, on regroupe les termes de méme degré :
(X+D)(XP+X+2) =X+ X*+ X2 +3X +2.

REMARQUE 106 — On notera aussi par exemple Q[X], pour les polynémes d coefficients dans Q ; de méme
pour Z[X] le solynémes a coefficients dans Z et si on a bien compris, pour tout anneau (A, +, X), on peut

définir A[X)].

3.1.3 Degré d’un polynéme

DEFINITIOIE 107

Soit P = Z ap X* un polynéme non nul. On appelle degré \IXZL\ de P et on note deg P le plus grand

entier k t:l gue ar # 0.

De plus, si d = deg P, aqX? s’appelle terme dominant, aq le coefficient dominant \ 5= {X T ZEL\ et ag
le coefficient constant.

Un polynéme unitaire \ F — 2=\ est un polynéme dont le coefficient dominant est 1.

Enfin, le degré du polynome nul est par convention —oo.

PROPOSITION 108
Soit P, @Q € K[X]. Il résulte des définitions de + et X que
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3.1. DEFINITIONS

1. Sideg P # deg @, alors deg P + @@ = max(deg P,deg Q) ;
2. Sideg P =deg@, alors degP+ Q < degP;

3. deg(P x Q) =deg P+ degQ ;

4. YA € K*¥, deg \.P = deg P.

Preuve —
1. Si P =0 alors P+ Q = Q et le résultat est évident. Il en est de méme si @ = 0.

n m
Si P#0et @ # 0 alors, en posant P = Zaka et Q = Zkak avec n = deg (P) et m = deg(Q), on a
k=0 k=0
max(n,m)

P+Q= > (ap+bp) X",
k=0

ce qui entraine
deg (P + Q) < max (deg (P),deg (Q)) -
2. Si maintenant m # n, alors m > n oun > m.

Supposons m > n alors le terme de coefficient m de P + Q est by,. Il est donc non nul et deg(P + Q) = m =
max{deg(P),deg(Q)}.
De méme si n > m.

3. SiP=0ou@Q=0,alors PxQ=0et
deg (P Q) = deg (0) = —oo = deg (P) + deg (Q) .

n m
Sinon, soit P = Zaka avec ap # 0 et Q = Zbk X* avec by, #£0. On a
k=0 k=0
PQ=> (> aibj)X*.
kEN it+j=k

Le coefficient de degré n 4+ m est anby, 7# 0. De plus, tous les coefficients de degré strictement supérieur & n +m
sont nuls. Donc

deg (P Q) = deg (P) + deg (Q) -

O

ExEMPLE 109 —

1. deg[(X3 + X +3) 4+ (X?+2)] = 3;

2. deg[(X?+ X +3)+ (-X*+3X +7)]=1;

3. deg(X®+ X +2)(X° +3X*+2)=8.
COROLLAIRE 110
(K[X], 4+, x) est un anneau intégre : VP, Q € K[X], PQ =0 si et seulement si P =0 ou Q = 0.
Preuve — deg P + deg Q = —oo si et seulement si deg P ou deg @ est égal a —oo. O

n

REMARQUE 111 — On fera attention que si P = Z ap X", alors le degré de P est n si et seulement si
k=0
an # 0.

EXEMPLE 112 — Quel est de degré du polynome (X +1)" — (X — 1) ?

3.1.4 Fonctions polynomiales

DEFINITION 113 .
On appelle fonction polynomiale associée a un polynome P = Zaka, la fonction encore notée P ou
k=0
P(z) définie par
P:K — K

T P(w):Zakxk )
k=0
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3.2. L’ESPACE VECTORIEL K[X]

REMARQUE 114 — On a un morphisme d’anneauz de ¢ : K[X]| — P, P — (x — P(z)). Si le corps K est
de cardinal inifini, on va montrer que v est en fait un isomorphisme.

P(x)P(L)

EXEMPLE 115 — Trouver tous les polynémes P € K[X] tels que
x

<1.

3.1.5 Composition de polynémes

DEFINITION 116
[ee)

Soient P = Zak X* un élément de K[X] et Q € K[X].
k=0
La composée des polynomes P et Q, notée P o @, est le polynome

PoQ=PQ) =) arQ"
k=0

REMARQUE 117 —

1. Dans le cas particulier ot P = X, le polynome A(P) = A(X) est donc égal a A, ¢’est pourquoi on
utilise aussi bien les notations A que A(X) pour désigner ce polyndme.

2. On a les égalités :
(\-P+p-Q)R) = A P(R)+ - Q(R) et (PxQ)(R) = P(R) x Q(R).

Mais, on fera attention au fait que 'opération de composition des polyndémes n’est pas compatible
avec les opérations d’addition et de multiplication. En effet, en général :

Po(Q+R)#PoQ+PoR e Po(QxXR)#PoQ@QxPoR.

3. 8P :K-— K et Q : K — K sont les fonctions polynomiales associées aux polynémes P et Q
sur K, alors P o @ est la fonction polynomiale associée au polynome P o Q.

EXERCICE 118 — Etudier deg(P o Q) en fonction de deg(P) et deg(Q).

3.2 L’ESPACE VECTORIEL K[X]

3.2.1 Familles échelonnées en degré

PROPOSITION 119

L’espace vectoriel (]K[X], =+, ) est un K-espace vectoriel de dimension infinie.

Il admet pour base (canonique) (1, X,--- X" - )

Le sous-espace vectoriel K, [X] des polynomes de degré au plus n est un sous-espace vectoriel de K[X] de
base canonique (1,X,---,X™), de dimension n + 1.

Preuve — On procéde par ’absurde : supposons qu’il existe une famille génératrice finie (Py,- - , Pp,) de K[X]. On pose
m

d= nﬁax]] deg P;. Toute combinaison linéaire E i P; est de degré au plus d. Donc, par exemple, X1 ne peut pas s’écrire
ie[l,n <
=1

comme une combinaison linéaire des P;. Ceci contredit (P1,- - , Pm) est une famille génrétrice.
Ensuite, nous avons déja montré dans les chapitres précédentes que (1,X,---,X™,---) est une base de K[X] et que
(1, X, -+, X™) est une base de K, [X]. O

DEFINITION 120

On appelle une famille de polynémes (Po, Py, -+ , Py) une famille échelonnée en degré si pour tout i € [0, n],
deg Pi =1.
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3.2. L’ESPACE VECTORIEL K[X]

ProrosIiTION 121

Toute famille de polyndmes échelonnée en dégré (Py,--- , P,) est une base de K,[X].
Preuve — Comme dim K, [X] est de dimension n+ 1, il suffit de montrer que la famille (Po, - - - , Ppn) est libre : par hypothese
deg Py = 0, donc Py # 0 et pour tout ¢ > 1, P; & vect (Po, -+, Pi—1) C K;—1[X]. On sait qu’alors la famille est libre. O

REMARQUE 122 — Pour montrer qu’une famille de polynome est une base, le plus souvent, vous montrerez
qu’elle est échelonnée en degré. La famille (1,1 4+ X, 1+ X + X2 .-+ 1+ X +---+ X") est une base de
K,,[X] car elle est échelonnée en degré.

1l y a cependant une famille de polynomes classique et tres utile qui n’est pas écéhelonnée en degré et qui
forme une base de K, [X]. C’est ce que nous étudions dans le paragraphe suivant.

3.2.2 Polyndémes interpolateurs de Legendre

DEFINITION 123

Soit ag, ..., a, des éléments de K deux a deuz distincts. On appelle polynomes interpolateur de Lagrange
la famille de polynéme (Lo, -+, L,) définie par

— [ (X—ax)
X — X ) (X —an) k=0t
vie[o,n], Lix) = X0l (o) (X o) itz
a; — aO) (az - a?) (al - an) H (al — ak)
k=0, ki
ProrosiTION 124
Avec les notations précédentes,
1. Vie HO,TLH, Li(aj) = 5i,j'
2. la famille (Lo, --- , Ly,) est une famille de polynomes de degré n qui forme une base de K, [X].

n
3. Si P € Ky [X], alors P =" P(a;)L;.
k=0
4. Soit ag, ..., a, € K, il existe un unique polyndme @Q € K, [X] tel que Q(a;) = a; ; on a en fait

n
Q = Z Oszk.
k=0

Preuve —

1. On a Li(a;) =

(aj —ao)---(aj —ai)---(aj —an) [ 1sii=j
(ai — ag) - - (a-/—\a-) - (ai — an) ~ | O sinon car le facteur (a; — a;) apparait au numérateur.
1 7 7 3 n

2. Comme dim K, [X] est n + 1, il suffit de montrer que (lp,-- , L) est libre :

n n
D NLi=0= Vje[0,n], > AiLi(a;) =0=Vj€[0,n], \; =0.
i=0 i=0
n n
3. D’apres 1/, Z P(a;)Li(aj) = P(aj), donc Z P(a;)L; est un polyndme qui convient.
k=0 k=0

n
Si @ € K[X] est un polynéme tel que Q(a;) = P(a;), alors Q s’écrit dans la base (Lo, -+ , Ly ) de la forme ZaiLi
i=0
et en évaluant en a; on trouve Q(a;) = a;j, donc Q = P, ce qui prouve I'unicité.
n

4. Avec les notations de ’énoncé, Z ag Ly vérifie les conditions et on vient de montrer en 3/ qu’il est unique.

k=0
EXEMPLE 125 — (Matrice de Vandermond) Soit ag, ..., an n+ 1 éléments deuz a deuz distincts de K. On cherche l'inverse
de la matrice
1 €1 al
V(&O,"',an): :
1 an—1 a271
1 an al
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On résout :
zo.1+ 101 + - + Tpal
aQ

V(a07 T ,27”)

zo.l+z100-1+ -+ Tp_10]_;
ro.l+x1an + - +xH_107

Si on pose P =x0 4+ 21X + -+ xnX™, alors on cherche P de degré au plus n tel que Vi € [0,n], P(a;) = a;. D’aprés ce
qui précéde

Tn Qn

P:iaiLz:iai(Xiao)“.(X/i\ai).“(Xian) =xo+x1 X+ +z X"
i=0 i=0 (@i —ao)---(a;i —as) - (ai — an)
Pour trouver (xo,- - ,xn), i suffit de développer les polynomes interpolateur de Lagrange. Si Lj = iai,in, alors
V(aog, -+ ,an)" ' = (ai,5)0<i,j<n- En particulier, la matrice V(ao,--- ,an) est inversible ! =
O
REMARQUE 126 — Nous venons de montrer que si on fixe la valeur en n + 1 points deuz & deux distincts

d’un polynome de degré au plus n, alors le polynome est uniquement déterminé.
Si K est de cardinal inifini, alors il existe une famille de polynémes interpolateur de Lagrange pour tout
n > 1, mais st K =7Z/pZ, alorsn < p—1.

EXEMPLE 127 — Trouver le polynéme P € R[X] de degré au plus 2 tel que P(0) = 1, P(1) = 2 et
P(3) =3.
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