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Exercice 1. Soient A et B deux événements tels que
3 1 1
P(A) = = P(B) = t P(ANB)=-.
(A)=% , P(B)=5 et PANB)=
Calculer P(A|B).
Ona ANB=AUB. Donc
P(Zﬂ?):l—P(AUB):1—(IP’(A)-&-IP’(B)—IP’(AHB)):I—%—%—o—i:g
D’ou .
pAE) = HADD)
P(B)
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Exercice 2. On considere N coffres. Avec une probabilité p un trésor a été placé dans I'un de ses coffres,
chaque coffre pouvant étre choisi de fagon équiprobable. On a ouvert N — 1 coffres sans trouver le trésor.
Quelle est la probabilité pour qu’il figure dans le dernier coffre ?

Considérons I’événement A : un trésor est placé dans I'un des coffres. Par hypotheése P(A) = p Considérons ’événement A; :
un trésor est placé dans le coffre d’indice . Par hypothese P(A;) = P(A;) et puisque les événements A; sont deux & deux
incompatibles

On doit donc calculer

Mais N -1 N N -1
P(Zlm---mZn_l):17[P(A1U...UAn_l):1,1”( - ): —-p(N-1)
N N
et o o P
P(A,NAIN---NA,_1) =P(A,) = v
donc



Exercice 3. Une information est transmise a l'intérieur d’une population. Avec une probabilité p, c’est
I'information correcte qui est transmise & chaque étape d’une personne a une autre. Avec une probabilité
1 — p, c’est 'information contraire qui est transmise. On note p,, la probabilité que 'information apres n
transmissions soit correcte.

1.
2.

. En déduire la valeur de lim,, p,. Qu’en pensez-vous 7

Donner une relation de récurrence entre p,,41 et py.

En déduire la valeur de p,, en fonction de p et de n.

. On note I, 'événement : “I’information aprés n transmissions est correcte”. D’apres la formule des probabilités

totales, on sait que o
P(Int1) = PIn41In)P(In) + P(Ing1|n)P(In).

Mais, P(In+1|I») = p (Uinformation doit étre transmise correctement) et P(In+1|l,) = 1 — p (Pinformation doit étre
mal transmise). On en déduit que

Pnt1=pXpn+ (L =p) X (L=pn)=(2p—pn + (1 —p).
On a une suite arithmético-géométrique. Sa limite possible [ vérifie
Il=2p—-1)xl+(1—-p) < 1=1/2.

On pose alors up = pn — % et on vérifie que (un) est géométrique de raison (2p — 1). En effet,

(2p-1) (pn - %) .

On en déduit un, = (2p — 1)"ug avec up = pg — 1/2 = 1/2. On conclut que

1 1
Untl = Potl =g =2p—pn+(1—-p)— 5

1 1
=4+ Z(2p—-1"
Pn B 2( P )
On distingue alors trois cas :
— Si p =1, 'information est transmise presque siirement correctement, et p, = 1 pour tout entier n.
— Si p =0, 'information est presque sirement mal transmise, et p2n, = 1, p2p+1 = 0 pour tout entier n.
— Sip€]0,1], alors |2p — 1| < 1 et donc (pr) converge vers 1/2. On n’a plus de traces de I'information initiale!



Exercice 4. Vous étes devant une porte fermée. Vous avez n clefs. Une seule clef ouvre la porte. Vous
décidez d’essayer les clefs I'une aprés 'autre, au hasard.

1. Quel est 'univers Q7

2. Soit, pour chaque i € [1,n], 'événement E; : « le i-éme essai est un échec ». Calculer P(E;) et
P(E; | Ey).

3. Pour chaque k € [1,n], exprimer ’événement Sy, : « la porte s’ouvre au k-iéme essai » en utilisant
les événements F; et leur contraire.

4. En déduire la probabilité u; que la porte s’ouvre au k-ieme essai.

5. Retrouver directement ce résultat grace a un argument d’équiprobabilité.

1. On numérote les clefs de 1 & n et note [ le numéro de la clef qui ouvert la porte. L’univers est alors I’ensemble des
suites (i1,..., %) de numéros deux a deux distincts tels que iy, = [.

2. L’événement Ej est réalisé si la premiére clef choisie n’est pas la bonne. On a donc

n—1
P(E1) = ——
n
De méme, ’événement Eq1 N Eo est réalisé si les deux premiéres clefs choisies ne sont pas la bonne. On a
P(EyNE) Tty 2
1 2 —1 n—
P(Es | By) = SRS DR ,
P(E1) n—1 n—1

n
3. L’événement S}, est réalisé si pour tout j € [1,k — 1], E; est réalisé et E}, est réalisé. On a donc :

Sk:Elﬁ...ﬂEk,lﬂEk.

4. On a
up = P(Sk) _
= PE1N...NEx,_1NE) o
= [P’(El)[P’ FEo | El) .. .P(Ek,1 ‘ Ein...Nn Ek,Q)P(Ek | Ein...Nn Ekfl)
_ n—1n—2 n—k+1 1
- 1n n—1"""n—k+2 n—k+1
= n

5. On modifie 'expérience. On tire toute les clefs en conservant ’ordre dans lequel on tire ces clefs. L’univers contient
alors n! éléments. Un réslutat (i1, ...,4n) réalise Sk si ix =1. Il y a donc (n — 1)! cas favorables pour n! possibles.

On obtient donc de nouveau ’égalité :

1
U = —
n



Exercice 5 (E.M.S. mai 2017). Une boite contient des dés a 6 faces : une proportion (1 — p) de dés
honnétes et une proportion p de dés malhonnétes. Quand on lance un dé malhonnéte, la probabilité
d’obtenir un 6 est %

1. On prend un dé au hasard dans la boite et on le lance. Quelle est la probabilité d’obtenir un 6 ?

2. On prend un dé au hasard dans la boite, on le lance et on obtient un 6. Quelle est la probabilité
que le dé soit malhonnéte ?

3. On prend un dé au hasard dans la boite, on le lance n fois et on obtient un 6 a chaque lancer.
Quelle est la probabilité u,, que le dé soit malhonnéte ?

4. Btudier la limite de la suite Up,-

On note A I’événement « le dé lancé donne un 6 » et B I’événement « le dé lancé est malhonnétes ».

1. Ona: _ _
P(A) = P(B)P(A|B)+P(B)P(A| B)
= py+(-pg
= §t%§
2. On peut utiliser la formule de Bayes. On a :
P(B)P(A | B
pa) — PBRALB)
P(A)
_ 3
 2p+1

3. On note A, I’événement « on lance n fois le dé choisi et on obtient a chaque fois 6 ». On a :

P(A,) = P(B)P(A, | B)1+ P(B)P(A, | B)

par + (1—p)gw
p(3"—1)+1
671.

On obtient donc
P(B)P(An | B)
P1(A")
Pom
p(3"—1)+1
_
p(3r—1)+1

up =P(B | Ayn)

n

4. La limite quand n tend vers 4+co de u, est égale a 1.
Exercice 6. On effectue une suite de lancers indépendants d’une piece équilibrée et 'on désigne par p,
la probabilité de ne pas avoir obtenu trois « Pile » consécutifs lors des n premiers lancers.

1. Calculer p1,ps et ps.

2. Pour n > 4, exprimer p,, en fonction de p,_1, pn—2 €t pp_3.

3. Déterminer la limite de la suite (pp,)n>1-

7
1. Onap1:p2:1etp3:§.

2. On note P; I’événement on obtient pile lors du i-éme lancer. F; = P;.
Soit A, ’événement : ne pas avoir obtenu trois « Pile » consécutifs lors des n premiers lancers.

P(An = = P(An|F1)P(F1) + P(An|P1 N P2)P(P1 N Fy)
+ P(An|P1 N PN F3)P(Pr N Py N EF)
+ P(AH|P1 NPN Pg)[P(Pl NPN P3)

On en déduit p, = %pnf:l + ipn72 + épn—&

3. On pourrait calculer les racines de I’équation caractérique pour trouver p, puis la limite. Mais il est plus efficace de
chercher les points fixe : il vient [ = 0.
Pour s’assurer que (pn) est effectivement convergente, il est clair qu’elle est décroissante et minorée.



