EcoLE CENTRALE DE PEKIN COURS : PROBABILITES

FEuILLE DE TD N° 6

Variables aléatoires
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Exercice 1. Un sauteur tente de franchir des hauteurs successives numérotées 1, ... , n,... .

1
On suppose que les sauts sont indépendants les uns des autres, et que P(n-ieme saut) = —.
Soit X le dernier saut réussi. Quelle est la loi de X ? Calculer E(X), Var(X).

Si X; = 1 si le i-éme saut est réussi et 0 sinon, alors
(X=k)=nF (X;=1)N(Xps1 =0)=.

On calcule
k

P(X =k) = E]P(Xi =1) x P(Xp41 =0) = (kj:1)!'
On peut calculer la fonction génératrice Gx de X :
—+oo
Gx(s) = D P(X=ks"

k=1
+o0 k X

- ; CE

_ J“X":‘) k+1 Sk—io L
= (k+1)! = (k+1)!

1
= (e°=1)——(e*—1—-39)
s
1 1
= a-Det
s s
On calcule G” =(1 1.1
n calcule G’y (s) = ( —g—&—S—Q
De méme, la variance existe et vaut Var (X) = G% (1) + G’ (1) — (G (1))2 = 3e — 2.

1 y oz .
Je® — =k Donc Pespérance existe et vaut E(X) = G’y (1) = e — 1.

Exercice 2. Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires discrétes a valeurs dans un ensemble E et N
une variable aléatoire & valeurs naturelles toutes définies sur un méme espace probabilisé (2, 7,P). On
définit une fonction Y par

Yw € , Y(w) = XN(UJ)(UJ).

Justifier que Y est une variable aléatoire discrete.

1. Y est & valeurs discréte car Y(Q) C U, cy Xn(92) et est donc au plus dénombrable comme union dénombrable
d’ensembles au plus dénombrables.

2. Pour tout y € F,

Y'{y}) = {weQ|Xyw)(w =y}
{weQ| Nw)=net Xnw) =y}

U (W =mnx.=»)

neN

Par stabilité d’une tribu par union et intersection dénombrable, Y ~1({y}) appartient bien & la tribu 7.



Exercice 3. Soit T une variable aléatoire a valeurs naturelles vérifiant
Yn €N, P(T >n) > 0.

On appelle taux de panne associé a T' la suite (6, )nen déterminée par
0, =P(T =n|T >n).

Typiquement, si T" est la variable aléatoire indiquant ’instant ot un matériel tombe a panne, la quantité
0, indique la probabilité qu’il tombe en panne a 'instant présent alors qu’il est actuellement fonctionnel.

1. Justifier
vneN, 6, €[0,1].

2. Exprimer en fonction des termes de la suite (6,,)nen, la probabilité P(T > n).
En déduire la divergence de la série Z 0,,.

3. Inversement, soit (6,,),ecn une suite vérifiant ¥n € N, 6,, € [0,1] et Z 0, diverge. Montrer que la
suite (0,,)nen est un taux de panne associé & une certaine variable aléatoire T'.

1. Par définition d’une probabilité, 6, € [0, 1].
Si pour ng € N, Opy, =1 = P(T = no|T > ng), alors P(T = ng) = P(T > ng) et donc P(T" > ng) = 0, ce qui
contredit ’hypothese.

2. OnaP(T>n)=P(T=n)+P(T>n+1) et P(T =n)=0,P(T >n).

Donc
n—1

P(T>n+1)=(1—-0,)P(T>n) = P(T>n)= [[(1-6,)P(T >0)
k=0
Comme T est & valeur dans N, on a P(T > 0) =1, d’ou

n—1
P(T > n) = [](1-0)
k=0
Par limite décroissante, lim P(T > n) =P(0) = 0.
n——+oo
+oo
On en déduit que Z In(1 — 6;) tend vers —oo.
n=0

Soit (0r) ne tend pas vers 0, et alors la série Z 0, tend vers +oo, soit (6,) tend vers 0, mais alors In(1 — 6y,) ~ —6,
et par comparaison entre suite de signe constant, Z 0, tend encore vers +00, comme séire divergente a termes
positifs.

3. S’il existe une telle variable aléatoire T, d’apres ce qui précede,
n—1
P(T=n)=P(T>n)—P(T>n+1)=0, [[(1-0).
k=0

11 faut montrer que Z P(T =n)=1et que P(T =n) =0,P(T >n).
n

(a) On montre par récurrence que

P(T<n)=1-[](1-0k)
k=0
+oo
et ’hypothese est équivalente a H (1—6r)=0.
k=0
(b) L’événement complémentaire donne la seconde partie.
Exercice 4. Soit X une variable aléatoire réelle telle que X () C N. Déterminer la loi de probabilité de
X (i.e. calculer P(X = n) pour tout n € N*) dans les cas suivants :
1. On suppose que
4
vneN, P(X=n+1)=——P(X =n).
P(X =n+1) = < P(X =)

2. On suppose que X ne s’annule pas et qu'il existe p €]0, 1] tel que pour tout n € N* :

P(X =n)=p-P(X >n).



1. On montre par récurrence que pour tout n € N,
4TL

P(X =n) = P(X =0)—.

471
En utilisant & nouveau le fait que Z:{:ﬁ P(X = 0)—| =1 on obtient
n! 4
P(X =n)=e4—.
n!
Donc X suit une loi de poisson de parametre 4.
2. Soit n € N*. On a :
P(X=n)—P(X=n+1)=p-PX>n)—p-P(X>n+1)=p-P(X =n)
D’oti la relation de récurrence
P(X=n+1)=(1-p)P(X =n).
Par récurrence P(X =n) = (1 —p)" 1 P(X = 1).
Enfin, on a ’égalité :

+oo _
1= (1-p'P(X=1)= %.
n=1

D’ou
P(X=n)=(1-p" 'p
Donc X suit une loi géométrique de parametre p.
Exercice 5 (Le probléme du collectionneur). Chaque paquet de lessive de la marque Bonus contient un
cadeau, choisi au hasard parmi n cadeaux équiprobables. On note Si le nombre de paquets achetés jusqu’a
obtenir k cadeaux différents. (Par suite S; = 1 et, pour chaque k > 2, Sj est une variable aléatoire.)
1. Pour chaque k € [2,n], soit Xy = Sk — Sk_1. Déterminer la loi de probabilité de Xj.
2. En déduire l'espérance E(S,) et montrer que E(S,) ~ n-ln(n).
n—

oo

1. Pour chaque k € [2,n], la variable aléatoire X} = S — Si—1 est le temps d’attente d’un succés. On appelle succes :
n—(k—1)
n

obtenir un cadeau différent des k — 1 cadeaux déja obtenus. La probabilité d’un succes est donc p; = et

la variable aléatoire X}, suit une loi géométrique de parametre py.
n

2. Sp = (Sn—Sn-1)+ (Sn-1—Sn-2)+ -+ (S2—S1)+S1 =1+ Y Xj. Dot E(Sp) = 1+ Y E(Xy). Or
k=2 k=2

1 1
---+E+E:n-Hn,oﬁHn:1+7+---fNlnn
2 1 2 n

1 n n
EXpy)=—=————=Dou E(Sp)=1+ —— +
(%) = - = s (Sw) =1+ —"—

(le démontrer en comparant série et intégrale).

Donc E(Sn) Yo In(n).
n oo

n
n—2

Exercice 6. On lance deux dés équilibrés, on note U; et Us; les variables aléatoires correspondant aux
résultats obtenus. On appelle X = min(Uy,Us) et Y = max(Uy, Us).

1. Donner la loi de X. En déduire E(X).

2. Exprimer X +Y en fonction de U; et Us. En déduire E(Y).

3. Exprimer XY en fonction de U; et Us. En déduire Cov(X,Y).

1. Pour i =1,...,6, 'événement X = i est réunion disjointe des trois événements suivants :
— A:Uyp=iet Uy =1;
— B:U; =iet Uz >1;
— C:U; >iet Uy =1.
Par indépendance des variables aléatoires U; et Uz, on en déduit que
1 6—1 6—1
P(A) = 36’ P(B) = et P(C) = 6
Il vient P(X = 1) = 11/36, P(X = 2) = 9/36, P(X = 3) = 7/36, P(X = 4) = 5/36, P(X = 5) = 3/36,
P(X =6) =1/36. On en déduit E(X) = 91/36.
2. Ona X +Y = Uy + Uz car (U1,Uz) est une permutation de (X,Y). Il vient E(X +Y) = E(X) + E(Y) =
E(U1) 4+ E(U2) = 7, puisque chaque U; suit une loi uniforme sur {1,...,6}, son espérance vaut (6 + 1)/2 = 7/2. On
en déduit E(Y) = 161/36.
3. On a XY = U1Us. On en déduit

E(XY) = E(UiUs2) = E(U1)E(U2)
par indépendance de ces deux variables aléatoires. D’ou
1225

Cov(X,Y) = B(XY) = B(X)B(Y) = oo,



