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4 Exemples d’études de dynamique du point

4.1 Méthode

/ 1. Préciser le systeme (fermé) d’étude et le référentiel (galiléen) choisi \

2. Faire un schéma et choisir le systéme de coordonnées adaptées au mouvement. Préciser
les conditions initiales

3. Etablir le bilan des forces (%2 1153871 ) s'exercant sur le systéme étudié.
4. Choisir la méthode de résolution :
e PFD : On projette (3 ) le principe fondamental sur les axes du mouvement
— Tres efficace pour I’étude des mouvement de translation.
e Energie : cf chapitre futur.
— Tres efficace pour les mouvements a une seule dimension.
e Théoreme du moment cinétique : cf chapitre futur.
— Tres efficace pour les mouvement de rotation.

\5. Résoudre les équations obtenues a ’aide des conditions initiales J

4.2 Exemple 1 : La chute libre

On considére un point matériel M de masse m laché (F#aFF ) sans vitesse initiale d’'une hauteur h.

1. Préciser le systeme d’étude et le référentiel choisi

On étudie le point matériel M(m) dans le référentiel du sol

2. Faire un schéma et choisir le systéme de coordonnées adaptées au mouvement. Préciser les
conditions initiales

z
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3. Etablir le bilan des forces s’exercant sur le systéme étudié.

Seul le poids s'applique au point matériel : P - /yvx,gb = - /wua €,

4. Appliquer le PFD pour déterminer I’équation du mouvement (izsl) 5 )

SN

On applique le PFD au point matériel : /\N\,z - - /vvwz €z

On projette sur I'axe du mouvement, Oz: |z
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5. Résoudre I'équation du mouvement a ’aide des conditions initiales

On primitive I'éguation du mouvement : Z(}) = - 36 +A ,a 2@)Fo0 dowe  f=0

Z(J(\):’bﬂt_z_r% , Qz(o):)/\ s Z({'>= %_5—;-:2

YR
6. Quelle est la durée de la chute et la vitesse au moment ot le point touche le sol 7

St b dwinde B hab o 2E) 6 = b g

Aow 6= 2h | T FKAA’HVZO)H:—ZCCO) < AF—T Jz_zf
Y .

4.3 Exemple 2 : Le tir balistique avec frottement

1=

4.3.1 Equation du mouvement

On considére un objet assimilable & un point matériel lancé (& HH] ) avec une vitesse initiale vy =
5 m.s~! faisant un angle a avec le sol. L’air applique une force de frottement lindaire Fy = -\ sur
I’objet.

1. Préciser le systéme d’étude et le référentiel choisi
On étudie I'objet de M(m) dans le référentiel du sol

2. Faire un schéma et choisir le systéme de coordonnées adaptées au mouvement. Préciser les

"Qr}fltlons initiales On utilise les coordonnées cartésiennes
— .
—> { - \% (03 < \/o
Vo d ‘2)
- A= 0
€2 \ ok Z(") = O
o >— > x
Cx

3. Etablilfr: le bilan gles for,ces s’exercant sur le S%]itém étudié. .
Deux forces s'appliquent, e poids et les frottements fluides

fl—;: /vvwé> 0% ]:f"’ AV

4. Appliquer le PFD pour déterminer ’équation vérifiée par la vitesse.

A\_/‘ rd —
o T = ”“’”8 v C'est une équation différentielle du premier ordre
a coefficients constants.
v AT =D . .
’n iy ‘5 Nous allons voir comment la résoudre
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4.3.2 Résolution des équations différentielles ({34 %2 ) linéaire du premier ordre a coefficients
constants

Nous rencontrons trés souvent en physique des équations différentielles, ce sont des équations qui
relient une fonction a ses dérivées.

Nous allons voir comment résoudre les équations différentielles du premier ordre a coeflicient constant,
c’est-a-dire reliant une fonction a sa dérivée premiere avec des coefficients constants.

goit une équation différentielle du premier ordre a coefficient constant : \

af (z) +bf(x) = g(z) avec {a,b} € R

g(x) une fonction sans lien avec f(x)

1. On cherche d’abord une solution de I’équation homogéne (551K 5 #2 ) (sans second

membre) :
afy(z) +bfy(x) =0
Les solutions sont de la forme :

fr(@) = Aema*

2. Il faut ensuite trouver une solution particuliére. En physique la solution particuliere
( ¥¥fi# ) sera toujours de la forme du second membre.

Ici nous allons seulement voir le cas le plus fréquent c’est a dire quand le second
membre est constant. On pose g(x) = ¢ et on cherche une fonction constante fs, qui
vérifie I’équation :

afe, +bfsp=c avec {a,b,c} €R

on a donc :

c
fsp - g
3. Les solutions de I’équation différentielle s’écrivent finalement :

f(@) = ful@) + fop = Ae™a" + %

4. 1l reste dans f(x) une constante A qui n’a pas encore été déterminée (c’est pour cela
qu’on parle pour l'instant "des" solutions de I’équation différentielle.

Pour la déterminer on utilise une condition initiale ou condition aux limites donnée
par le probléme, en général :

FO)=.. ou f(0)=..

Remarque : Ici la dérivée de f, f’, a été choisie pour I'’exemple comme une dérivée par
rapport a x, si la dérivée est par rapport a une autre variable, ¢ par exemple, les résultats
ont identiques en remplagant x par la nouvelle variable
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4.3.3 Résolution du probléme du tir balistique

1. Résoudre ’équation de la vitesse obtenue en 4.3.1 et déterminer les composantes v, (t), v;(t) du
vecteur vitesse ¥ a tout instant.

On peut résoudre directement I'équation différentielle sous forme vectorielle :

W(e) A = - ro '%vt

Equation homogéne : ' + = V() =7 - v, (£)= e
dt Y

Solution particuliére : v AT R o ”"/:~ > Jone 7 - ”i?
" 7 ;(_— = o )\

Conditions initiales : Z =0 , V(o) -—\7: f/lcw\,c, A\\« M = \Z e,[' /_\\ = \7 - ”f,g

)
Solution : met V) - (\7: i /W%’6>@_Mt* ”&?

Orv\, Y 7;5 \/,ceéo( é: + \/,AWLK @—; @f’ 2-):_5(::/ %r’l.?d[%f

[ )

&cxr%@m&?&w é;y{’méz Maré«amll
\/"[*\:%M&(’;é&t J\/ZCfJ=(%AWV\*%)C

~

A
T

0/\/\/ WM(: S | FA/« Pxo (,Lc/l/ j 6/7/%4/&(;%{;&&
o emoml e N Jon Aot ejo{/wv o

/W&hﬂﬂw aJ\/Afz\/%: I s

el o — 4 2\~\\/Z~"’V‘*—'X
b bt~

2. Déterminer 'instant ot 'objet atteint son altitude (4% ) maximale

L'objet atteint son altitude maximale lorsque \/, = On a donc :

DN
V1_(Cn): OZK\/D/)MA*,Z:%)C;tn e

A - N
by
A(}V\QL e/-;—wcn = %
Vosm o + '“i%
e \/o>\m;vw<
]D/UM) Cn = — ( _— + 4
A mA
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4.4 Exemple 3 : Mouvement d’'un masse accrochée a un ressort

4.4.1 Equation du mouvement

On consideére un ressort horizontal (selon Ox) de raideur k relié & une masse m. On représente la perte
d’énergie du systeme par une force de frottement fluide F\ = —\7. A Dinstant initial on écarte le
ressort de sa position d’équilibre d’une longueur xy puis on le lache sans vitesse initiale.

1. Préciser le systeme d’étude et le référentiel choisi

On étudie la masse m dans le référentiel du sol

2. Faire un schéma et choisir le systéme de coordonnées adaptées au mouvement. Préciser les
conditions initiales

e ¥ b\) On repéere la masse m a partir de sa position
N d'équilibre O

S —
/T ez F
L= y

7

(

v (o) =2

X {X(o):xo

3. Etablir le bilan des forces s’exercant sur le systéme étudié.

Quatre forces s'appliqguent a la masse m :

Zowz R Fehl-L)a ke

4. Appliquer le PFD pour déterminer I’équation vérifiée par z(t) la position de la masse m au cours
du temps

-

—l—s—réj'ff*F:

"

A
o 2 :(yv\,76+fi—/€;<g;‘ >\).<€d;<b

F/\—“a&(/tm\’ AJ@W e, - X =~ fex - A% ( FM ,& /\/W/(-\/WI/V\:(L \/M&Cﬂ«[)

J
ﬁ,(-)wt;m sl & =g R, 2 Jonc RWy

' N Ne < 2 >'<-+§>E+éx=al
ﬁaroml/a wfﬂc/twu(/tﬂw ﬂ{m/nyy\cﬂf W/l{' ey /;L—J
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4.4.2 Résolution d’équation différentielles linéaire du second ordre a coefficients constant

@t une équation différentielle du second ordre a coefficients constants : \

af’(x) +bf (x) + cf(z) = g(x) avec {a,b,c} €R
g(x) une fonction sans lien avec f(x)

1. On cherche d’abord une solution de I’équation homogeéne (sans second membre) :

af(x) + 0fpy(x) + cfu(x) =0

Pour cela on résout ’équation caractéristique ar? + br 4+ ¢ = 0, c’est une équation
du second degré ou f7;(x) est remplacé par r2, f};(x) par 7, et fy(x) par 1.

e Si A =0b%—4ac>0
les solutions de I’équation du second degré sont :

_cb=VvA bt VA

rp=—— et 79
2a 2a

Les solutions de I’équation homogene s’écrivent alors :

fu(x) = e 3T <A ch(\g—azaz) +B Sh(\g—azax)) avec {A,B} €R

e Si A =0b? —4ac <0 (cas le plus fréquent)
les solutions de I’équation du second degré sont :

b VA b+ VA
a 2a a 2a

Les solutions de I’équation homogene s’écrivent alors :

71 et 1o

a a

fu(z) = e~ 3at (A cos(ga:)) +B sin(\g—zx))> avec {A,B} e€R

ou au choix

fu(x) = e~ 3at <A cos(2—\/azx + 90)) avec {A,p}eR

e SiA=b—4dac=0
la solution de I’équation du second degré est :

b
r=——
2a

Les solutions de I’équation homogene s’écrivent alors :

k fu(x)=(A+ Bt)e*%t avec {A,B} €R /
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/ 2. Il faut ensuite trouver une solution particuliére. En physique la solution particulié&
sera toujours de la forme du second membre.

Ici nous allons seulement voir le cas le plus fréquent c’est a dire quand le second
membre est constant. On pose donc g(z) = d et on cherche une constante fs, qui
vérifie 'équation aff, + bfs, + cfsp = d, on a donc :

d
fSp:z

3. Les solutions de I’équation différentielle s’écrivent finalement :

f(x) = fH(x)—i_fsp

4. 1l existe dans f(x) des constantes {A, B} ou {4, ¢} qui n’ont pas encore été détermi-
nées (c’est pour cela qu’on parle pour l'instant "des" solutions de I’équation différen-
tielle.

Pour les déterminer on utilise les conditions initiales ou conditions aux limites données
par le probleme. Pour deux constantes inconnues il faut deux équations, en général :

FO) =.. et f(0)=..

Remarque : Ici les dérivées de f, f' et f”, ont été choisies pour I'exemple comme des dérivées
par rapport a z, si la dérivée est par rapport a une autre variable, ¢t par exemple, les résultats

ont identiques en remplacant x par la nouvelle variable.

Remarque : La solution générale de ’équation homogene s’écrit de maniere générale :

fu(z) = Ce™® + De™*

pour A > 0 comme pour A < 0. Le fait que r1 et ro soient réels dans un cas et complexes dans I'autre
ameéne aux deux solutions différentes proposées.

4.4.3 Résolution du probléme de la masse accrochée au ressort

1. Dans un premier cas un néglige les frottements fluides. Faire apparaitre la grandeur wg = \/%
dans I’équation différentielle et déterminer I'expression de la position de la masse x(t) en fonction
du temps.

f/ﬁ/ww(lo% o /VW\/W[ Adevonl © % ¢ WEX = 0 avec w,
ok ame. éguakion %Wﬁﬂa b recond aiche howea)
2y @%dma comlomli

2 2 2
Equation caractéristique: [ + W), = O , A = -w, < O/ ,=

Solutions : % (+) = A Cod (V\)et) + 9 /)lh/\/bo/\)?t)

Conditions initiales :  V (0) = % (o) = B W, * O JWC 15 =0
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@kﬂ X (o) = A = X

Solution|: | X ({’) = X, oA (Wéf)

. /
[ o Dovilion Voie r/(/@ /&304@ /xt/vw.a.so'ta{ﬁf(/,@

v
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2. On prend en compte maintenant les frottements fluides. Faire apparaitre la grandeur @) = 3@
dans I'équation différentielle et déterminer I’expression de la position de la masse z(t) en fonction
du temps dans le cas ou Q > %

[ TM@M pat/t /WLCS/(A\/M \%(L

><+‘:)_,><+u0 X = 9

. W,
T —
Equation caractéristique: [JU T — /L + \/\) = O

e\

Q
— 1 .
v @ > - dowe N < O of L, = -2 + (way (-2
- 2.Q “Q
[L,Z_:“_L/\,)_?—(:Vx% 7_£f;'z
20

Wo

- 22 _
Solutions : X {Jr) = £ 20 (A con (26 %/wa _[Zb)

~

Wwwjﬁm/ﬂ:l/\)o —f&z

. W o 'Vi)"éft fzf+5/>m:u_f>_6)
Conditions initiales : X (* ) (A o
20 Ly

+ e 28 (—_[ZAMJZ& +J7.Bco/>flé>
\((05 z Xo: /_\

vi) = x (o) = - %:w,_ X,
ZQ ° 200  [—
Solution : 4Q2 Y
SN
Vi _
X(f): XOQZO <C,VAJZ(:+ \,AM_Q.&>
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