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Exercice 1. Soient E et F' deux ensembles. Soient A et C' deux parties de E et B et D deux parties de
F. Démontrer que
(AxB)N(CxD)=(ANC)x (BND).

Démontrons le résultat par double-inclusion.

> Soit (z,y) € (Ax B)N(C x D). D’une part, (z,y) € AXx B, donc z € A et y € B. D’autre part, (z,y) € C x D, donc z € C
et y € D. Finalement, x € ANC et y € BND. Donc (z,y) € (ANC) x (BND). Dot (Ax B)N(Cx D) C (ANC) x (BND,).

< Réciproquement, soit (z,y) € (ANC) x (BN D). Alorsz € ANC et y € BN D. D’une part, z € A et y € B, donc
(z,y) € A x B. D’autre part, z € C et y € D, donc (z,y) € C x D. Finalement, (z,y) € (A x B) N (C x D). D’ou
(ANC)x (BND)C(AxB)n(C x D).

D’ou le résultat.

Exercice 2. Démontrer que la relation f(x) = « + V2 4+ 1 définit une application f de R dans R¥.

Par la relation f, tout élément de R posséde une et une seule image. Vérifions que cette image appartient & R.
Soit x € R.

On a 22 4+ 1 > x2. La fonction /- étant strictement croissante sur Ry, on a alors vz2 + 1 > Va? = |z].

Donc z +vVz2 +1 >z + |z|.

Or |z| = max(z, —z) > —x.

Donc z + Va2 +1 >z + |z| > 0, soit = + 22 +1 > 0.

Donc f(xz) > 0 et f est & valeurs dans Ry

Donc f définit bien une application de R dans Ri.

Exercice 3.

1. Ecrire la fonction f : ]1,+00[ — R définie par f(z) = comme la composée de trois

1
ve—1
fonctions.
2. Soient f et g des applications de N dans N définies pour tout n € N par
n . " .
— si n est pair,
fn)=2n et g(n)=12 P
0 sinon
Justifier que les applications f et g sont bien définies puis calculer go f et fog. A-t-on gof = fog?

3. Soient f : E — F et g : F — G deux applications. Soit A une partie de E. Montrer que
(90 F)(A) = g(f(A)).

1. Posons g1 : 1,400 — R, j z+— 2~ 1,92 : R} — RY ; 2+ Vaet

1
gs: ]Ri — R; z+— . Ces applications sont bien définies et h = g3 0 g2 0 g1.



2.

Pour tout n € N, on a 2n € N donc f est bien a valeurs dans N et tout élément de N posséde une unique image par f
qui est dans N. L’application f est donc bien définie.

2
Soit n € N. Si n est pair alors il existe p € N tel que n = 2p, donc g(n) = ?p = p € N. Si n est impair alors

g(n) =0 € N. Donc g est bien & valeurs dans N et tout élément de N posséde une unique image par g qui est dans N.
L’application g est donc bien définie.

Soit n € N.
On a (go f)(n) =g(f(n)) = g(2n) et comme 2n est pair, g(2n) = 2771 =n. Donc go f(n) =n et go f =idy.

Pour calculer f o g, distinguons les cas.

Si n est pair, alors (fog) (n) = f(g(n)) = f <g> =2x g =n.

Si n est impair, alors (fog) (n) = f(g(n)) = f(0) =2x0=0.

Ainsi, on a (go f) (1) =1et (fog) (1) =0, et on en déduit donc que go f # fog.

Montrons le résultat par double inclusion.

> Soit y € (go f) (A). Alors il existe z € A tel que y = (g o f) (z). Donc, par définition de la composition, y = g (f(z)).
Posons z = f(z). Alors y = g(z) et z = f(z) € f(A) car z € A. Donc y € g(f(A)). D’ou, (go f) (A) C g (f(A)).

< Réciproquement, soit y € g (f(A)). Par définition, il existe z € f(A) tel que y = g(z). Comme z € f(A), il existe
2 € A tel que z = f(z). Donc y = g(£(2)) = (g0 f) () € (g0 f) (A). Doin g((4)) C (g0 f) (A).

D’oui le résultat.

Exercice 4. Déterminer I'image directe f(I) dans les cas suivants :

1.

N

N ot e

f(z) = zexp(x) et R_,

41
:1 2 StI: _— -
+zo+z° e [5’6]’

1.

R —R?; (2,y) — (z+y,ay) et [ =R
Pour les trois premieres questions, faire un tableau de variations.

1

s = -2
e
31

InN=11,—|.

#n=[15]
1

£D) = |- ocroo .
ne

Posons g : R} — R; z+— g On a ¢(]0,1]) = [r, o0l
On a donc (I) = (sino g) (1) = sin (g (10, 1])) = sin ([, +ool) = [~1,1].
f© =c.
On a bien siir f(C) C C car f est a valeurs dans C. Montrons l'inclusion réciproque.
Soit z € C. 1l existe r € Ri et 0 € R tels que z = ret?. Posons zg = %ei%. Alors z = z% = f(z0) et z0 € C.
Donc z € f(C). Donc C C f(C).
D’ou f(C) =C.
Plus difficile.
Montrons que f(R4) = U [2n,2n + 1.
neN
Procédons par double inclusion.
> Soit y € f(Ry). Alors E(y) < y < E(y) + 1, donc 2E(y) < y+ E(y) < 2E(y) + 1. Comme E(y) € N, on a
fly) =y +E(y) € 2E(y), 2E(y) + 1[ C |, o [2n, 20+ 1[.
< Réciproquement, soit y € UneN [2n,2n + 1].
11 existe ng € N tel que y € [2ng, 2no + 1].
Posons z = y — ng. Comme y > 2ng > ng, x est un élément de Ry. Montrons que y = f(z).
Ona2nyg<y<2ng+1,doncng <y—mng<ng+1,soit ng <ax<ng—+1.
De ces inégalités, on en déduit que ng = E(z).
De = y — ng, on obtient y =z + ng = =z + E(x).
Donc y = f(z) € f(Ry),
Dou |, o [2n, 20+ 1[ C f(R+).
Donc f(Ry) = UneN [2n,2n + 1[.



7. Plus difficile.
Soit (s,p) € f (Rz). Alors il existe (z,y) € R2 tel que (s,p) = f(z,y) = (z +y,zy). On adonc s = x +y et p = xy.

Le polynéme X2 — sX + p admet donc deux racines réelles, et y. On en déduit que le discriminant de ce polynéme
est strictement positif, c’est-a-dire s — 4p > 0.

Donc f (R?) C {(s,p) € R? | 52 —4p > 0}.

Réciproquement, soit (s,p) € R2 tel que 52 — 4p > 0. Alors le polynéme X2 — sX + p a un discriminant strictement
positif et il admet donc deux racines réelles = et y. On a alors x +vy = s et xy = p. Donc (s,p) = f(z,y) € f(R?).

Ainsi, f(R?) = {(s,p) € R? | s — 4p > 0}.
Exercice 5. Soit (S, 0) le groupe des permutations de [1,n]. On pose 7 = (1,2) et 6= (12 --- n).
1. Pour k € [0,n — 2], calculer o*7o=F.
2. Montrer que toute transposition (i, j) peut s’écrire comme un produit de transposition de la forme
(4,1+1).
3. En déduire le sous-groupe de S,, engendré par o et 7.

1. Par récurrence o¥70~! = (k + 1,k + 2) pour tout k € [0,n — 2].
2. Sij+1<4, (4,5) =07+ 14,5+ 1)(4,5+ 1) et on recommence avec (i,5 + 1) si j + 2 < I et sinon, on a fini.

3. Le cours nous dit que Sy, est engendré par les transpositions et les questions 1 et 2 montrent que le groupe engendré
par T et o contient toutes les permutations. On en déduit que le groupe engendré par 7 et o vaut exactement S,,.

Exercice 6. Les ensembles suivants sont-ils des groupes ?
1. (R, L), aveczly=x+y —1;
2. (R, T),aveczTy=z+zy+y;
3. (C,A), avec z A 2/ = xx’ +i(zy + 2'y).

1/ oui, on commence par montrer que la loi est commutative et associative puis que I’élément neutre est 1. Le symétrique de

z est x + 2; 2/Non : Chercher le neutre puis symétrique de -1; 3/Non : Chercher le symétrique d’un imaginaire pur.

Exercice 7. Soit H un sous-groupe strict de G. Le complémentaire de H est-il un sous-groupe ?

Par définition, e € H, I’élément neutre du groupe, donc e ¢ H et H n’est pas un sous-groupe.

Exercice 8. Soit G un ensemble muni d’une loi de composition interne . associative, qui possede un
élément neutre a droite e (ie pour tout z de G, z.e = x) et tel que tout élément x posseéde un inverse a
droite 2’ (ie xz’ = e€). Montrer que G est un groupe.

Soit x € G, d’inverse a droite z’. Soit y inverse a droite de z’ :

Ty=cetzr’'y=ey=>zre=ey==x

et donc z’ey = e soit 'z = e. Il reste & vérifier que e est bien un élément neutre & gauche : ex = z2'c = re = x.



