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Ce premier chapitre est une introduction aux équations différentielles. Il introduit le vocabulaire et les
notions fondamentales qui seront utilisés dans les prochains chapitres. Il a pour but de préciser un certain
nombre de questions que ’on se pose lorsque ’on étudie une équation différentielle et donne quelques
éléments de réponse. Nous allons définir ce qu’est une équation différentielle, une solution d’une telle
équation, puis un probleme de Cauchy. Nous dresserons un catalogue des équations différentielles que nous
étudierons plus précisément dans la suite. Nous verrons enfin sous quelles conditions une solution existe et
est unique, et nous en donnerons une interprétation géométrique. Nous n’aborderons pas dans ce chapitre
relativement abstrait les méthodes pour trouver la forme explicite des solutions de certaines équations
différentielles, elles feront ’objet des chapitres suivants. Notons d’ailleurs qu’en général on ne sait pas se
résoudre explicitement les équations différentielles. Cela n’empéche pas de pouvoir donner des conditions
d’existence et d’unicité, et de savoir étudier les solutions de ces équations différentielles.

Dans tout ce chapitre, n désigne un entier naturel non nul, K désigne le corps des nombres réels R ou
celui des nombres complexes C, et enfin E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie. En pratique,
on a généralement £ =KV, on N € N*,

1.1 DEFINITIONS

Une équation différentielle est une équation portant sur les dérivées d’une fonction. Plus précisément,

DEFINITION 1
Soient I un intervalle ouvert de R, Q un ouvert E"T1 et G une application de I x Q dans E. On dit que
la relation

Gty ..., y™)=0 &)

est une équation différentielle d’ordre n.

EXEMPLE 2 — La relation t>y" + 3y’ — 3ty + cos(t) = 2t — 5 est une équation différentielle d’ordre 2, ot G
est application G : R* — R ; (t,90,Y1,Y2) — t2y2 +y1 — 3tyo +cos(t) —2t +5

DEFINITION 3
On appelle solution de & toute application ¢ d’un intervalle J de R a valeurs dans E, n fois dérivable et
telle que

1. pour tout t € J, (t, (1), ¢ (1), .. .,cp(")(t)) el xQ,
2. pour tout t € J, G (t,(t),¢'(t),...,¢™(t)) = 0.



1.2. QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PARTICULIERES

@ Lorsque 'on donne une solution d’une équation différentielle, il ne faut pas oublier de préciser son
intervalle de définition.

REMARQUE 4 — Lorsque l’on demande de résoudre une équation différentielle sur un intervalle J, cela
signifie que ’on cherche les solutions définies sur J.

EXEMPLES 5

o Une solution de I’équation différentielle t*y" +y' — 3ty + cos(t) = 2t — 5 est une application ¢ d’un
intervalle J de R dans R, deuz fois dérivable, telle que, pour tout t € J,

20" (t) + ¢’ (t) — 3tep(t) + cos(t) = 2t — 5.

e Une solution sur R de I’équation différentielle y' = 0 est, par exemple, la fonction R — R ; o +— 1.

e Des solutions sur R de l’équation différentielle y” + y = 0 sont, par exemple, les fonctions sinus ou
cosinus définies sur R.

Les théoremes que nous énoncerons porteront sur les équations différentielles dites résolues.

DEFINITION 6
Soient I un intervalle ouwvert de R et U un ouvert de E™. Une équation différentielle est dite résolue si
elle s’écrit sous la forme

y(n) = f(t7 y7 y/7 AR 7y(/,L_1))) (ER)
ou [ est une application de I x U a valeurs dans E.
Une solution d’une telle équation est donc une application ¢ d’un intervalle J de R a valeurs dans E, n
fois dérivable et telle que

1. pour tout t € J, (t,0(t), ¢’ (t),...,0" V() € I x U,
2. pour tout t € J, o (t) = f (L, 0(t), ¢’ (t),..., " V(1))

EXEMPLE 7 — L’équation y' = y? + 1 est une équation différentielle résolue.

REMARQUE 8 — Si f est continue alors toute solution ¢ de £ est de classe C™ puisque @ est n fois
dérivable et ™) est continue par continuité de f.

REMARQUE 9 — Les équations différentielles non résolues de la forme h(t)y™ = g(t,y,y',...,y" V)
ot h est une application de I dans K se raménent a la forme résolue £ sur les intervalles sur lesquels
h ne s’annule pas, en divisant par h(t). Pour résoudre Iéquation h(t)y™ = g(t,y,v,...,y V) sur
un intervalle I, l’idée sera donc de résoudre I’équation différentielle résolue sur les intervalles de mon
annulation de h, puis de “recoller” éventuellement les solutions pour trouver les solutions définies sur I.
On parlera de problémes de raccordement de solutions.

1.2 QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PARTICULIERES

Nous dressons dans cette partie un catalogue des différentes équations différentielles que nous rencontrerons
dans les chapitres suivants.

1.2.1 Equations différentielles scalaires

On se place dans le cas particulier ot £ = K et n € N*,

On consideére I un intervalle ouvert de R, U un ouvert de K™ et f est une application continue de I x U a
valeurs dans K.

DEFINITION 10
L’équation différentielle y™ = flty,... ,y(”’l)) est appelée équation différentielle scalaire d’ordre
n.



1.2. QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PARTICULIERES

Une solution d’une équation différentielle scalaire d’ordre n est donc en particulier une application n fois
dérivable d’un intervalle de R & valeurs dans K.

Donnons quelques exemples d’équations différentielles scalaires que ’on étudiera.

1. Les équations différentielles linéaires scalaires.
e Les équations différentielles linéaires scalaires d’ordre n sont de la forme

Y™ =ao(t)y + a1ty + ...+ an-1 )y + b(8),

oulesa; : I — Ket b: I — K sont des applications continues. Les a; sont appelés les coefficients
de I’équation.

e [’équation différentielle homogeéne ou sans second membre associée a 1’équation différentielle
précédente est I’équation

y(”) =ao(t)y+a1(t)y +...+ an,l(t)y(”_l).

Il s’agit du cas ou b est ’application nulle.
e Si les a; sont des applications constantes, on dit que I’équation est a coefficients constants. Elle
s’écrit donc sous la forme

v =aoy+ ary + 4.+ an_1y™ Y + (),
ou pour tout i € [1,n — 1], a; € Ket b: I — K est une application continue.
EXEMPLES 11
o y =5ty + e’ est une équation différentielle linéaire du premier ordre (ou d’ordre 1).

o ' —4y = cos(2t) est une équation différentielle linéaire du premier ordre & coefficients constants.

o y = 22y est une équation différentielle linéaire homogéne du premier ordre.

1
oy =22y + ;y + (z +1)e®® est une équation différentielle linéaire du second ordre (ou d’ordre

2).

o " =y est une équation différentielle linéaire homogéne du second ordre & coefficients constants.

()2 =2y et y' x y =1 ne sont pas des équations différentielles linéaires.

2. Les équations différentielles scalaires & variables séparables
Ce sont de les équations différentielles de la forme

y' = g(t)h(y),

oug:I — Keth:J— Ksont des applications continues.

1
EXEMPLE 12 — L’équation 3y’ = —e Y est une équation différentielle scalaire a variables séparables.
x

1.2.2 Equations différentielles vectorielles du premier ordre

On se place dans le cas particulier ou n = 1.

On considere I un intervalle ouvert de R, U un ouvert de E et f une application continue de I x U a
valeurs dans F.

DEFINITION 13
L’équation différentielle y' = f(t,y) est appelée équation différentielle vectorielle du premier ordre
(ou d’ordre 1).

Une solution d’une équation différentielle vectorielle du premier ordre est donc en particulier une application
dérivable d’un intervalle de R & valeurs dans le K-espace vectoriel FE.

Donnons quelques exemples d’équations différentielles vectorielles que 1'on étudiera.



1.2. QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PARTICULIERES

1. Les équations différentielles linéaires vectorielles du premier ordre
e Les équations différentielles linéaires vectorielles du premier ordre sont de la forme

ova:l — L(E)etb: ] — E sont des applications continues.

e [’équation différentielle homogéne ou sans second membre associée a I’équation différentielle
précédente est ’équation

Il s’agit du cas ol b est I’application nulle.
e Si I'application a est constante, on dit que I’équation est a coefficient constant. Elle s’écrit donc
sous la forme

Y =a-y+0b(t),
ova€ L(E) et b: I — E est une application continue.
e Soient N la dimension de E et B une base de E. En notant A(t) = (a; ;(t))i=1...n la matrice de
J=1..N
b1 (t)
a(t) dans la base B et B(t) = g le vecteur colonne des composantes de b(t) dans la base B,

b (t)
léquation différentielle y' = a(t) - y + b(t) s’écrit sous forme matricielle

Y' = A@)Y + B(t).

$1
Alors | @ | est solution de Y' = A(t)Y + B(t) si et seulement si (¢1,...,¢n) est solution du
PN
systeme différentiel linéaire scalaire du premier ordre suivant
vi = au®y+... +antyn +bi(t)
yy = ani(®y1 + ... +ann(O)yn +On(2).
REMARQUE 14 — En pratique, on a généralement E = K~ et en considérant la base canonique, on

confondra alors l'endomorphisme a(t) € LIKYN) avec sa représentation matricielle A(t) € My (K)
et le vecteur b(t) € KN avec le vecteur colonne B(t) € My 1(K).

EXEMPLES 15

1
= 0 0 In(t)
¢

e Y'=10 2 1|Y+ 0 est une équation différentielle linéaire vectorielle du premier
0 3 0 0

ordre.
t
oY = (g g) Y + (%) est une équation différentielle linéaire vectorielle du premier ordre

coefficients constants.

4 2
coefficients constants.

' =bx—y
hd ’
Y =x+ 3y

o YV = ( 3) Y est une équation différentielle linéaire vectorielle homogéne du premier ordre a

est un systéeme d’équations différentielles linéaires scalaires du premier ordre.

2. Les équations différentielles autonomes
Ce sont les équations différentielles de la forme

ou f est une application de I dans F.

) ) 1 1
EXEMPLE 16 — Les équations y' = \/y et Y’ = (2 1) Y+(

autonomes.

) sont des équations différentielles



1.2. QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES PARTICULIERES

1.2.3 De l’ordre n 4 Pordre 1

Les équations différentielles scalaires d’ordre n se ramenent aux équations différentielles vectorielles du
premier ordre. Ceci nous permettra en particulier de ramener 1’étude de certaines équations différentielles
linéaires scalaires d’ordre n a celle des équations différentielles linéaires vectorielles d’ordre 1.

Plus précisément, considérons I un intervalle ouvert de R, J un intervalle inclus dans I, U un ouvert de
K™ et f: I x U — K une application continue.
Alors l'application
®: D(I,K) — D' (I,K")
¥
w —

80(77’71)

induit une bijection de I'ensemble S,,(J) des solutions définies sur J de y™ = f(t,y,y/,...,y"" V) sur
I’ensemble S1(J) des solutions définies sur J de Y/ = F(¢,Y), ou

Yo Y1
F:IxU—K"; |t : —
Yn—2 Yn—1
Yn—1 f(tayoa DR ynfl)

Preuve — o Soit ¢ € Sp,(J). L’application ¢ : J — K est donc une solution de ym =5 (t,y, T y(”_l)) sur J. Alors
p est n fois dérivable donc ®(¢) est dérivable et, pour tout t € J,

@' (t) @ (t) o(t)
, " (t) " (t) #'(t)
@@ m=| . |-= ; —Fle| . — (L, 0(p)(1)).
e™(t) Fto®),¢' (1), ., M=V (t) e (1)

Donc ®() : J — K est solution de Y/ = F(t,Y). D’ot, ®&(p) € S1(J).
Ainsi, ® (Sp(J)) C S1(J).
On peut donc considérer I’application induite ® : Sy, (J) — S1(J).

e L application ® est injective puisque si o1 et @2 sont des éléments de Sy, (J) tels que ®(p1) = ®(p2) alors par égalité des
composantes, on a @1 = 2.

®o
e Montrons que & est surjective. Soit € 81(J), une solution de Y/ = F(¢,Y) sur 'intervalle J. Alors pour tout

Pn—1
i € [0,n — 1], p; est dérivable et pour tout ¢ € J, on a

eo \' ¢5(t) e1(t)
. by : _ :
Pn—2 ( ) 4/”,,,,72(0 SDn—l(t)
Pn—1 So,ln,l(t) f(tzS"O(t)v-uyipnfl(t))

Ainsi, pour tout i € [0,n — 2], ¢} = @;y1 et pour tout t € J, @l (t) = f(t,00(t),- .., pn-1(1)).
On en déduit que ¢g est dérivable, de dérivée 1 elle-méme dérivable, et ainsi de suite, ¢ est n fois dérivable. et pour tout
[AS [17”/, 1]]7 i = 90(()1)

Donc pour tout t € J,

o8 (8) = (08" ) (1) = (en=1)'(t) = F (£, 00(2), - -, on—1(t)) = F(t,00(8), 0h(2), ..., 05 "V (2).

Donc g : J —> K est une solution définie sur J de y(") = f&y,y,. .. ,y("*l))7 et donc g € Sn(J).

®0
Comme ®(pg) = , on en déduit que ® est surjective.

Pn—1



1.3. PROBLEME DE CAUCHY

e L’application ® est donc bijective. D’ou le résultat. O
On pourra donc retenir que I'équation y(™ = f&y,y,. .. ,y(”_l)) (€n) est équivalente & 1’équation
2
Y' = F(t,Y) (&1), dans le sens ou si ¢ est solution de (&,) alors : est solution de (&;) et si
()0(71—1)
%0

est solution de (&) alors g est solution de (&p,).

Pn—1

EXEMPLE 17 L’étude de équation différentielle, d’ordre 2, y" + 4ty’ + 2y = 0 se raméne & celle de
léquation différentielle, d’ordre 1, Y' = f(t,Y), ot

P () = Canan) = (5 ) ()

Précisément, ¢ est solution de l’équation différentielle, d’ordre 2, y" + 4ty’ + 2y = 0 si et seulement si

(f;,) est solution de ’équation différentielle, d’ordre 1, Y' = (02 1415) Y.

1.3 PROBLEME DE CAUCHY

Les questions naturelles qui se posent lorsque ’on étudie une équation différentielle sont de savoir trouver
des solutions, mais aussi leur intervalle maximal d’existence, de savoir si on a obtenu toutes les solutions,
et en particulier d’obtenir éventuellement 'unicité lorsque 1’on rajoute des conditions initiales. Nous
discutons dans cette partie des questions d’existence, d’unicité et d’intervalles de définition des solutions.
Le calcul explicite, s’il est possible, de ces solutions fera ’objet de chapitres plus spécifiques.

Dans cette partie, on considere I un intervalle ouvert de R, U un ouvert de E™ et f une application
continue de I x U dans E.

On s’intéresse a ’équation différentielle

y(n) = f(t7 y7 y’? . 7y(n71)) (ER)
1.3.1 Définition

DEFINITION 18
Soit (to, Yo, ---,Yn—1) € I x U. On appelle probléme de Cauchy

y(n) = f(t7 y’ y/7 R 7y(n71))7
y(to) = Yo,
y'(to) = y1,

Yy D(to) = yYn1,
la recherche de la (ou les) solution ¢ de £ définie sur un intervalle J contenant ty et telle que o(to) = yo,
¢'(to) = w1, ... "V (to) = yn-1.

On dit qu’une telle solution ¢ satisfait & la condition initiale y(to) = yo, ... , ¥V (to) = Yn_1.

EXEMPLE 19 — La fonction ¢ : R — R ; t — 2e~? est une solution du probléme de Cauchy

{ yY+y=0

y(0) =2

REMARQUE 20 — Si l’équation £ décrit la loi d’évolution d’un systéme physique au cours du temps,
résoudre le probléme de Cauchy revient a trouwver ’évolution du systéme sachant connaissant son état en
to.



