Chapitre 2 Equations différentielles scalaires

Dans tout ce chapitre, n désigne un entier naturel non nul, K désigne le corps des nombres réels R ou
celui des nombres complexes C.

2.1 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES SCALAIRES

Dans cette partie, I désigne un intervalle de R.

2.1.1 Résultats généraux

On s’intéresse a ’équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n
Yy = ag(t)y +ar()y + ...+ an_1 )y Y +b(t), (E)
ou pour tout ¢ € [1,n], a; : I — Ket b: I — K sont des fonctions continues.

On note S 'ensemble des solutions maximales de I’équation (/) et S;, 'ensemble des solutions maximales
de I’équation homogene associée

y™ = ao()y + ar()y + ...+ a1ty Y. (En)

D’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire (voir chapitre 1), les solutions des équations () et ()
sont globales et définies sur I.

PRrROPOSITION 1
L’ensemble Sy, des solutions de l’équation homogéne (F),) est un sous-espace vectoriel de C™(I,K).

Preuve — L’ensemble Sy, des solutions de (/),) est le noyau de application linéaire
¢: C™(I,K) — C(I,K) .
¢ — o™ —ag(t)p — ... —an_1(t)p"~Y

Sy, est donc un sous-espace vectoriel de C™(I,K).

PROPOSITION 2
L’ensemble S des solutions de l'équation () est un espace affine dirigé par ’ensemble Sy, des solutions de
l’équation homogéne (L},) :

S = @p t Sh,

ot pp €S.

Preuve — D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire, ’ensemble S est non vide. Il existe donc un élément ¢, de S.
Soit ¢ € C™(I,K). Alors ¢ € S si et seulement si, pour tout ¢ € I,
P (1) = ao(®)p(t) + - . + an—1 (P (1) + b(2),

soit encore, si et seulement si, pour tout t € I,

(@ — o)™ (1) = 9™ (1) — o8 () = ao(t)(t) + ... + an—1 ()™ D (t) + b(t) - (ao(t)sop(t) N () SR OB b(t))

=ao(t) (¢ — p) () + ..+ an—1(t) (p — 0p) "7 (1).
Donc ¢ € S si et seulement si ¢ — ¢p € Sp,.

Donc § = ¢p + Sp,. O
On redémontrera ce théoreme dans certains cas sans utiliser le théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire, que

nous n’avons pas démontré dans le premier chapitre.
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2.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES SCALAIRES

En d’autres termes, si I'on connait une solution particuliere ¢, de (), alors I’ensemble des solutions de
(F) est S = ¢, + Sp,. Ainsi, pour trouver ensemble S des solutions de (), on cherche ’ensemble S, des

solutions de ’équation homogene associée (F),) et une solution particuliere de (£).

METHODE 3 — Pour résoudre une équation différentielle linéaire scalaire non homogéne (F), on procédera
de la facon suivante :

1. On identifie le type de Uéquation différentielle (I) étudiée.
2. On donne l'ensemble Sy, des solutions de l’équation homogeéne associée (E), ).
3. On cherche une solution particuliére p, de l’équation (E)

4. On conclut en donnant l'ensemble S des solutions de l’équation () : S = ¢, + Sh.

Le principe de superposition des solutions énoncé ci-dessous est tres utile en pratique car il permet de
rechercher une solution particuliere en décomposant le second membre en des membres plus simples.

PROPOSITION 4 (Principe de superposition)
Soient A1, ..., ANy des éléments de K et by, ..., by des applications continues de I dans K. Supposons
que pour tout i € [1, N, p; est une solution particuliére de l’équation

y(") =ag(t)y +a1()y +...+ an_l(t)y(”fl) + b;(t).
Alors M1 + ... Anpn est une solution particuliére de I’équation

Y™ = ag(t)y +ar()y + ...+ a1 (O)y Y F Xby(t) + ...+ Anbn(t).

Preuve — Considérons I'application linéaire
£: C™(I,K) — C(I,K) .
¢ — o™ —ag(t)p —... —an_1(t)p""Y

Par hypothese, pour tout 7 € [1,n], on a £(p;) = b;.
Par linéarité de ¢, on a alors £(A1p1 + ... + ANoN) = Al(p1) + ... + Anl(on) = A1b1 + ...+ Anbn.

Donc A1 + ... 4+ Anen est une solution particuliere de
y™ =ao@®y+ a1y + ...+ a1y £ A1b1(8) + ... 4+ Anbn(2).

EXEMPLE 5 — Pour trouver une solution particuliére sur R de ’équation différentielle
Yy +y=cos(x)+ (z+1)e 7,

on peut donc chercher une solution particuliere p1 de l’équation différentielle y' + y = cos(x) puis une
solution particuliére po de l'équation différentielle y' +y = (x + 1)e™*, et enfin les additionner. Ainsi, au
lieu d’un calcul compliqué, on se ramene a deux calculs plus simples.

2.1.2 Equations différentielles linéaires scalaires du premier ordre

On s’intéresse aux équations différentielles linéaires scalaires du premier ordre de la forme
y' = at)y +b(t), (Ev)

ou a et b sont des applications de I dans K continues.

2.1.2.a. Ensemble des solutions de I’équation homogéne

PROPOSITION 6
Soient a € C(I,K) et A une primitive de a sur I.

1. L’ensemble Sy, des solutions de ’équation homogéne y' = a(t)y est un K-espace vectoriel de dimension
1 engendré par Uapplication I — K ; t — exp (A(t)) :

Sp={1 —K; t— dexp(A(t)) | A e K}.
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2.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES SCALAIRES

2. Soient tg € I et yo € K. Le probléeme de Cauchy

y' = alt)y
y(to) = vo
posséde une et une seule solution définie sur I, qui est l'application

t
I — K; t— ygexp (/ a(s)ds).
to

Preuve —
1. > Soit A € K. Posons ¢ : I — K ; t — AeA(t). Alors, ¢ est dérivable et pour tout ¢ € I, ¢’ (t) = Aa(t)e®) = a(t)p(t).
Donc ¢ est solution de 3y’ = a(t)y.
4 Réciproquement, soit ¢ une solution de Péquation y’ = a(t)y. Posons, pour tout ¢ € I, ¥(t) = o(t)e=A®).
Alors, ¢ étant dérivable, 1 D’est aussi et pour tout ¢t € I, o' (t) = e~ A1) (¢ (t) — a(t)p(t)) = e=A*) x 0 = 0.
11 existe donc A € K tel que pour tout t € I, 9(t) = A.
Donc pour tout t € I, @(t)e=A®) = A, soit ¢(t) = AeA(®).
D’ou le résultat.
2. D’apres le premier point, ¢ : I — K est solution du probléme de Cauchy si et seulement si pour tout ¢t € I, ¢(t) = AeA(t)
olt A € K et o(tg) = yo, soit si et seulement si A = yoe~A(t0),
Il existe donc une unique solution au probleme de Cauchy, qui est I’application

t
I —K; t— yoet=Al0) = yoe‘fto a(S)ds.

O
REMARQUE 7 — Dans le cas particulier ot a est une constante, les solutions de [’équation homogéne
Yy = ay sont les fonctions I — K ; t — Xe®, ou X € K.
EXEMPLES 8
e Résolvons sur R ’équation différentielle
1
/
= ——. 1
V=1 al (1)

— Identification : Il s’agit d’une équation différentielle linéaire homogeéne scalaire du premier ordre a
coefficients continus sur R.

1
—Solutions de I’équation homogene : L’application R — R ; t — 7 admet comme primitive
sur R application

R — R; ¢t — arctan(t).

L’ensemble des solutions sur R de (1) est donc le K-espace vectoriel de dimension 1 engendré par la
fonction R — R ; t — exp (arctan(t)) :

Sp={R — R ; t — dexp (arctan(t)) | A € R}.

1
r_
o Déterminons sur R la solution du probléme de Cauchy { v = 1+ ¢2 Y
y(0) = 1.

D’apreés le point précédent, on connait l'ensemble des solutions de l'équation (1), elles sont de la
forme R — R ; ¢t — Aexp (arctan(t)) ou A € R.

La condition initiale y(0) = 1 donne alors A = 1.
Donc l'unique solution de ce probléme de Cauchy sur R est l’application

R — R ; t — exp (arctan(t)) .
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2.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES SCALAIRES

2.1.2.b. Ensemble des solutions de I’équation avec second membre

PRroPOSITION 9
Soient a et b deuz éléments de C(I,K).

1. L’ensemble S des solutions de l’équation y' = a(t)y + b(t) (E£1) est un espace affine de dimension 1
dirigé par l’ensemble Sy, des solutions de ’équation homogéne :

S={I —K; t— pp(t) + Aexp (A(t)) | A € K} = ¢, + Sh,

ot @, est une solution particuliére de (E ).

2. Soient tg € I et yg € K. Le probleme de Cauchy

y = a(t)y +b(t)
y(to) = vo

posséde une et une seule solution définie sur I, qui est l'application

t t t
I —K;t— b(s)efs alo)dogg 4 yoeffo (2)ds
to

Preuve — On démontre ainsi le théoréeme de Cauchy-Lipschitz linéaire dans le cas linéaire scalaire d’ordre 1.

1. D’aprés le paragraphe précédent, les solutions de I’équation homogene 3y = a(t)y sont de la forme t — AeA(®) on X € K
et A est une primitive de a sur I.
La méthode de variation de la constante consiste & chercher une solution de I’équation (/1) sous la forme @(t) = 1 (t)eA®),
ou 1 est une fonction de I dans K. Ce principe de résolution est appelé méthode de variation de la constante.
Soit tg € I. Soit ¢ une fonction de I dans K dérivable. Posons, pour tout ¢t € I, ¥(t) = go(t)e*A(t), de sorte que
() = H(B)AO.
 étant dérivable, 1 'est aussi et pour tout t € I, ¢’ (t) = a(t)y(t)eA® + 4/ (£)eA®) = a(t)p(t) + ¢’ (t)eA®).
Donc ¢ € S si et seulement si, pour tout t € I, 9/ (t)eA(t) = b(t), soit, si et seulement si, pour tout ¢t € I, 1’ (t) = b(t)e~ A1),
L’application ¢ — b(t)e*A(t) étant continue sur I, ¢ € S si et seulement s’il existe A € K tel que pour tout ¢ € I,
W(t) = ft’; b(s)e=AB)ds + A, Le. (t) = eA®) f:o b(s)e=AB)ds + AeA®).

Ainsi, S est ’ensemble des applications de la forme

¢
ox: T —K;t— e4® / b(s)e A)ds 4 e
to €Sn

@0 solution particuliére de (/)

On en déduit donc le premier point.

2. Soit A € K. En reprenant les notations précédentes, ¢, est solution du probléeme de Cauchy si et seulement si
o (to) = AeA(t0) = g4 soit encore, si et seulement si A = yoe~At0),
Il existe donc une unique solution au probleme de Cauchy, qui est 'application

k k ft a(o)do ft a(s)ds
I—K;t— b(s)eA ) =A() dg 4 yoet ) —Alto) — b(s)es ds + yoe”'to .
to to

O

En pratique, l'expression de la solution du probleme de Cauchy donnée dans la proposition précédente ne
sera pas utilisée telle quelle mais la démarche pour I'obtenir pourra étre employée. On parle de méthode
de variation de la constante.

2.1.2.c. Détermination pratique d’une solution particuliere

Nous savons résoudre I’équation différentielle homogene associée & (F1), il reste maintenant & expliquer
comment trouver une solution particuliere. On rappelle que I'on peut utiliser le principe de superposition
des solutions pour simplifier la recherche d’une solution particuliére.

Parfois, on connait une solution particuliere, parce qu’elle apparait de fagon évidente ou qu’elle est suggérée
dans un énoncé. Dans ce cas, il ne reste plus qu’a appliquer la proposition 9.
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EXEMPLE 10 — Résolvons sur R [’équation différentielle
y + Py =t (2)

— Identification : Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre a coefficients
et second membre continus sur R.
— Solutions de I’équation homogene : L’ensemble des solutions de ’équation homogéne associée a (2)

est
3

t
Sh:{R—>R;tv—>/\exp<—

3) | A € R}

— Solution particuliere de 1’équation : La fonction R — R ; t — 1 est une solution particuliere
évidente de (2).

— Conclusion : L’ensemble des solutions de ’équation (2) est donc

3
Sz{R—)R;t»—>1+/\eXp<—tg) |/\€R}.

Si aucune solution évidente n’apparait, on peut utiliser la méthode de variation de la constante, qui
reprend la démonstration du point 1. de la proposition 9.

METHODE 11 (Méthode de variation des constantes) — Cette méthode permet d’obtenir 'expression
d’une solution particuliére de l’équation (F ).
1. On sait que les solutions de I’équation homogéne associée sont de la forme t — Xed® oo X e K et A
désigne une primitive de a. On cherche alors une solution particuliére sous la forme @, (t) = Y(t)eA®
ou Y est une fonction dérivable de I dans K.

2. En remplacant dans U’équation (E) et aprés simplification, on obtient que ¢, est solution de (E)
si et seulement si ' (t)eA®) = b(t), soit finalement ' (t) = b(t)e=4®),

3. On obtient alors 1 par primitivation, et donc l’expression de pp.

REMARQUE 12 — Notons que la méthode de variation de la constante donne en fait plus qu’une simple
solution particuliére de (E1), elle donne exactement toutes les solutions.

EXEMPLE 13 — Résolvons sur R l’équation différentielle

1

1+2? 14 (3)

y +

— Identification : Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre a coefficients
et second membre continus sur R.

— Solutions de I’équation homogene : Pour tout t € R,

t
-8 1 1
— 2 ds=—=In(1+4¢ :ln(>.
/ol+52 2 ( ) V1412

L’ensemble des solutions de ’équation homogéne associée & (3) est donc

Sh={R—R; t— 2|)\€R}.

A
V141t
— Solution particuliere : Appliquons la méthode de variation de la constante.

. S , i) . :
Cherchons une solutions particuliére ¢, de (3) sous la forme p,(t) = —==, ou ¢ est une fonction
V1412

dérivable de R dans R.
Alors @, est solution de I'équation si et seulement si, pour tout t € R,

) 1
VIt 1+t
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1
VIt
Par exemple, choisissons pour ¥ la fonction v : t — argsh(t).
argsh(t)
V1+1t2

— Conclusion : L’ensemble des solutions de (3) est donc

soit encore, si et seulement si, pour tout t € R, ¢'(t) =

La fonction pp : R — R ; t — est alors une solution particuliére de (3).

argsh(t) + A

S={R—R; t—
L +1¢2

| A € R}.
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