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Exercice 1.

1. Résoudre sur l’intervalle
]
−π2 ,

π

2

[
l’équation différentielle

y′ = tan(t)y + t

cos(t) .

2. Résoudre sur R l’équation différentielle

y′ + y = 1
1 + ex

.

3. Résoudre sur R les problèmes de Cauchy suivants :

(a)

{
y′ + (3x2 + 1)y = x2e−x

y(0) = 1

(b)

{
(x2 + 1)2y′ + 2x(x2 + 1)y = 1
y(0) = 1

1. • Identification : Il s’agit d’une équation différentielle scalaire linéaire du premier ordre à coefficients et second

membre continus sur

]
−
π

2
,
π

2

[
.

• Solutions de l’équation homogène : Déterminons une primitive de la fonction tan. Pour tout t ∈
]
−
π

2
,
π

2

[
,∫ t

0
tan(x)dx =

∫ t

0

sin(x)
cos(x)

dx = − ln(| cos(t)|) = ln
( 1
| cos(t)|

)
.

De plus, pour tout t ∈]−
π

2
,
π

2
[, cos(t) ≥ 0 donc | cos(t)| = cos(t). Ainsi, pour tout t ∈

]
−
π

2
,
π

2

[
,

exp(
∫ t

0
tan(x)ds) =

1
cos(t)

.

On en déduit que l’ensemble des solutions de l’équation homogène est

Sh =
{]
−
π

2
,
π

2

[
−→ R ; t 7−→

λ

cos(t)
| λ ∈ R

}
.

• Solution particulière : On cherche une solution particulière ϕp par la méthode de variation de la constante. On

cherche donc ϕp sous la forme ϕp(t) =
ψ(t)

cos(t)
, où ψ est une fonction dérivable de

]
−
π

2
,
π

2

[
dans R.

Alors, pour tout t ∈
]
−
π

2
,
π

2

[
, ϕ′p(t) =

ψ′(t) cos(t) + ψ(t) sin(t)
cos2(t)

.

Donc ϕp est solution de y′ − tan(t)y = t
cos(t) si et seulement si, pour tout t ∈

]
−
π

2
,
π

2

[
,

ψ′(t) cos(t) + ψ(t) sin(t)
cos2(t)

− tan(t)
ψ(t)

cos(t)
=

t

cos(t)
.
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Donc ϕp est solution de l’équation si et seulement si, pour tout t ∈
]
−
π

2
,
π

2

[
, ψ′(t) = t.

Choisissons par exemple, pour tout t ∈
]
−
π

2
,
π

2

[
, ψ(t) = t2

2 .

Ainsi, l’application ϕp, définie pour tout t ∈
]
−
π

2
,
π

2

[
par

ϕp(t) =
1
2

t2

cos(t)
,

est une solution particulière de l’équation.

• Conclusion : Donc l’ensemble des solutions de l’équation différentielle est

S =
{

]−
π

2
,
π

2
[−→ R ; t 7−→

λ

cos(t)
+

1
2

t2

cos(t)
| λ ∈ R

}
.

2. y′ + y =
1

1 + ex

• Identification : Il s’agit d’une équation différentielle scalaire linéaire du premier ordre à coefficients et second
membre continus sur R.

• Solutions de l’équation homogène : L’ensemble des solutions de l’équation homogène est

Sh =
{
R −→ R ; x 7−→ λe−x | λ ∈ R

}
.

• Solution particulière

On cherche une solution particulière ϕp par la méthode de variation de la constante. On cherche donc ϕp sous la
forme ϕp(x) = ψ(x)e−x, où ψ est une fonction dérivable de R dans R.

Alors ϕ est dérivable et pour tout x ∈ R, ϕ′p(x) = ψ′(x)e−x − ψ(x)e−x.

Donc ϕp est solution de y′ + y = 1
1+ex si et seulement si, pour tout x ∈ R

ψ′(x)e−x − ψ(x)e−x + ψ(x)e−x =
1

1 + ex
,

soit encore, si et seulement si pour tout x ∈ R,

ψ′(x) =
ex

1 + ex
.

Choisissons par exemple, pour tout x ∈ R, ψ(x) =
∫ x

0

es

1 + es
ds.

En effectuant le changement de variables ”u = es”, on obtient, pour tout x ∈ R,

ψ(x) =
∫ ex

0

1
1 + u

du

= [ln(|1 + u|)]e
x

1
= ln(|1 + ex|)− ln(2)
= ln(1 + ex)− ln(2) car 1 + ex ≥ 0.

Ainsi, l’application ϕp, définie pour tout x ∈ R par

ϕp(x) = e−x ln(1 + ex)− e−x ln(2),

est une solution particulière de l’équation.

• Conclusion : L’ensemble des solutions de l’équation différentielle y′ + y =
1

1 + ex
est donc

S =
{
x 7→ λ̃e−x + e−x ln(1 + ex)− e−x ln(2) | λ̃ ∈ R

}
=
{
x 7→ (λ̃− ln(2))e−x + e−x ln(1 + ex) | λ̃ ∈ R

}
=
{
x 7→ λe−x + e−x ln(1 + ex) | λ ∈ R

}
Remarque : On aurait pu prendre directement ψ(x) = ln(1 + ex) qui vérifie bien ψ′(x) =

ex

1 + ex
, sans passer par un

calcul d’intégrale. On retrouve évidemment le même ensemble de solutions de l’équation.
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3. (a)

{
y′ + (3x2 + 1)y = x2e−x

y(0) = 1
On commence par chercher l’ensemble des solutions de l’équation, ensuite on cherchera parmi ces solutions,
celle qui vaut 1 en 0.

• Détermination de l’ensemble des solutions de l’équation

− Identification : L’équation y′ + (3x2 + 1)y = x2e−x est une équation différentielle scalaire linéaire du
premier ordre à coefficients et second membre continus sur R.

− Solutions de l’équation homogène

Une primitive de x 7−→ −(3x2 + 1) est par exemple x 7−→ −x3 − x.

L’ensemble des solutions de l’équation homogène est donc

Sh =
{
R −→ R ; x 7−→ λe−x3−x | λ ∈ R

}
.

− Solution particulière : On cherche une solution particulière ϕp à l’aide de la méthode de variation de la

constante. On cherche donc ϕp sous la forme ϕp(x) = ψ(x)e−x3−x, où ψ est une fonction dérivable de R dans
R.

Alors ϕp est solution de l’équation si et seulement si, pour tout x ∈ R,

ψ′(x)e−x3−x = x2e−x,

soit encore si et seulement si, pour tout x ∈ R,

ψ′(x) = x2ex3
.

Choisissons par exemple, pour tout x ∈ R, ψ(x) =
∫ x

0
s2es3

dx.

Par le changement de variables ”u = s3”, on obtient, pour tout x ∈ R,

ψ(x) =
1
3
ex3

.

Alors l’application ϕp, définie pour tout x ∈ R par

ϕp(x) =
1
3
e−x,

est une solution particulière de l’équation.

− Conclusion : L’ensemble des solutions de l’équation est donc

S =
{
R −→ R ; x 7−→ λe−x3−x +

1
3

e−x | λ ∈ R
}
.

• Détermination de la solution du problème de Cauchy.

Une solution du problème de Cauchy est donc de la forme ϕ : R −→ R ; x 7−→ λe−x3−x +
1
3

e−x où λ ∈ R et

vérifie de plus ϕ(0) = 1.

Donc ϕ(0) = 1 si et seulement si 1
3 + λ = 1, soit λ = 2

3 .

Donc l’unique solution du problème de Cauchy est l’application

R −→ R ; x 7−→
1
3

e−x +
2
3

e−x3−x.

(b)

{
(x2 + 1)2y′ + 2x(x2 + 1)y = 1
y(0) = 1

On commence par chercher l’ensemble des solutions de l’équation (x2 + 1)2y′ + 2x(x2 + 1)y = 1, ensuite on
cherchera parmi ces solutions, celle qui vaut 1 en 0.

• Détermination de l’ensemble des solutions de l’équation

Comme x 7−→ (x2 +1)2 ne s’annule pas sur R, l’ensemble des solutions de l’équation (x2 +1)2y′+2x(x2 +1)y = 1
est égal à l’ensemble des solutions de l’équation y′ = −

2x
x2 + 1

y +
1

(x2 + 1)2 . On se ramène ainsi aux équations

de la forme vue dans le cours.

− Identification : L’équation y′ = −
2x

x2 + 1
y +

1
(x2 + 1)2 est une équation différentielle linéaire scalaire du

premier ordre à coefficients et second membre continus sur R.
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− Solutions de l’équation homogène :

Pour tout x ∈ R,∫ x

0

(
−

2s
s2 + 1

)
ds =

[
− ln

(
|s2 + 1|

)]x

0

= − ln
(
|x2 + 1|

)
= ln

( 1
x2 + 1

)
par positivité de x2 + 1.

Donc, pour tout x ∈ R, exp
(∫ t

0

(
−

2s
s2 + 1

)
ds
)

=
1

x2 + 1
.

Ainsi, l’ensemble des solutions de l’équation homogène est

Sh =
{
R −→ R ; x 7−→

λ

x2 + 1
| λ ∈ R

}
.

− Solution particulière : On cherche une solution particulière ϕp par la méthode de variation de la constante.

On cherche donc ϕp sous la forme ϕp(x) =
ψ(x)
x2 + 1

, où ψ est une fonction dérivable de R dans R.

Alors ϕp est solution de l’équation si et seulement si, pour tout x ∈ R,

ψ′(x)
x2 + 1

=
1

(x2 + 1)2 ,

soit encore, si et seulement si, pour tout x ∈ R,

ψ′(x) =
1

x2 + 1
.

Choisissons par exemple ψ = arctan.

Alors, l’application ϕp définie pour tout x ∈ R par

ϕ(x) =
arctan(x)
x2 + 1

est une solution particulière de l’équation.

− Conclusion : L’ensemble des solutions de l’équation est donc

S =
{
R −→ R ; x 7−→

arctan(x)
x2 + 1

+
λ

x2 + 1
| λ ∈ R

}
.

• Détermination de la solution du problème de Cauchy.

Une solution du problème de Cauchy est donc de la forme ϕ : R −→ R ; x 7−→
arctan(x)
x2 + 1

+
λ

x2 + 1
où λ ∈ R et

vérifie de plus ϕ(0) = 1.

Donc ϕ(0) = 1 si et seulement si λ = 1.

Donc l’unique solution du problème de Cauchy est l’application

R −→ R ; x 7−→
arctan(x) + 1

x2 + 1
.

Exercice 2. Déterminer les fonctions f : R −→ R continues telles que, pour tout x ∈ R,

f(x) =
∫ x

0
tf(t)dt+ 1.

Soit f une application de R dans R continue telle que pour tout x ∈ R, f(x) =
∫ x

0
tf(t)dt+ 1.

Par continuité de f , la fonction x 7−→ xf(x) est continue sur R et la fonction x 7−→
∫ x

0 tf(t)dt est donc dérivable sur R de

dérivée x 7−→ xf(x). De la relation vérifiée par f , on en déduit donc que f est dérivable sur R de dérivée f ′(x) = xf(x).

Donc f est solution de l’équation différentielle y′ = xy.

Or l’ensemble des solutions de y′ = xy est

S =
{
R −→ R ; x 7−→ λe

1
2 x2
| λ ∈ R

}
.

Il existe donc λ ∈ R tel que pour tout x ∈ R,

f(x) = λe
1
2 x2

.

La relation vérifiée par f donne également f(0) = 1. Comme f(0) = λ, on en déduit donc que λ = 1.

Finalement, f est l’application définie, pour tout x ∈ R, par f(x) = e
1
2 x2

.

Réciproquement, l’application x 7−→ e
1
2 x2

est continue et vérifie la relation de l’énoncé : pour tout x ∈ R,∫ x

0
te

1
2 t2

dt+ 1 =
[

e
1
2 t2
]x

0
+ 1 = e

1
2 x2
− 1 + 1 = e

1
2 x2

= f(x).
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Exercice 3. Déterminer les fonctions f : R −→ R dérivables telles que, pour tout x ∈ R,

f ′(x) + f(x) =
∫ 1

0
f(t)dt.

Soit f : R −→ R une fonction dérivable vérifiant f ′(x) + f(x) =
∫ 1

0
f(t)dt. Posons c =

∫ 1

0
f(t)dt.

Alors f est solution de l’équation différentielle y′ + y = c.

L’ensemble des solutions de l’équation homogène associée est Sh = {R −→ R ; x 7−→ λe−x | λ ∈ R} et x 7−→ c est une
solution évidente de l’équation y′+ y = c. Donc l’ensemble des solutions de y′+ y = c est l’ensemble des fonctions de la forme
x −→ λe−x + c, où λ ∈ R.

Comme f est solution, il existe donc λ ∈ R tel que pour tout x ∈ R, f(x) = λe−x + c. En intégrant entre 0 et 1, on obtient∫ 1

0
f(x)dx = λ(−e−1 + 1) + c.

Or c =
∫ 1

0
f(t)dt. On a donc λ(1− e−1) = 0, et donc λ = 0. Ainsi f = c et f est une fonction constante.

Réciproquement, les fonctions constantes sont bien dérivables et vérifient la relation de l’énoncé.

Exercice 4. Soit f une application de R dans R dérivable telle que l’application f ′ + f admet 0 comme
limite en +∞. Montrer que f admet 0 comme limite en +∞.

Posons g = f ′ + f . Alors f est solution de l’équation différentielle y′ + y = g.

Déterminons par la méthode de variation de la constante l’ensemble des solutions de cette équation.

- L’ensemble des solutions de l’équation homogène associée est Sh =
{
R −→ R ; x 7−→ λe−x | λ ∈ R

}
.

- Soit ϕ une application de R dans R dérivable. Posons, pour tout x ∈ R, ψ(x) = ϕ(x)ex de sorte que ϕ(x) = ψ(x)e−x.
Comme ϕ est dérivable, ψ l’est aussi.

ϕ est solution de l’équation si et seulement si, pour tout x ∈ R, ψ′(x)e−x = g(x), soit encore si et seulement si ψ′(x) = g(x)ex.

Ainsi, ϕ est solution de l’équation si et seulement s’il existe λ ∈ R tel que pour tout x ∈ R,

ψ(x) =
∫ x

0
g(t)etdt+ λ,

soit

ϕ(x) = e−x

∫ x

0
g(t)etdt+ λe−x.

En particulier, f étant solution, il existe λ0 ∈ R tel que pour tout x ∈ R,

f(x) = e−x

∫ x

0
g(t)etdt+ λ0e−x.

Montrons que cette quantité tend vers 0 lorsque x tend vers +∞.

Soit ε ∈ R∗+.

Par hypothèse, lim
x→+∞

g(x) = 0. Il existe donc x0 ∈ R+ tel que pour tout x ≥ x0, |g(x)| ≤
ε

2
.

Pour tout x ∈ [x0,+∞[, on a

f(x) = e−x

∫ x0

0
g(t)etdt+ e−x

∫ x

x0

g(t)etdt+ λ0e−x = e−x

(∫ x0

0
g(t)etdt+ λ0

)
+ e−x

∫ x

x0

g(t)etdt.

D’une part, la quantité
∫ x0

0 g(t)etdt+ λ0 étant constante, on a

e−x

(∫ x0

0
g(t)etdt+ λ0

)
−→

x→+∞
0
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Il existe donc x1 ∈ [x0,+∞[ tel que pour tout x ≥ x1,∣∣∣∣e−x

(∫ x0

0
g(t)etdt+ λ0

)∣∣∣∣ ≤ ε

2
.

D’autre part, pour tout x ∈ [x1,+∞[, on a x ≥ x0 et donc∣∣∣∣e−x

∫ x

x0

g(t)etdt

∣∣∣∣ ≤ e−x

∫ x

x0

|g(t)|etdt

≤ e−x

∫ x

x0

ε

2
etdt =

ε

2
e−x (ex − ex0 )

≤
ε

2
e−xex =

ε

2
.

Ainsi, pour tout x ∈ R tel que x ≥ x1, on a

|f(x)| ≤

∣∣∣∣e−x

(∫ x0

0
g(t)etdt+ λ0

)∣∣∣∣+

∣∣∣∣e−x

∫ x

x0

g(t)etdt

∣∣∣∣
≤
ε

2
+
ε

2
= ε.

D’où le résultat.
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