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Equations différentielles
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Exercice 1.

1. Résoudre sur I'intervalle } —g, g { I’équation différentielle

' tan(t)y + —
v Y cos(t)
2. Résoudre sur R I'équation différentielle
Y t+y=
1+er

3. Résoudre sur R les problemes de Cauchy suivants :

() { Y+ (322 + 1)y = 2%

y(0)=1
(22 4+ 1)% +22(22 + 1)y =1
“>{mm=1y ’

1. e Identification : Il s’agit d’une équation différentielle scalaire linéaire du premier ordre a coefficients et second

. T
membre continus sur -3 3|

T
e Solutions de I’équation homogéne : Déterminons une primitive de la fonction tan. Pour tout ¢ € } 33 {,

¢ [ sin(e) W ST N S
/0 tan(m)dx*/o ey = o) = ().

De plus, pour tout ¢ €] — E7 2[7 cos(t) > 0 donc | cos(t)| = cos(t). Ainsi, pour tout ¢t € ] —

2
t
exp(/ tan(z)ds) = !
0

SIF!
SIE
—

cos(t)

On en déduit que ’ensemble des solutions de I’équation homogene est

A
Sh:{}—ﬁ,f[—ﬂR;tH \,\GR}.
22 cos(t)

e Solution particuliére : On cherche une solution particuliere ¢, par la méthode de variation de la constante. On

t
cherche donc ¢, sous la forme ¢, (t) = 1/’((2)’ ou v est une fonction dérivable de :| —g, g [ dans R.
cos
T P’ (¢) cos(t) + ¢ (¢) sin(t)
Alors, t tte}——,—[, '(t) = .
ors, pour tou 373 »(t) 02 (1)

I

g
si et seulement si, pour tout t € } 75,

e

Donc ¢p, est solution de y' — tan(t)y = #(t)

—tan) 2B _ _*

cos(t)  cos(t)

P’ (t) cos(t) + 1 (t) sin(t)

cos?(t)




T
Donc ¢, est solution de I’équation si et seulement si, pour tout ¢ € } 33 {, P'(t) =t.

i
272

+2

[, Pt) =5

Choisissons par exemple, pour tout t € } -

T
Ainsi, 'application ¢y, définie pour tout t € } ~3'3 [ par

est une solution particuliere de ’équation.

e Conclusion : Donc ’ensemble des solutions de I’équation différentielle est

A 1t
S=31-Z [ R;t— - +-— | X€R}.
22 cos(t) 2 cos(t)

!
Y Fy= ——
y Ty ™
o Identification : Il s’agit d’une équation différentielle scalaire linéaire du premier ordre a coefficients et second

membre continus sur R.

e Solutions de I’équation homogeéne : L’ensemble des solutions de I’équation homogene est

Sp={R—R;z+— e[ X€R}.

e Solution particuliére

On cherche une solution particuliere ¢, par la méthode de variation de la constante. On cherche donc ¢), sous la
forme @p(x) = P(x)e™*, ol ¢ est une fonction dérivable de R dans R.

Alors ¢ est dérivable et pour tout = € R, ¢}, (z) = ¢’ (z)e™* — p(z)e™ ™.

Donc ¢, est solution de y' +y = si et seulement si, pour tout x € R

_1_
1+e®

Y(2)e”" —p(@)e™" + Pp(z)e”" = ,

soit encore, si et seulement si pour tout x € R,

€T

e
/
) = .
Vi) = T
x e‘s
Choisissons par exemple, pour tout z € R, ¢(z) = / 7o ds
e
0

CRl

En effectuant le changement de variables "u = e%”, on obtient, pour tout = € R,

<
1[)(:6):/0 1+udu

= [In(]1+ u]))§”
=In(|1 +€”|) — In(2)
=In(1+¢€%)—In(2) carl+4e”>0.

Ainsi, 'application ¢, définie pour tout = € R par
ep(x) =e *In(l+€*) —e *In(2),

est une solution particuliere de ’équation.

est donc

1
e Conclusion : L’ensemble des solutions de I’équation différentielle ' +y =
14 e

S = {3: — e +e TIn(l+e”)—eTIn(2) | A e R}
={z— (A-I(2)e " +e "In(1 +e") | A € R}
= {:L" =X P 4+e TIn(l+e”)|Ae R}

eCC
Remarque : On aurait pu prendre directement 1p(z) = In(1 + e%) qui vérifie bien ' (z) = T sans passer par un
e
calcul d’intégrale. On retrouve évidemment le méme ensemble de solutions de l’équation.



3. (a)

{ Yy 4+ (Bz2 + 1)y = x2e™®
y(0) =1

On commence par chercher ’ensemble des solutions de I’équation, ensuite on cherchera parmi ces solutions,
celle qui vaut 1 en 0.

o DETERMINATION DE L’ENSEMBLE DES SOLUTIONS DE L’EQUATION

— Identification : L’équation 3’ + (322 + 1)y = x2e~ est une équation différentielle scalaire linéaire du
premier ordre a coefficients et second membre continus sur R.

— Solutions de I’équation homogéne

Une primitive de & — — (322 + 1) est par exemple 2 — —x% — .

L’ensemble des solutions de I’équation homogene est donc

Sh:{R—HR;xi—))\e*zgﬂq)\ER}.

— Solution particuliére : On cherche une solution particuliere ¢, a 'aide de la méthode de variation de la

constante. On cherche donc ¢ sous la forme ¢, (z) = w(m)e*msfm, ol v est une fonction dérivable de R dans
R.

Alors ¢p est solution de I’équation si et seulement si, pour tout = € R,
3
w/(it)eix -z _ 432671,
soit encore si et seulement si, pour tout = € R,

V' (z) = 22e” .

T
3
Choisissons par exemple, pour tout = € R, 1(z) = / s2e* dx.
0

Par le changement de variables ”u = s3”, on obtient, pour tout € R,
1 .3
)= —e’ .
VORS

Alors I’application ¢y, définie pour tout € R par

est une solution particuliere de ’équation.

— Conclusion : L’ensemble des solutions de I’équation est donc

1
S:{R—HR;zr—))\e_IB_erge_zH\eR}.

e DETERMINATION DE LA SOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY.
1

Une solution du probléeme de Cauchy est donc de la forme ¢ : R — R ; z — Ae—ed-z + ge’z ouAERet
vérifie de plus ¢(0) = 1.
Donc ¢(0) =1 si et seulement si % + A =1, soit A = %
Donc 'unique solution du probleme de Cauchy est I’application

1 2

R—R;z+— —e *+ Lotz

3 3

{ (2 + 1%y +2z(x2+ Dy =1
y(0) =1

On commence par chercher 'ensemble des solutions de ’équation (z2 + 1)2y’ + 2z(22 + 1)y = 1, ensuite on
cherchera parmi ces solutions, celle qui vaut 1 en 0.

e DETERMINATION DE L’ENSEMBLE DES SOLUTIONS DE L'EQUATION

Comme x — (224 1)? ne s’annule pas sur R, 'ensemble des solutions de ’équation (x2+1)2y’ +2z(22 +1)y = 1
1

T
+ . On se rameéne ainsi aux équations
z2 + 1Y (22 +1)2 q

est égal & ’ensemble des solutions de I’équation y’ = —

de la forme vue dans le cours.

2x 1
2 + (z2 +1)2
premier ordre a coefficients et second membre continus sur R.

— Identification : L’équation y' = I y+ est une équation différentielle linéaire scalaire du



— Solutions de I’équation homogeéne :
Pour tout = € R,

/01 () de= [+ 1))

1
=—In (|x2 + 1\) =In (27_‘_1) par positivité de =2 + 1.
x

t
2s 1
Donc, pour tout z € R, ex (— ) ds | = ——.
P P (/0 s2+1 z2+1

Ainsi, ’ensemble des solutions de I’équation homogene est

S, =¢{R—R;z+— ——— | XNER}.
h { y L J)2+1|e}

— Solution particuliére : On cherche une solution particuliere ¢, par la méthode de variation de la constante.

T
On cherche donc ¢, sous la forme ¢, (z) = qf(—i-)l’ ol 1) est une fonction dérivable de R dans R.
T
Alors ¢, est solution de ’équation si et seulement si, pour tout x € R,
V(@) _ 1

2241 (z2+41)2’

soit encore, si et seulement si, pour tout z € R,

1
/
x) =
V@) = 5
Choisissons par exemple 1 = arctan.
Alors, I’application ¢, définie pour tout € R par
arctan(zx)
)= ———7-—°
plo)=—5

est une solution particuliere de ’équation.
— Conclusion : L’ensemble des solutions de I’équation est donc

t A
SZ{RHR;I%M+ MER}.
2+ 1 2+ 1

e DETERMINATION DE LA SOLUTION DU PROBLEME DE CAUCHY.
arctan(z)

2 +1 2 +1

Une solution du probléeme de Cauchy est donc de la forme ¢ : R — R ; = — ouX€ERet

vérifie de plus ¢(0) = 1.
Donc ¢(0) =1 si et seulement si A = 1.
Donc 'unique solution du probléeme de Cauchy est ’application
arctan(z) + 1
x2+1
Exercice 2. Déterminer les fonctions f : R — R continues telles que, pour tout = € R,

o) = /Ox LF(E)A + 1.

R—R; z+—

x
Soit f une application de R dans R continue telle que pour tout z € R, f(z) = / tf(t)dt + 1.
0

Par continuité de f, la fonction z — z f(z) est continue sur R et la fonction z — foz tf(t)dt est donc dérivable sur R de
dérivée x — z f(x). De la relation vérifiée par f, on en déduit donc que f est dérivable sur R de dérivée f'(z) = zf(z).

Donc f est solution de 1’équation différentielle y' = zy.
Or ’ensemble des solutions de y’ = xy est
S:{R—HR; & Ae2® |)\ER}.
11 existe donc A € R tel que pour tout = € R,
f(z) = Aede”.
La relation vérifiée par f donne également f(0) = 1. Comme f(0) = X, on en déduit donc que A = 1.
Finalement, f est 'application définie, pour tout = € R, par f(z) = e%z2.

12
Réciproquement, ’application z — 2% est continue et vérifie la relation de 1’énoncé : pour tout = € R,

T x
/ te2t’dt +1 = [e%fz} +l=e3"" —14+1=e3" = f(a).
0 0



Exercice 3. Déterminer les fonctions f : R — R dérivables telles que, pour tout x € R,

1
() + flz) = / f(t)dt.

1 1
Soit f : R — R une fonction dérivable vérifiant f'(z) + f(z) = / f(t)dt. Posons ¢ = / f()dt.
0 0

Alors f est solution de I’équation différentielle 3y’ +y = c.

L’ensemble des solutions de I’équation homogene associée est S, = {R — R ; & —— Xe™® | A € R} et & — c est une
solution évidente de I’équation y’ +y = c. Donc I’ensemble des solutions de y’ +y = ¢ est ’ensemble des fonctions de la forme
r—> e % +c, ouER.

Comme f est solution, il existe donc A € R tel que pour tout € R, f(x) = Ae™® + ¢. En intégrant entre 0 et 1, on obtient

1
/ flz)dz = A(—e 1 4+1) +ec
0

1
Orc= / f(t)dt. On a donc A\(1 — e 1) =0, et donc A = 0. Ainsi f = c et f est une fonction constante.
0

Réciproquement, les fonctions constantes sont bien dérivables et vérifient la relation de ’énoncé.

Exercice 4. Soit f une application de R dans R dérivable telle que I’application f/ + f admet 0 comme
limite en +o00. Montrer que f admet 0 comme limite en +oo.

Posons g = f’ + f. Alors f est solution de I’équation différentielle 3y’ +y = g.
Déterminons par la méthode de variation de la constante I’ensemble des solutions de cette équation.
- L’ensemble des solutions de I’équation homogeéne associée est S, = {R — R;z—Xe | XE R}.

- Soit ¢ une application de R dans R dérivable. Posons, pour tout z € R, ¢(z) = ¢(x)e” de sorte que p(z) = P(x)e””.
Comme ¢ est dérivable, 1 'est aussi.

 est solution de ’équation si et seulement si, pour tout = € R, ¢/ (z)e~® = g(z), soit encore si et seulement si ¢’ (z) = g(z)e®.

Ainsi, ¢ est solution de ’équation si et seulement s’il existe A € R tel que pour tout = € R,

Y(z) = / g(t)etdt + A,
0

soit

x
p(x)y=e"" / g(t)etdt 4+ Ne™*.
0
En particulier, f étant solution, il existe Ag € R tel que pour tout = € R,

f(z) = e_z/ g(t)etdt + Noe ™.
0

Montrons que cette quantité tend vers 0 lorsque x tend vers +oo.

Soit € € R .

€
Par hypothese, lim g(z) = 0. Il existe donc z¢ € R4 tel que pour tout z > zg, |g(z)| < 5
Tr—r+00

Pour tout z € [zg, +00[, on a

zQ T xq T
fz) = efm/ g(t)etdt + efz/ g(t)etdt + Noe ™ =e™ 7 (/ g(t)etdt + )\0> + efz/ g(t)etdt.
0 xo 0 x0
D’une part, la quantité fOQCO g(t)etdt + Ao étant constante, on a

ED)
e * (/ g(t)etdt—l—)\g) — 0
0 T— 400



Il existe donc z1 € [zg, +0o[ tel que pour tout = > z1,

e ¥ (/QCO g(t)etdt + /\0)
0

D’autre part, pour tout x € [z1,+00[, on a > zo et donc

x x
e_z/ g(t)etdt| <e / lg(t)|etdt
xQ zo

x
<e™® / %etdt = %efz (e® —€e%0)
x

<

€
5

Ainsi, pour tout = € R tel que z > 1, on a

e * (/xo g(t)etdt + )\0)
0

|f(@)] < +

x
e " / g(t)etdt
z0o

D’ou le résultat.




