EcoLE CENTRALE DE PEKIN COURS : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

CORRIGE DU TD nN° 3

Equations différentielles

28 SEPTEMBRE 2020

Exercice 1. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

1.y +3y=e"%,
2.y +y=umxze 7,
3.y +2y =222 £ 237 41 + 12,
4. y' —y =sh(x) +1,
5.y —y = cos(z) + e” sin(2z) et y(0) = 0.
/ — ,—bx

1. y+3y=e

e Identification Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre & coefficients constants avec

second membre de la forme polynoéme-exponentielle. On peut donc appliquer les théorémes du cours avec ag = 3,

P=1leta=-b5.

e Solutions de I’équation homogéne

L’ensemble des solutions de I’équation homogeéne est

Sp={R—R; z+— X3 | A €R}.

e Solution particuliere

On cherche une solution particuliere sous la forme ¢p(x) = ce™%% olt ¢ € R (ici, Q un polynéme de méme degré que

P(X) =1, donc de degré 0 et —5 n’est pas racine du polynéme X + 3).

Pour tout z € R, ¢, (z) = —5ce 57,

Alors ¢, est solution de 1'équation différentielle y' + 3y = e~ 5% si et seulement si, pour tout = € R,

(@) + 3pp(x) = 75,
soit encore, si et seulement si, pour tout z € R,
(=5c+3c)e 5 = 757,
1
soit —2c¢ = 1 (en simplifiant par e~3?) et donc ¢ = —3
—1
Donc lapplication ¢, définie par ¢p(z) = 76*5” est une solution particuliere de ’équation.
e Conclusion : L’ensemble des solutions de 3’ + 3y = e~ %% est donc
1
S={x— X3 — 56751 | X € R}.

2.y +y=umze %

e Identification Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre & coefficients constants avec
second membre de la forme polynéme-exponentielle. On peut donc appliquer les théorémes du cours avec ag = 1,
P=zeta=-1.

e Solutions de I’équation homogéne
L’ensemble des solutions de I’équation homogene est

So={z— e | X ER}

e Solution particuliére



On cherche une solution particuliere sous la forme ¢p(z) = z(az + b)e™® ot (a,b) € R? (Q est un polyndéme de méme
degré que P(z) = z, donc de degré 1 de la forme axz + b et —1 est racine du polynéme z + 1).

Pour tout € R, ¢, (z) = (2az +b — az? —bx)e®.

Alors ¢y, est solution de y' +y = ze™? si et seulement si, pour tout z € R,

T

(@) + op(@) = 2,
soit encore, si et seulement si pour tout x € R,
(2az + b — az?® — bz + az® + bz)e™% = ze™ 7,

soit si et seulement si pour tout z € R,
2ax +b=x.

Finalement, ¢, est solution de I’équation si et seulement si

_ 1
a=3
b=0

2, —x

1
Donc I'application ¢, définie pour tout = € R par ¢p(z) = Ez e~ ? est une solution particuliere.

T

e Conclusion : L’ensemble des solutions de 3’ + y = xze~% est donc

1
S={R —R; aﬂ—>>\e—‘”+§x28_x|)\€R}.
Y 2y =222 £2e37 L 1 41

e Identification Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre a coefficients et second
membre continus.

e Solutions de I’équation homogeéne Les solutions de ’équation homogene sont

Sph={R—R; z+— Xe 2% | A €R}.

e Solution particuliére

On va chercher une solution particuliere de 3’ + 2y = x2e 2% 4 2¢3% 4+ 1 4+ 2. On remarque que le second membre est
une combinaison linéaire de fonctions ”"polyndéme-exponentielle”.

On va donc utiliser le principe de superposition des solutions. On commence par chercher des solutions particuliéres
pour chaque terme du second membre, puis on les ajoute pour obtenir une solution particuliere de 1’équation
différentielle de I’énoncé.

— Solution particuliere avec second membre z2e~2%.

On cherche une solution sous la forme ¢1(z) = t™Q(x)e™2% avec Q de degré 2 et m = 1 (—2 est racine de
X +2) , soit ¢1(x) = z(az? + bz + c)e ™%, ol (a,b,c) € R3. En dérivant ¢; et aprés calculs, on trouve que (1
est solution de y’ + 2y = z2e~27 si et seulement si

3

—2z
1(z) = e =%,
p1(e) = =
— Solution particuliere avec second membre 2e3?. On cherche une solution sous la forme @2 (z) = 2™ Q(x)e3® avec

Q de degré 0 et m = 0 (3 n’est pas racine de X + 2) , soit ¢1(z) = ce3®, ot1 ¢ € R. En dérivant @3 et apres

calculs, on trouve que 2 est solution de 3’ + 2y = 23 si et seulement si
2 3x
2() = —e" .
p2(z) = <

— Solution particuliere avec second membre 1 + x. On cherche une solution sous la forme ¢3(z) = 2™ Q(z)e"®
avec @ de degré 1 et m = 0 (0 n’est pas racine de X + 2), soit @3(x) = (az + b)e’® = az + b, ot (a,b) € R2. En
dérivant 3 et apres calculs, on trouve (3 est solution de y’ + 2y = 1 + x si et seulement si

1
p3(x) = Ezr—l- T

D’apres le principe de superposition des solutions, on en déduit que 3’ + 2y = 22e~2% 4 2¢3* + 1 4+ z a pour solution
particuliere I’application ¢, définie pour tout € R par

3

3

1

2 1
_ —2z 2 3z - -
ep(z) = e +56 +2x+4.

e Conclusion : L’ensemble des solutions de ’équation différentielle y’ + 2y = z2e~ 2% + 2e3% 4+ 1 + z est

z3

2 1
S:{R—)R;Z"—)A€721+§€72z+563z+g+1I)\ER}.



4.

5.

y —y=sh(z) +1

e Identification Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre & coefficients et second
membre continus.

e Solutions de I’équation homogeéne Les solutions de I’équation homogene sont

Sp={R—R; 2z X" | A € R}.

1 1
e Solution particuliére On va chercher une solution particuliere de y' —y = sh(z) +1 = —e* — —e~* 4+ 1. On

remarque que le second membre est une combinaison linéaire de fonctions "polynéme-exponentielle”.

On va donc utiliser le principe de superposition des solutions. On commence par chercher des solutions particulieres
pour chaque terme du second membre, puis on les ajoute pour obtenir une solution particuliere de 1’équation
différentielle de I’énoncé.

— Solution particuliére avec second membre e®.
On cherche une solution sous la forme ¢1(z) = ™ Q(x)e® avec @ de degré 0 et m = 1 (car 1 est racine de
X — 1), soit p1(x) = cze®, ou ¢ € R. Apres calculs, on trouve que @1 est solution de y’ —y = e® si et seulement
si
p1(x) = ze®.
— Solution particuli¢re avec second membre e~*. On cherche une solution sous la forme ¢ (z) = 2™ Q(z)e™*
avec @ de degré 0 et m = 0, soit pa(x) = ce™*, ou ¢ € R. Apres calculs, on trouve que @2 est solution de

y —y = e % si et seulement si
-1 _,
z)=—e .
p2(a) = -
— Solution particuliére avec second membre 1. L’application ¢3 définie pour tout z € R par ¢3(z) = —1 est une
solution particuliere évidente de I’équation ¢y’ —y = 1.
1
D’apres le principe de superposition des solutions, on en déduit que vy’ —y = i(ex — e %)+ 1 a pour solution

particuliere I’application ¢, définie pour tout € R par

1 1 1 1
ep(z) = 5901(@ - 5502(37) +3(x) = 53361 + 16790 -1

e Conclusion : L’ensemble des solutions de I’équation différentielle y’ — y = sh(z) 4+ 1 est donc

1 1
S:{R—HR;xi—)Aem+§er+Zefm—1.|)\ER}.

1 1 1
R— R; x+—e* — 5 cos(x) + 5 sin(x) — gez cos(2x).

(voir détails dans les notes de ’ex 1 + vidéo)

Exercice 2. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :

1. t2y —y =0,

2.ty —y=t,

3.ty — 2y =t

4. t(1+ 2y — (12 — 1)y = —2t.
1. 2y —y=0.

— Identification : Il s’agit d’une équation différentielle linéaire homogene scalaire du premier ordre & coefficients
continus, sous forme non résolue dont le coefficient 2 de y’ s’annule en 0.

— Résolution sur les intervalles de non annulation de #2 : Posons J; = ]Rj‘r et Jo = R* . Soit ¢ € {1,2}.

1
— Identification : La résolution de I’équation t2y’ — y = 0 sur J; se ramene & celle de I’équation 3’ = t—zy

sur J; car t? ne s’annule pas sur J;. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire homogene du
premier ordre & coefficients continus sur J;.

1
— Résolution de I’équation (homogeéne) : Une primitive de ¢ — = est par exemple 'application
1
Lt ——.

t
L’ensemble des solutions sur J; de I’équation homogeéne est donc

Sh:{Ji—>R;tn—>>\e_%|/\e]R}.



— Résolution de I’équation sur R :
— Raccordement des solutions au point O :
Soit ¢ une solution de ’équation définie sur R. D’apres le point précédent, il existe A1 € R et Ay € R tels

que
1
Ate" tsit>0
w(t) = _1 .
doe” t sit<O

¢ étant continue en 0, on a lim ¢(t) = lim ¢(t) = ¢(0).
t—0t t—0~

Or lim ¢(t) = lm MAe t =0et lim ¢(t) = lim Age
t—0t t—0t t—0— t—0—

1 . %_{:I:oosi)\gyéo
Donc nécessairement A2 = 0 et ¢(0) = 0.

w(t):{Ale.t sit>0 ' 1)

— Etude réciproque : Réciproquement, soient A\; € R et soit ®x, l'application donnée ci-dessus. Etudions
la dérivabilité de oy, et regardons si elle vérifie I’équation sur R.

Donc ¢ est définie par

La restriction de ¢y, aux intervalles ouverts Jy et Jo est dérivable, donc ¢y, est dérivable sur R* et vérifie
I’équation différentielle en tout point de R*. Regardons au point 0.
On a

o, (t) — x,(0) — =X

t t—0t
t 0—-0
Donc ¢y, est dérivable en 0 de dérivée go’)\l (0) =o0.
De plus, on a 02501\1 (0) — ¢, (0) = 0 donc ¢y, est solution de I’équation en 0 et donc sur R d’apres ce qui
précede.

— Conclusion : L’ensemble des solutions définies sur R de t?y’ — y = 0 est donc
Sz{RgﬁR;tkﬁA€%|AeRk

espace vectoriel de dimension 1.
2.ty —y=t
— Identification : Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre a coefficients continus,
sous forme non résolue dont le coefficient ¢ de y’ s’annule en 0.

— Résolution de 1’équation sur les intervalles de non annulation de t : Posons J; = Ri et Jo = R* .
Soit ¢ € {1,2}.

1
— Identification : La résolution de I’équation ty’ —y =t sur J; se rameéne & celle de I’équation 3’ = 7Y +1

car t ne s’annule pas. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre & coefficients
continus sur J;.

— Solutions de I’équation homogéne : L’ensemble des solutions de I’équation homogene sur J; est
Sp={Ji — R; t— At | A€ R}.

— Solution particuliére : Appliquons la méthode de variation de la constante.

Cherchons une solution particuliere ¢, de 1’équation définie sur J; sous la forme ¢, (t) = ()t ol ¢ est
une fonction dérivable de J; dans R.
Alors ¢p est solution de ’équation si et seulement si, pour tout ¢t € J;,

2/ (t) =t,

soit encore, si et seulement si, pour tout t € J;, ¥'(t) = T
Par exemple, choisissons pour 1 la fonction % : t — In(|¢]).
La fonction ¢p : J; — R ; t — t1n([t]) est alors une solution particuliere de I’équation.

— Conclusion : L’ensemble des solutions de ’équation sur J; est donc
S={J; —R; t— Xt +tn(Jt]) | A € R}.

— Résolution de 1’équation sur R : Soit ¢ une éventuelle solution de ’équation sur R. D’apres le point
précédent, il existe A1 € R et A2 € R tels que

At +tin(|t]) sit >0
o(t) =
Xat + tIn([t]) sit <0

¢ étant continue en 0, on a lim ¢(¢) = lim ¢(t) = ¢(0).
t—0+ t—0~



Or lim ¢(t) = lim Mt+tin(|t]) =0et lim ¢(¢t) = lim Aot + tIn(|t]) = 0.
t—0t t—0t t—0— t—0~

Donc nécessairement ¢(0) = 0.
Donc ¢ est définie par
0sit=0,
et) =< Mt+tin(Jt])sit>0 . (2)
Aot +tin(jt]) sit <0

- Etude réciproque : Réciproquement, soient A\; € R et A2 € R et soit ¢y, \, 'application donnée ci-dessus.
Etudions la dérivabilité de ©x1,0, et regardons si elle vérifie 'équation sur R.

La restriction de ¢y, x, aux intervalles ouverts J; et Ja est dérivable, donc @y, x, est dérivable sur R* et
vérifie I’équation différentielle en tout point de R*. Regardons au point 0.

On a ®
Mt +tin(t) — 0
_— = 1 RN
PA1,A2 (t) — P12 (0) o t Mt n(t) t—0t o
- Aot +tIn(—t) — 0
: FED 20y, b)) —— o
t t—0—

Donc ¢y, ,x, n'est dérivable en 0.
L’équation n’admet donc pas de solutions définies sur R.

- Conclusion : L’ensemble des solutions définies sur R de ty’ — y = t est donc I’ensemble vide.
3.ty —2y=1t*
— Identification : Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre a coefficients continus,
sous forme non résolue dont le coefficient ¢ de 3’ s’annule en 0.

— Résolution de 1’équation sur les intervalles de non annulation de t : Posons J; = Ri et Jo = R* .
Soit ¢ € {1,2}.

2
— Identification : La résolution de I’équation ty’ —2y = t* sur J; se ramene a celle de ’équation y/ = ~y 43

car t ne s’annule pas. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre a coefficients
continus sur J;.

— Solutions de I’équation homogeéne : L’ensemble des solutions de ’équation homogeéne sur J; est
Sp={Ji —R;t— M| XeR}.

— Solution particuliére : Appliquons la méthode de variation de la constante.

Cherchons une solution particuliere (p, de ’équation définie sur J; sous la forme ¢, (t) = ¥(t)t2 ol 1 est
une fonction dérivable de J; dans R.

Alors ) est solution de ’équation si et seulement si, pour tout t € J;,
3y (t) = tt,
soit encore, si et seulement si, pour tout t € J;, ¢¥/(t) = t.

1
Par exemple, choisissons pour % la fonction v : t — 51&2.

1
La fonction ¢p : J; — R 5 t — 5t4 est alors une solution particuliere de I’équation.

— Conclusion : L’ensemble des solutions de ’équation sur J; est donc
2, 14
S=<J;—R; t— Xt +§t|)\€R .

— Résolution de I’équation sur R : Soit ¢ une éventuelle solution de I’équation sur R. D’apres le point
précédent, il existe A1 € R et A2 € R tels que

1
MtZ+ —trsit>0
_ 2

o(t) = 1
Aot? + 5154 sit<0

o étant continue en 0, on a lim ¢(t) = lim ¢(t) = ¢(0).
t—0t t—0~

1 1
Or lim ¢(t) = lim \t2+ =t =0et lim ¢(t) = lim Aaot? + =t* =0.
t—0t t—0t 2 t—0— t—0~ 2
Donc nécessairement ¢(0) = 0.

Donc nécessairement, ¢ est définie par
2, L
Art® + it sit>0

w(t) = . (3)
o Ly
Aots + §t sit<O0



- Etude réciproque : Réciproquement, soient A1 € R et A2 € R et soit ¢y, 1, 'application donnée ci-dessus.
Etudions la dérivabilité de ©x1,) €t regardons si elle vérifie I'équation sur R.
La restriction de ¢y, x, aux intervalles ouverts J; et J2 est dérivable, donc ¢y, x, est dérivable sur R* et
vérifie I’équation différentielle en tout point de R*. Regardons au point 0.
On a
Me+ 5t —0 At + 143 0
2 1 N
©a1,2 (1) = ©x1,2,(0) _ t ity t—0+
t Aot 4+ 24— 0

=Xt + 3t ——0
t t—0—
Donc ¢y, x, est dérivable en 0 de dérivée ¢'(0).
De plus, on a O<p’>\17>\2 (0) — 2, A, (0) = 0% donc @y, », est solution de I'’équation en 0 et donc sur R d’apres
ce qui précede.
-Conclusion : L’ensemble des solutions définies sur R de ty’ — 2y = t* est donc
S={R—R;t— x| (\1,h0) € R?},
espace affine de dimension 2.
4. t(1+ 12y — (12 — 1)y = -2t
— Identification : Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre a coefficients continus,
sous forme non résolue dont le coefficient ¢(1 + ¢2) de y’ s’annule en 0.
— Résolution de I’équation sur les intervalles de non annulation de t(1 + t?) : Posons J; = R% et
Jo = R* . Soit 7 € {1, 2}.
— Identification : La résolution de I'équation t(1 + t2)y’ — (t2 — 1)y = —2t sur J; se ramene a celle
21 2t
1+’ 1+
différentielle linéaire scalaire du premier ordre & coefficients continus sur J;.

de I’équation y' =

car t(1 + t2) ne s’annule pas sur J;. Il s’agit d’une équation

— Solutions de I’équation homogéne :

t2 -1 -1 2t
A Tl’aide d’une décomposition en éléments simples, on a —— = — + donc une primitive de

t(1+1t2) t o 14¢2°
2 —1 2 +1
t— ————— est t — In + .
t(1+t2) 2]

L’ensemble des solutions de I’équation homogene sur J; est donc

2 +1
Sh:{ﬁHR;tHﬁA j AGR}.

— Solution particuliére : Appliquons la méthode de variation de la constante.
t2+1

Cherchons une solution particuliere ¢, de I’équation définie sur J; sous la forme ¢, (t) = 9 (t) ;

ou v
est une fonction dérivable de J; dans R.
Alors ¢p est solution de ’équation si et seulement si, pour tout t € J;,

241 2t
w/(t) = - 2
t 1+t
soit encore, si et seulement si, pour tout t € J;, ¢/(t) = —2
) y P Qs = 1+ t2)2-
1
Par exemple, choisissons pour ¢ la fonction ¢ : ¢t — T2

1
La fonction ¢p : J; — R; t — N est alors une solution particuliere de I’équation.

— Conclusion : L’ensemble des solutions de I’équation sur J; est donc

241 1
S{L~—m&thﬁA : +t|AeR}.
— Résolution de I’équation sur R : Soit ¢ une éventuelle solution de I’équation sur R. D’apres le point
précédent, il existe A\1 € R et A2 € R tels que

t?2+1 1
* +—-s5it>0
t t

t2 41
t

A1
e(t) =
A2

1
+?sit<0

¢ étant continue en 0, on a lim ¢(¢) = lim ¢(t) = ¢(0).
t—0+t t—0~

Or lim ¢(t) = lim X\
t—0+

t+1 1 1+)\] 0s 1= —
m +>\t— A
t—0

t t t—0+ +o00 sinon

et lim @(t) lim A2

t—0— t—0—

21 1 14X po J0side=—1
t +o00 sinon



Donc nécessairement A = Ay = —1 et ¢(0) = 0.
Donc nécessairement, ¢ est définie, pour tout ¢t € R, par

w(t) = —t. (4)

— Réciproquement, cette application est dérivable sur R et on vérifie que cette application est bien solution sur R
de ’équation.

-Conclusion : L’ensemble des solutions définies sur R est donc
S={R—R; t— —t},

espace affine de dimension 0.

Exercice 3. Soit o € R. On consideére le probleme de Cauchy suivant

{(1—ﬂy—y=t
y(0) =

1. Que dit le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire ?

2. Déterminer, selon les valeurs de «, les éventuelles solutions de ce probleme de Cauchy définies sur R.

1
1. Sur lintervalle | — oo, 1], Péquation (1 —¢)y’ — y = ¢ se rameéne & y' = T + T et les fonctions t — T

sont continues sur | — 0o, 1[. Comme 0 €] — oo, 1[, d’apres le théoréeme de Cauchy-Lipschitz linéaire, ce

et

t
t—
1

probléme de Cauchy admet une unique solution définie sur l'intervalle | — oo, 1].

1 t
Les fonctions t — 1 et t — 1 n’étant pas définies en 1, le théoréeme de Cauchy-Lipschitz linéaire ne donne

pas d’information sur des solutions définies sur un intervalle contenant 1.
2. Commengons par résoudre sur R 1’équation (1 —t)y’ —y = t.
— Identification : Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre a coefficients continus,
sous forme non résolue dont le coefficient 1 — ¢ de 3’ s’annule en 1.
— Résolution de I’équation sur les intervalles de non annulation de 1 — ¢ : Posons J; =] — 00, 1] et
J2 =]1,4o00[. Soit i € {1,2}.

— Identification : La résolution de ’équation (1 — t)y’ —y = t sur J; se rameéne a celle de I’équation

1
y = ——y+ car 1 — t ne s’annule pas sur J;. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire

11—t 1—-t
du premier ordre a coefficients continus sur J;.
— Solutions de I’équation homogeéne :
1 1
est t— —In(|]1 —¢|) =1n <7>
t [1—¢
L’ensemble des solutions de I’équation homogeéne sur J; est donc

Une primitive de t — 1

1
Sh:{JiHR;tr—))\ﬁ|)\€R}.

— Solution particuliére : Appliquons la méthode de variation de la constante.

Cherchons une solution particuliere ¢, de 'équation définie sur J; sous la forme ¢p(t) = 1(t)

est une fonction dérivable de J; dans R.
Alors ) est solution de ’équation si et seulement si, pour tout t € J;,

¥t =t.
.. . 1 2
Par exemple, choisissons pour % la fonction v : t — —t=.
2
La fonction ¢p : J; — R t — m est alors une solution particuliere de I’équation.

— Conclusion : L’ensemble des solutions de ’équation sur J; est donc

1 t2
S=<Ji—R;t—A——+——|AER,.
{ 1—t+2(1—t)| }

— Résolution de 1’équation sur R : Soit ¢ une éventuelle solution de I’équation sur R. D’apres le point
précédent, il existe \; € R et A2 € R tels que

M P G
—_— —— Sl
=t 200
So(t): 1 2

X2 sit<1

1=t 200



o étant continue en 1, on a lim ¢(t) = lim ¢(t) = p(1).
t—1+ t—1—

1 1
12 42X —1siA =—= 12 42X —1sidg=—=
Or lim o(t) = lim skt R A 2 et lim ¢(¢) = lim i o 2
t—1+ t—1+2 1—t +00 sinon t—1- t>1-2 1-—1 +oo0 sinon
1
Donc nécessairement \1 = \g = ~3 et p(1) = —1.

Donc nécessairement, ¢ est définie, pour tout ¢t € R, par
1
o(t) = 5 (t+1). (5)

— Réciproquement, cette application est dérivable sur R et on vérifie que cette application est bien solution sur R
de I’équation.

-Conclusion : L’ensemble des solutions définies sur R de (1 —¢)y’ — y =t est donc
1
S:{R—>R; tb—>—§(t+1)},
espace affine de dimension 0.

1
En 0, la seule solution de I’équation (1 — t)y’ — y = ¢ vaut donc 5

1
Ainsi le probleme de Cauchy admet une unique solution définie sur R si oo = —3 et n’en admet aucune sinon.

Exercice 4. Déterminer les fonctions f : [0, +oco] — R continues telles que, pour tout z € [0, +o0],

2

/O(:Jc—?)t)f(t)dt: -

e Soit f : [0, +oo[— R une fonction continue vérifiant la relation donnée dans 1’énoncé.

x x x2
x/ f(t)dtf?)/ tf(t)dt = —.
0 0 2

La fonction f étant continue, les fonctions f et ¢ — ¢ f(t) sont continues. Les fonctions z — fol F@)dt et x — foz tf(t)dt

sont donc de classe C!, et en dérivant la relation précédente, on obtient, pour tout x € [0, +oo],

Alors, pour tout z € [0, +o0],

/ f@O)dt +zf(z) — 3z f(z) = =,
0

soit encore, pour tout z € [0, +oo],

—2zf(z)+ | f(H)dt == (*)

On en déduit que pour tout x €]0, +oo],
1 [* 1
f@) = 5 / Float~ L.
z /o 2

1 1
f étant continue, x — — fz f(t)dt — = est de classe C! sur R* . Donc f est de classe C! sur R* .
2z 70 2 + *

En dérivant la relation (), on obtient alors, pour tout € R* ,
—2f(z) — 22f'(2) + f(2) = 1,
soit encore, pour tout x € ]R{j_,
2z f'(z) + f(z) = —1.
Ainsi, f est solution sur ]Ri de I’équation différentielle 2xy’ +y = —1.
Résolvons cette équation sur R:.
11 s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du premier ordre a coefficients et second membre continus sur Rj_.

1 1 1
Une primitive de = — 5 est © —> -5 In(z) = In (—)

Nz

L’ensemble des solutions de I’équation homogene est donc

1
Sh:{Ri—)R;x»—))\—|/\€R}.
VT



Une solution particuliere évidente est ’application z — —1.

L’ensemble des solutions de I’équation 2zy’ + y = —1 est donc

1
S:{R* — R;z—A—= -1 )\ER}.
+ \/5 |
f étant solution de cette équation différentielle sur R , il existe A € R tel que pour tout z € RY,

A
x — — 1.
f@)= =
Or f est continue en 0. Donc nécessairement, A = 0, et donc pour tout = € [0, +o0[, f(z) = —1.

e Réciproquement, l’application f : [0,+0co[— R ; x — —1 est continue et, pour tout = € [0, +oo],

i i 2 * 3 x?
/ (z — 3t)f(t)dt = / (—z+3t)dt = —z[t]; + 3 2} =—z?+-a?=
0 0

Donc f vérifie bien la relation de 1’énoncé.

2 2
0

e Ainsi, il existe une unique fonction vérifiant les conditions de I’énoncé, la fonction constante égale & —1.



