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1.1 PERMUTATIONS

On étudie ici les permutations : j’ai n cartes numérotées dans 'ordre de 1 a n; une permutation
consiste a mélanger les cartes. Je change 'ordre des cartes, mais je garde toutes les cartes. C’est une
opération tres courante en mathématique et en informatique. Combien a-t-on de permutations ? Comment
les distinguer 7
Nous utiliserons souvent dans la suite de ce cours des permutations. On a besoin de trés peu de connaissance.

DEFINITION 1

Soit n € N*. Une permutation \E#\ de [1,n] est une application o de [1,n] vers [1,n] telle que si
k, k' € [1,n], k # k', alors o(k) # o(k'). L’ensemble des permutations de [1,n] est appelé le groupe
symétrique d’ordre n \n¥I¥FREE\ et est noté S,,.

(1 2 ... n)
g =
ay Qg N 7

la permutation o € S,, définie par : Vi € [1,n], o(i) = a;. Les a; appartiennent & [1,n] et sont distincts
deux a deux.

On note

EXEMPLE 2 —

1. La figure ci-dessous représente une permutation o1 € Ss.

Cette permutation est la bijection o1 : [1,5] — [1,5] définie par

0'1(1):2 y 0'1(2):5 s 0'1(3):1 s 0'1(4)24 et 0'1(5):3

oo (123 405
etnotéeor =\, o | 4 )
2. L’application [1,n] — [1,n], k — k s’appelle permutation identité et est notée Idp ,j ou plus

1 2 3 4 5
1 2 3 4 5)°

simplement Id. Par exzemple, Idp; 51 = (

3. L’ensemble Sp = {Id}, Sz = {1d, (; ?>}

EXERCICE 3 — Décrire les éléments de Ss.



1.1. PERMUTATIONS

PROPOSITION 4
L’ensemble S, posséde n! éléments.

Preuve — On énumere toutes les permutations o :
1) &1 je peux associer n’importe quel élément (1) de [1,n], il y a n possibilités.
ii) puis & 2 je peux associer n’importe quel élément de [1,n] sauf o(1), il y a n — 1 possibilités.

n) enfin & n je peux associer n’importe quel élément de [1,n] sauf o(1),---,o(n — 1), il ne reste plus qu’une seule
possibilité.
On en déduit que Sy, contient n X (n — 1) X -+ x 1 = n! éléments. |

REMARQUE 5 — Il résulte de la démonstration que pour tout j € [1,n], il existe un unique i € [1,n] tel
que (i) = j.

PROPOSITION 6
La composée de deux permutations de [1,n] est aussi une permutation de [1,n].

Preuve — Soit ¢ et ¢/ deux permutations de [1,n]. Alors o oo’ : [1,n] — [1,n], k — o(c’(k)). De plus si k,l € [1,n] et
o(o’(k)) = o(c’(1)), alors ¢’(k) = o/(l) car o est une permutation. Enfin, comme ¢’ est une permutation, on en déduit que

k = 1. Par contraposée, nous avons montré que si k # I, alors o (o (k)) # o (o’ (1)). |

EXEMPLE 7 — 51

alors
bo (123 45y (12345
92001 =11 4 2 3 5) ¢ 1°%2T\5 9 3 1 4)°

Dans cet exemple, 01 0 09 # 09 001 : on dit que la composition n’est pas commutative.

DEFINITION 8 (et proposition)
Soit o € S,,. Il existe une unique permutation notée o~ et appelée permutation réciproque telle que

Preuve — On définit la permutation ¢~! de la maniére suivante : d’apres la remarque 5, pour tout j € [1,n], il existe un
unique i € [1,n], tel que (i) = j. On pose o~ 1(j) = i. Par définition, coo™ ! = oo =1Id et o7 1(j) = o7 1(j) si et
seulement j = j’. O

EXEMPLE 9 — Par ezemple, oy = (:1% |5 h g) ‘

DEFINITION 10

Soient n € N* et une permutation o € S,,. L’ensemble des éléments k de [1,n] tels que o(k) # k est appelé
le support de la permutation o. Si un élément x n’appartient pas au support de o, alors o(x) = x et on
dit que x est un élément invariant ou un point fixze.

EXEMPLE 11 —
1. Le support de la permutation oy est {1,2,3,5} et le support de Idp 57 est 0.

2. FEuxiste-t-il une permutation o € S, telle que le support de o a un seul élément ?

REMARQUE 12 — Quand on représente une permutation, il suffit d’écrire les éléments du support : par
1 2 3 5
2 5 1 3
connaitre la valeur de n telle que o1 € Sy,. On a certainement n > 5. On va en fait réduire encore l’écriture
des permutations.

exemple on peut écrire o1 = ) 1l faut comprendre qu’une telle écriture ne permet pas de



1.2. TRANSPOSITIONS

PROPOSITION 13
Si les supports de deux permutations o € Sy, et o’ € Sy, sont disjoints, alors elles commutent : coo* = g‘oo.

Preuve — Soient A := {a1,...,ap} et A" :={a},..., a;,} les supports de o et o’. On suppose que AN A’ = 0.
Soit  appartenant & [1,n].
Si x appartient & A, alors o(z) appartient & A. D’ol x et o(z) n’appartiennent pas & A’. Donc goo’(z) = o(z) = o’ oo (z).
Si z appartient & A’, alors o(z) appartient & A’. D’ol1 z et o(z) n’appartiennent pas & A. Donc 0’0o (x) = o/(z) = ooo’(z).

Si z n’appartient pas & AU A’, alors o(z) = 0/(z) = . Donc o o 0/(z) = o(z) = z = 0/(z) = ¢/ o o (). O

1.2 TRANSPOSITIONS

DEFINITION 14

Soit n € N*. On dit qu’une permutation T € S, est une transposition \XI#t\ s’il existe deur éléments
distincts a et b de [1,n] tels que

T(a)=b , 7(b)=a et V¢ {ab}, 7(z)==x.
On la note alors T = (a b) .
La transposition 7 = (a b) = (b a,) échange les deux éléments a et b. Sa réciproque est elle-méme :

2 3 4
3 2 1 4

-1

77+ = 7. Par exemple, la permutation ( > est la transposition (1 3) € 9y.

PROPOSITION 15
Soit n > 2. Toute permutation de [1,n] est la composée de transpositions.

Preuve — Par récurrence sur n : la propriété est vraie au rang n = 2 car toute permutation de [[1,2] est, ou bien une
transposition, ou bien Videntité Idp; o = (1 2) o (1 2).

Supposons que la propriété est vraie au rang n. Soit o € Sp41 :

— ou bien o(n+ 1) = n+ 1. La restriction de o & [1,n] appartient alors & Sy,. D’ol cette restriction est la composée de
transpositions (ai aj) € Syn. Donc o est la composée des mémes transpositions (ai aj) € Spt1-

— ou bien o(n+1) = p < n. Alors la permutation ¢/ = (p  n+ 1) oo vérifie o/(n+ 1) = n+ 1 et on vient de montrer
qu’elle est composée de transpositions. Donc o = (p n+ 1) o o’ est aussi composée de transpositions.

La propriété est donc vraie au rang n + 1. O
, . . 1 2 3 4 5 6 iy
METHODE 16 — On décompose la permutation oz = 5 9 16 3 4] transpositions :
o3 = (4 6) o (1 3) o (1 5) car o3 = (1 5) o (3 5) o (4 6) car
2 3 45 6 15 1 2 3 4 5 6 ”
5 2 3 41 6 l( ) 1 2 3 6 5 4 l( )
1 4 3 6 “13) 1 2 5 3 l(35)
6 3 4 LU0 5 1(15)
5 2 1 6 3 4 5 2 1 6 3 4

Cet exemple montre qu'une décomposition en transpositions n’est pas unique. Le nombre de transposi-
tions n’est pas unique non plus car o3 = (1 5) o (3 5) o (1 2) o (4 6) o (1 2) .

REMARQUE 17 — Si on inverse l'ordre des transpositions qui composent une permutation o, alors on
obtient la permutation réciproque o~1. (Pourquoi ?) Par exemple : 03 = (4 6) o (1 3) o (1 5), d’ot
o;'=(1 5)o(l 3)o(4 6).



1.3. CYCLES

1.3 CYCLES

DEFINITION 18
Soient n > 2 et p € [2,n]. On dit qu’une permutation o est un p-cycle \p-##\ ou un cycle s’il existe
p éléments distincts deux ¢ deux a1, ...,a, de [1,n] tels que

Ve & {ar,...,ap} o(z)==2
Vi € Hl,p — ].]] O'(ai) = Qj41
o(ap) = a1.

On note alors o = (a1 az ... ap).

ay as cen ap

'\/

Les 2-cycles sont les transpositions.

Sioc= (al az ... Gp_1 ap), alors o~ ! = (ap ap—1 ... Q2 al). La réciproque d’un p-cycle

est donc aussi un p-cycle. Leur support est 'ensemble {a1,...,ap}.

REMARQUE 19 — Soient n € N* et une permutation o € S,,.
1. On note 0¥ = Id[1,,) €t, pour tout k € N*,

c*=0o0...00 e o F=0glo...00!
N——
k fois k fois

2. Si o est un p-cycle (a1 ag . ap_1 ap), alors Vk € [2,p], ar =" (aq).
Dovo= (a1 o(ar) --- oP (a1)).
3. Réciproquement, soit x € [1,n] :
— ou bien o(x) =x;
— ou bien il existe p € [2,n] tel que oP(x) =x et (x --- 0P (x)) est un p-cycle.
Preuve — Si o(x) # x, alors ’ensemble {o%(z), 0 <k < n} contient au plus n éléments car il est inclus dans
[1,n]. Il existe donc (i,5) € [0,n]? tel que i < j et o*(x) = o7 (x). D’oti 07~ %(z) = . Soit alors p le plus petit entier

non nul tel que oP(z) = x. Les p entiers x,0(x),- -+ ,0P~1(x) sont distincts deuz & deuz (Pourquoi ?). O

Nous dirons que deux cycles sont disjoints si leurs supports sont disjoints.

ProrosiTion 20
Soit n > 2. Toute permutation de [1,n] différente de I’identité est la composée de cycles disjoints.

Preuve — Soit une permutation o # Id[y,]- Nous allons raisonner par récurrence sur le nombre d’éléments du support
Ay :=A{z € [1,n]/o(z) # x}.

Initialisation : si A, contient 2 éléments, alors o est un 2-cycle.

Hérédité : supposons que la propriété est vraie si A, contient au plus k éléments. Montrons qu’elle est vraie si A, contient
k + 1 éléments. Soit & appartenant a A,. Il existe un entier p tel que (z o(z) --- oP7!(z)) est un cycle. Soit ¢’ =
(eP=1(z) oP72%(z) ... o(x) =) lecycle réciproque. Le support de o o o’ est inclus dans A, \{z,o(z),...,oP~1(x)}.
D’oti il existe des cycles disjoints o1,...,0% tels que oo’ = g1 0...004. Alors 0 =01 0...00; 0 (0/)7! et tous les cycles

o; sont disjoints du cycle (o/) 1. |

REMARQUE 21 — 1. Les cycles de cette décomposition sont disjoints, donc ils commutent (d’aprés la
proposition 13).
2. On peut décomposer tout p-cycle en p — 1 transpositions :
(ar az ... ap)=(a1 az)o(az ag)o...o(ap—1 ap).

(Le vérifier.)



1.4. SIGNATURE

3. D’aprés le proposition 20, on peut décomposer toute permutation en cycles. D’apres la derniéere
remarque, on peut décomposer tout cycle en transpositions. On obtient ainsi une seconde preuve de
la proposition 15.

METHODE 22 — Apres la méthode 16, voici donc une seconde méthode pour décomposer une permutation
en transpositions : on la décompose d’abord en cycles, puis chaque cycle en transpositions. Par exemple,

m;z(é i g ;L 2 ?):(1 5 6)o(2 4)=(1 5)o(5 6)o(2 4).

EXERCICE 23 — Décomposer en cycles disjoints et en transpositions les permutations
1 2 3 45 t12345678
431 25) @ 71456338 2)

DEFINITION 24
Soient n € N* et une permutation o € S,,. Pour chaque élément x € [1,n], lorbite \¥Li&\ de x suivant
o est 'ensemble noté O, (x) défini par

O,(z) = {o"(x), keZ}

Les orbites suivant ¢ forment une partition de ’ensemble 1, n].

Preuve — Soit R la relation définie sur [1,n] par : 2Ry <= 3k € Z, y = o*(x). Cette relation est une relation
d’équivalence car :

— (réflexive) . = o%(x);

— (symétrique) si y = ¥ (), alors x = a—*(y);

— (transitive) si y = o (z) et z = a(y), alors z = ¥+ (x).

Les orbites suivant o sont les classes d’équivalence de R. Elles forment donc une partition de I'ensemble [1,n]. (Voir le
cours Algébre 1.) O

Soit z € [1,n] :
— si o(x) = x, alors 'orbite de x est le singleton {z};

— sinon 'orbite de x est le support du p-cycle (m o(x) - op_l(x)), ol p est le nombre d’éléments

de l'orbite.
Preuve — Si o(x) # =z, alors la permutation o est différente de identité, c’est donc (proposition 20) la composée
o =010---00 de cycles disjoints. L’élément x appartient au support d’un unique cycle o;, d’olt o(x) = o;(z). O

EXEMPLE 25 — La figure ci-dessous représente les orbites {1,5,6}, {2,4} et {3} de la permutation o4 :

2¢_ a4
//E)O’_-<\\ K [[1,6]]
\ o] —
A // 3 e
\_._—/
6

On en déduit que la décomposition d’une permutation ¢ en cycles disjoints est unique : les cycles de
deux décompositions de o sont les mémes, seul l'ordre des cycles peut changer. (Pourquoi?)

1.4 SIGNATURE

DEFINITION 26
Soit o une permutation. La signature \TF 5\ de o, notée (o) est égale a

(o) = H M.

Ll -y
1<J J



1.4. SIGNATURE

REMARQUE 27 —
1. On a

2. Ona

car on multiplie par tous les produits (o(i) — o(j)) avec o(i) # o(j) et on divise donc par ce méme
facteur au signe prés.

PROPOSITION 28
L’application € : S, — {—1,1}, o — e(0) vérifie

e(0’ o) =¢e(0’)e(o).

Preuve — Avec la remarque précédente, on calcule

HO’ oo(i) — o’ oa(j)

i—j

g0’ 00)
i<j
_ H o' oo(i) — o’ oo(j) H o(i) —o(g)

o)—ol) b i

i<j
= e(0’)e(0)
O
COROLLAIRE 29
Sio=r1i0---7, alors e(c) = (=1)".
Preuve — On vérifie que (1) = —1 : soit 7 = (4o, jo) avec ig < jo, alors

(1) = 7()

1. si et j différents de ig et jo, alors 7(i) =i et 7(j) = j, donc le couple (7, j) donne le produit T =1

t—J
2. si k # io, jo, alors 7(k) = k et 7(i0) = jo et 7(jo) = 40, donc les couples (4o, k) et (jo,k) donnent le produit

rio) = (k) TGio) = T(K) _ |

io — k jo —k
3. le couple (i, jo) donne le produit M =—1.
20 — Jo
D’ou le résultat. Puis on applique la proposition précédente. O
REMARQUE 30 — On en déduit que pour une permutation donnée, le nombre de transpositions nécessaires

pour sa décomposition n’est pas fixe mais sa parité l’est et est donnée par la signature.

DEFINITION 31
Soit o une permutation. Une inversion \15 )7\ de o est un couple (i,7) tel que i < j et o(i) > o(j). On
note I(c) le nombre d’inversions \i¥ )74\ de o.

EXEMPLE 32 —

1. Le nombre d’inversions de l’identité est 0.

6

2. L’ensemble des inversions de la permutation i 5) est{(1,2),(1,4),(3,4),(3,5),(3,6)}.

1 2 3 4
3 1 6 2
Donc son nombre d’inversions est 5.

PROPOSITION 33
Soit o € S,,. Alors e(o) = (—1)1(@)



1.4. SIGNATURE

DEFINITION 34
Une permutation o € Sy, est une permutation paire (resp. impaire) si (o) =1, (resp (o) = —1). On
appelle groupe alterné l’ensemble A,, des permutations paires de S,,.
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