E ) ki % 2L F 7
o Centrale Pékin

Algéebre 1

EcoLE CENTRALE DE PEKIN

Cours de mathématiques du cycle préparatoire

11 octobre 2020



Table des matieres

1 Ensembles

1.1 Premieres définitions et notations . ...t e
1.2 Ensemble des parties d'un ensemble ... ... . e
1.2.1  DANItion . vt ettt e e e e
1.2.2 Union et intersection de deux parties ...........couiininnennennnenan..
1.2.3 Différence de deux parties et complémentaire ............... ... ... ... ..
1.2.4 Généralisation & une famille de parties............ouii i,
1.3 Produit cartésien d’ensembles .. ..... ... i e
1.3.1 Couples et m-Uplets .o v it e e e
1.3.2 Produit cartésien ........ ...t e

2 Applications

2.1 A DD At ONS . o vttt e e e e
2.1.1 DEANITIONS . . ¢ ottt e e e
2.1.2 Restrictions et prolongements ......... ... .. i i
2.1.3 Composée d’applications .. ....v vttt e e
2.1.4 Familles .. ..o e
2.2 Image directe, IMage TéCIPIOQUE. « v v v vttt ettt e ettt e ettt e eneeeannn
2.2.1 Image direCte . oo vt ettt e e e e e e
2.2.2  Tmage TECIPTOQUE . v vt vttt ettt e et ettt et et e e
2.3 Injectivité, surjectivité et bijectivité ... ... i
2.3. 1 InJectivité. . ..ot e

2.3.2  SUTJECHIVITE ottt e e e

0 0 0 N O B W



Chapitre 1 Ensembles

Table des matieres du chapitre

1.1 Premiéres définitions et notations ..........cciiiiiiiiiiiii, 1
1.2 Ensemble des parties d’un ensemble .......... ..o it 3
121 DéEAnition . .. ..o e e 4
1.2.2 Union et intersection de deux parties ............c.oiiiiiinevnennon.. 4
1.2.3 Différence de deux parties et complémentaire ........................ 6
1.2.4 Généralisation a une famille de parties............. ... i, 7
1.3 Produit cartésien d’ensembles . ...ttt 8
1.3.1 Couples et n-uplets ...t e e 8
1.3.2 Produit cartésien ........ ... e 8

1.1 PREMIERES DEFINITIONS ET NOTATIONS

Dans cette premiere partie, nous revenons sur les notions d’ensemble, d’élément, d’appartenance et
d’inclusion.

DEFINITION 1
e Un ensemble E est une collection d’objets, appelés éléments de E.
e On dit que x appartient ¢ FE si x est un élément de l’ensemble E, et on note x € E.

o Deux ensembles E et F' sont égaux s’ils ont les mémes éléments : Vx,(x € E < x € F).
On note E = F.

On privilégie les lettres capitales (E, X, A, ...) pour désigner les ensembles et les lettres minuscules (a, b,
x, ...) pour désigner leurs éléments.

g? Un ensemble n’est pas forcément un ensemble de nombres. Si F est ’ensemble des nombres réels R
alors x désigne un nombre réel, mais si ' est I’ensemble des suites réelles, alors x désigne une suite réelle
ou si F est 'ensemble des droites du plan, alors z désigne une droite du plan.

Il existe plusieurs fagons de décrire un ensemble.

e On peut donner la liste de tous les éléments de I’ensemble E entre accolades { }, les éléments étant
séparés par des virgules. Soit on explicite tous les éléments de E, par exemple E = {a, b, ¢, d}, soit
on en écrit seulement quelques-uns suivis de points de suspension, par exemple E = {x1, s, ..., 2, }.
L’ordre des éléments n’a aucune importance : les ensembles {a, b} et {b,a} sont égaux. De plus, un
élément ne peut pas appartenir plusieurs fois & un ensemble et s’il apparait plusieurs fois dans la
liste, il s’agit en fait du méme élément : les ensembles {a,b,a} et {a,b} sont égaux car ils ont les
mémes éléments. Par convention, chaque élément est généralement énuméré une seule fois.

e On peut définir un ensemble F' par une propriété P qui caractérise les éléments de F' parmi les
éléments d’un ensemble connu E : F' = {z € E | P(z)}. On dit que F est 'ensemble des éléments x
de E tels que x vérifie la propriété P.

Cas particulier : Si F' est un sous-ensemble de E et f est une application' de E dans F, alors
Iensemble {y € F |3z € E, y= f(x)} se note plus simplement {f(z), € E} en remplagant f(x)
par son expression. On dit que c’est 'ensemble des f(z) lorsque = parcourt E.

Par exemple, {22, z € N} = {0%,12,22,32,42, .. .}.

1. La notion d’application sera introduite dans le chapitre 2. Intuitivement, une application de E dans F' associe a chaque
élément de E un élément de F.



1.1. PREMIERES DEFINITIONS ET NOTATIONS

EXEMPLES 2

o L’ensemble E des entiers naturels n tels que n est inférieur ou €gal a 4 peut s’écrire
E={neN|n<4} ou E={0,1,2,3,4}.
e Soitn € N. L’ensemble E des entiers naturels m tels que 1 < m < n peut s’écrire
E={meN|1<m<n}ouFE={1,...,n}.

On utilise également la notation [1,n] pour désigner cet ensemble.

Plus généralement, pour tout n € N et tout p € N tels que n < p, les notations {n,...,p} ou [n,p]
désignent [’ensemble des entiers naturels compris entre n et p.

e L’ensemble P des entiers naturels pairs peut s’écrire
P ={peN|p estpair } ou P ={2k, k €N},

Cet ensemble est encore noté parfois 2N.

o L’ensemble des nombres réels x tels que 0 < x < 1 peut s’écrire
{zreR|0<x <1}

Il s’agit de Uintervalle noté [0, 1].
Plus généralement, pour tout a et tout b éléments de R, 'ensemble {x € R | a < x < b} est lintervalle
noté [a,bl.

DEFINITION 3

e On appelle ensemble vide \=%E\, noté (), l'ensemble ne contenant aucun élément.

e Un ensemble constitué d’un unique élément x est appelé un singleton \ 705\, Il est donc de la forme

{z}.
e Un ensemble constitué de deuxw éléments distincts a et b est appelé une paire \ - JLE A\, 1l est donc

de la forme {a,b}.

REMARQUE 4 — On a bien sir {a,b} = {b,a}.

DEFINITION 5
Soient E et F' deux ensembles.

e On dit que E est inclus \ .77\ dans F si tout élément de E est un élément de F :

Ve, (t € E=x €F) ouencoreVx € E, x € F.

On note E C F. On dit aussi que E est une partie (ou un sous-ensemble) de F'.
e On dit que E est strictement inclus dans F si E C F et E # F.

METHODE 6 — Ainsi, pour démontrer que E est inclus F, on commence par se donner un élément
quelconque © de E en écrivant « Soit x € E. » Il s’agit ensuite de montrer que = est un élément de F'.

EXEMPLES 7
o Tout ensemble E est inclus dans lui-méme : E C E.
o L’ensemble vide est inclus dans tout ensemble E : ) C E.

L’ensemble {a,c} est strictement inclus dans l’ensemble {a,b,c} : {a,c} C{a,b,c}.

NcCcZcQcRCcC, les inclusions étant strictes.
[0,1] C R.
{2p|pe N} CN.



1.2. ENSEMBLE DES PARTIES D’'UN ENSEMBLE

@ Il ne faut pas confondre l'appartenance et l'inclusion : on a 2 € {2,4,5} mais 2 ¢ {2,4,5}, et
{2} € {2,4,5} mais {2} ¢ {2,4,5}.
Le résultat suivant, élémentaire, est tres utile en pratique.

PRroPOSITION 8 (Principe de double-inclusion)
Soient E et F' deux ensembles. On a E = F si et seulement si E CF et FF C E.

METHODE 9 — Pour prouver 1’égalité de deuz ensembles E et I,

e soit on raisonne par équivalence en montrant la propriété :
Ve, (x e E< € F)
e soit, et c’est le plus courant, on utilise le principe de double-inclusion en montrant les deux propriétés :

Vee E,xeF e VreF, zek.

Ilustrons cette méthode sur deux exemples, I'un utilisant un raisonnement par équivalence, 'autre le
principe de double inclusion.

EXERCICE 10 —
2im

o Montrer que {z € C* |z = 2%} = {1,4,7°}, ou j =e75 .
Preuve — Raisonnons par équivalence. Posons A = {z € C* | z = 22}
Soit z € C*. Il existe r €RY et 0 € R tels que z = ret?.

2

Ainsi, z € A si et seulement si Z = z —i0 — 2,210
seulement si re3¥ =1,

3i0 _

, soit encore si et seulement si re , et r étant non nul, si et

Or re 1 si et seulement sir =1 et 30 = 0 [27] soit encore, r =1 et 6 = 0 [27/3].

Donc z € A si et seulement si z € {1,j,j2}.
Dioii {z € C* | 2 = 22} = {1,4, 72} H
e Soient a et b deux réels tels que a < b.

Montrer que
[a,b] = {(1 —t)a+tb|te0,1]}.

Preuve — On exclut le cas trivial ot a =b et donc [a,b] = {a}, et on suppose dans la suite que a # b.
Raisonnons par double-inclusion.

> Soit x € [a,b]. Posons tg = P, bien défini car b —a # 0, de sorte que © = (1 — tg)a + btg. Comme a < x < b,
—a

onal0<xz—a<b—a etdonc, b— a étant strictement positif, 0 < F < 1, soit encore 0 < tg < 1. Donc
z=(1—to)a+tob€ {(1 —t)a+tb|te[0,1]}.

D’ot Uinclusion [a,b] C {(1 —t)a+tb|t € [0,1]}.

< Réciproquement, soit x € {(1 —t)a+tb |t € [0,1]}. Il existe tog € [0,1] tel que x = (1 — to)a + tob.

On a0<tyg<1etdonc0<1—tyg<1. Del’inégalité a < b et par positivité de ty et de 1 —tg, on a toa < tob et

(1 —to)a < (1 —tg)b. On obtient donc (1 —tg)a + toa < (1 —to)a + tob < (1 — to)b + tob, soit aprés simplification
a <z <b. Donc x € [a,b].

Dot la seconde inclusion {(1 — t)a + tb,t € [0,1]} C [a,b].
De ces deux points, il vient [a,b] = {(1 —t)a+tb |t € [0,1]}. ]

1.2 ENSEMBLE DES PARTIES D'UN ENSEMBLE

Dans cette partie, aprés avoir introduit 'ensemble P(E) des parties d’un ensemble, nous étudions différentes
opérations dans P(E) et leurs propriétés.

Dans toute cette partie, E désigne un ensemble et A, B et C désignent des parties (ou sous-ensembles) de
E.



1.2. ENSEMBLE DES PARTIES D’'UN ENSEMBLE

1.2.1 Définition

DEFINITION 11
On note P(E) l’ensemble des parties \F5\ de E : P(E) = {A| AC E}.

P(E) est donc 'ensemble dont les éléments sont les sous-ensembles de E : A € P(E) < A C E. Ainsi,
une partie A de E est a la fois un sous-ensemble de E' (A C E) et un élément de P(E) (A € P(E)).

EXEMPLES 12
o Considérons l’ensemble E = {0,1}. Les parties de E sont celles a 0 élément, 0, celles o un élément,
{0} et {1}, et celles a deux éléments, E = {0,1}.
Donc P(E) = {0,{0},{1},{0,1}}.
e Si E =0 alors P(E) = {0} et donc P(E) n’est pas vide.
e OnaQCRetQePR).
e OnameR, {r} CR et {n} € PR).

REMARQUE 13 — Puisque que EC E et 0 CE, on a E € P(E) et ) € P(E). Ainsi, P(E) n’est jamais
vide.

1.2.2 Union et intersection de deux parties

DEFINITION 14 (Union, intersection)

e On appelle union \ 52\ de A et B, notée AU B (se lit « A union B »), l’ensemble des éléments de
E appartenant soit a A, soit @ B :

AUB={zx € E|x € A oux € B}.

e On appelle intersection \ 25\ de A et B, notée AN B (se lit « A inter B »), l’ensemble des éléments
de E appartenant a la fois a A et a B :

ANB={zxe€eE|xz€Aectxe B}

Union Intersection

PROPOSITION 15
e L’union AU B vérifie :

— ACAUB et BCAUB.

— SiAcCetBcCC alors AUBCC.

On dit que AU B est le plus petit ensemble au sens de l'inclusion qui contient A et B.

e L’intersection AN B vérifie :

— ANBCAet ANBCB.

— SiCCAetCCBalorsCCANB.

On dit que AN B est le plus grand ensemble au sens de inclusion qui est inclus dans A et dans B.



1.2. ENSEMBLE DES PARTIES D’'UN ENSEMBLE

Preuve — Démontrons le premier point.

— Les propriétés A C AU B et B C AU B sont évidentes car, par exemple, si z appartient & A alors il appartient & A ou & B
(puisqu’il appartient & A!), et donc & AU B.

— Supposons que A C C et B C C. Soit x € AU B. Montrons que AU B C C.
Par définition de 'union, x € A ou = € B.

1¢r cas : € A. Alors x € C car par hypothese A C C.

2nd cas : ¢ € B. Alors x € C car par hypothése B C C.

Donc dans tous les cas, x € C.

Donc AUB C C.

REMARQUE 16 — On en déduit facilement les inclusions et égalités suivantes.
e ANBCACAUBetANBCBCAUB.
e AUP=Aet AND=0, AUE=FE et ANE = A.
e SiACBalors AUB=B et ANB=A.

DEFINITION 17
On dit que A et B sont disjoints si AN B = ().

L’union AU B est alors souvent notée AU B.

Deux ensembles sont disjoints si et seulement s’ils n’ont aucun élément en commun. Attention, deux
ensembles peuvent étre distincts (c’est-a-dire qu’ils ne sont pas égaux) mais non disjoints : A = {1,2,3}
et B = {3,4,5} sont distincts car ils n’ont pas les mémes éléments mais ils ne sont pas disjoints car 2
appartient a A et a B.

Les propositions 18 et 19 découlent directement des propriétés usuelles des connecteurs logiques « et » et
« ou ». Elles se visualisent facilement sur des dessins.

PROPOSITION 18 (Commutativité \ “Z#:1H\ | associativité \ 45 & 1HE\)

e U et N sont commutatives : AUB=BUA et ANB=BnNA.

e U et N sont associatives : (AUB)UC =AU (BUC) et (ANB)NC=AN(BNC).

Preuve — Traitons, par exemple, la premiere égalité du deuxieme point, découlant de I’associativité de 'opération logique
”ou” V. Les autres se démontrent en suivant le méme modéle.

Soit = € E.
r€ (AUB)UC & z€(AUB)ouzeC & (x€AouxzeB)ouz el
Sre€Aou(z€eBouzel)ezeAouze BUC
S re AU(BUQO).
Donc (AUB)UC =AU (BUCQ). |

PROPOSITION 19 (Distributivité \ 7} EL %))

o L’union est distributive sur l'intersection :

AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

o L’intersection est distributive sur ['union :
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Preuve — La premiére égalité découle de I’équivalence des propositions pV (g A1) et (pV ¢) A (pV r). La seconde égalité
découle de ’équivalence des propositions pA (gV r)et (pAg)V (pAT). O



1.2. ENSEMBLE DES PARTIES D’'UN ENSEMBLE

1.2.3 Différence de deux parties et complémentaire

DEFINITION 20

e On appelle différence A\ B (se lit « A privé de B » ou « A moins B ») l’ensemble des éléments de A
n’appartenant pas a B :
A\B={zxcE|z€Aectax¢B}.

e On appelle complémentaire \ 12\ de A dans E, noté CgpA, la différence E\ A :
CeA={z € E|x¢ A}

B B

Différence Complémentaire

Lorsqu'il n’y a pas d’ambiguité sur 'ensemble E considéré, on peut noter plus simplement CA ou A (se lit
« A barre »).

EXEMPLES 21
e R* =R\ {0}, [0,2]\ [1,3] = [0, 1].
* Gy [0.5] =]35.1].

Les propriétés suivantes découlent & nouveau des propriétés des opérateurs logiques. Elles se visualisent
facilement sur des dessins.

PROPOSITION 22 (Propriétés du complémentaire)
] EE(AOB):CEAUCEB

Preuve —
Prouvons la premiere égalité, la deuxieme se démontrant se facon analogue .
Soit z € E.
r€lp(AUB)©2¢ AUB& ~(z€ AUB) < ~(z € Aoux € B)
& (ﬂ(z € A)) et (—\(LE € B))
S@x¢gAet(x¢B)esrclpdetzeclpB
< zelpgAnCeB

Donc BE(AUB) = CEAO BEB

O
La proposition suivante donne une caractérisation du complémentaire.
PROPOSITION 23
SiAUB=F et ANB =0 alors CgA = B.
Preuve — Supposons que AUB =FE et AN B =1{.
Soit 2 € B. Comme A et B sont disjoints, z ¢ A donc x € CgA. Donc B C CgA.
Soit z € CgA. Comme AUB=FE etz ¢ A, x € B. Donc CA C B.
D’ot le résultat. O



1.2. ENSEMBLE DES PARTIES D’'UN ENSEMBLE

EXEMPLE 24 — On déduit facilement les égalités suivantes : CpE =0, Cgl) = E, CplpA = A.

1.2.4 Généralisation a une famille de parties

Soit I un ensemble non vide, dont les éléments sont appelés les indices. Pour chaque i € I, on considere
A; une partie de I'ensemble E. On dit que les ensembles A; forment une famille \J%\ de parties de E,
indicée par I, et notée (A;);er-

Dans ce paragraphe, I désigne un ensemble non vide.

Les définitions et propriétés des parties précédentes se généralisent a des familles d’ensembles.

DEFINITION 25
Soit (A;)icr une famille de parties de E.

e On appelle union de la famille (A;);cr 'ensemble
JAi={zecE|Tielxc A}
il
C’est l'ensemble des éléments de E qui appartiennent au moins a l'un des A;.
e On appelle intersection de la famille (A;)icr Uensemble
(NAi={zcE|Vielxec A}
iel

C’est l’ensemble des éléments de E qui appartiennent a tous les A;.

PROPOSITION 26
Soit (A;)icr une famille de parties de E et B une partie de E.

. (UAi> nB=|J(4inB)

. (ﬂAZ) UB=()(4;UB)
. Cs (U Ai> ~ N €x).
. Cs (ﬂ Ai> = €aa).

DEFINITION 27
Soit (A;)icr une famille de parties de E.

On dit que les ensembles A; sont disjoints deux a deux si pour tout i et tout j €léments distincts de I
(i#37), AinNA; =0.

L’union U A; est alors notée |_| A;.
iel il

DEFINITION 28
Soit (A;)icr une famille de parties de E
On dit que la famille (A;)icr forme une partition \ V|7 de E
St
1. pour touti € I, A; est non vide : Vi € I,A; # 0,
2. les A; sont deux & deuz disjoints : Vi # j,A; N A; =0,
3. U A, =E.

iel




1.3. PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES

EXEMPLES 29

e Notons P = {2k, k € N} l’ensemble des nombres pairs et I = {2k + 1,k € N} U’ensemble des nombres
impairs. P et I sont des ensembles non vides et disjoints. De plus, PUI = N.

La famille {P, I} forme donc une partition de N.

e La famille ([n,n + 1[), o, est une partition de R.

1.3 PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES

1.3.1 Couples et n-uplets

Un couple d’éléments est la donnée de deux éléments dans un certain ordre. On note un couple entre
parentheéses : (a,b). Deux couples (a1, b1) et (az,bs) sont égaux si et seulement si a1 = ay et by = by.
On distingue donc le couple (a,b) (énumération ordonnée) de la paire {a,b} = {b,a} (énumération non
ordonnée). En général, (a,b) # (b,a) alors que {a,b} = {b,a}. Enfin, dans le couple (a,b), les éléments a
et b peuvent étre égaux, le couple s’écrivant alors (a, a), mais 'ensemble {a,a} = {a} est un singleton.

Pour tout n € N, la notion de couples se généralise a celle de n-uplets (z1,...,x,). Dans le cas o n = 3,
on parle de triplet (x,y, z). Dans un n-uplet, certains éléments peuvent étre égaux entre eux.

% 11 ne faut pas confondre le n-uplet (ou la famille) (x1,...,z,) et Uensemble {x1,...,x,}. Par exemple,
(1,2,3) # (3,2,1) alors que {1,2,3} = {3,2,1}, ou (1,1,2) # (1,2) alors que {1,1,2} = {1, 2}.

1.3.2 Produit cartésien

DEFINITION 30
Soient E et F' deux ensembles. Le produit cartésien \ T K/1F\ de E par F, noté E x F, est ’ensemble

des couples (z,y) tels que v € E et y € F :

ExF={(z,y)|z€E,yeF}.

NOTATION Si E = F, le produit cartésien E x I se note E2.

EXEMPLES 31
o Soient E = {a,b} et F ={1,2,3}.
Alors E x F = {(a,1),(a,2), (a,3),(b,1),(b,2), (b,3)}.
e R2 =R x R est I'ensemble des couples (x,y) de réels. On visualise cet ensemble comme un plan
muni d’un repeére, et le couple (x,y) est identifié au point de coordonnées (x,y).

o L’ensemble R x {0} = {(z,0) | = € R} correspond, dans le plan muni d’un repére, & l'aze des
abscisses.

e (P(E))* =P(E) x P(E) est Uensemble des couples (A, B) ot A et B sont des parties de E.

@ En général, E x F' # I x E car 'ordre importe dans un couple.

Le produit cartésien se généralise au produit de n ensembles.

DEFINITION 32

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soient F1, ..., B, n ensembles. On appelle produit
cartésien de Ey, ..., E,, noté By X ... x E,, l’ensemble des n-uplets (x1,...,x,) tels que pour tout
ie{l,....,n}, x; € E; :

E1><...><En={(x1,...7:rn)\Vie{l,...,n}mieEi}.

NoTATION Si Fy =...= E,, = F, on note le produit cartésien E™.



1.3. PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES

EXEMPLES 33
o R™ désigne l'ensemble des n-uplets (x1,...,x,) de réels, i.e. tels que pour touti € {1,...,n}, x; € R.

o [0, +o0o[Xx[0,27[x[0, [ est I’ensemble des triplets (r,0,¢) our € [0,+00[, 6 € [0,27] et p € [0, 7[.
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2.1 APPLICATIONS

2.1.1 Définitions

Intuitivement, une application f d’un ensemble E dans un ensemble F' est un objet qui & tout élément x
de E associe un unique élément y de F, noté f(z).

Nous allons en donner une définition rigoureuse au moyen des ensembles.

DEFINITION 1
Soient E et F' deux ensembles. On appelle application de E dans F \FLS\ tout triplet f = (E, F,G)
ou E, F et G sont trois ensembles vérifiant :

1.
2.

G est un sous-ensemble de E x F,

pour tout élément x de E, il existe un unique élément y de F tel que (z,y) € G.

Avec les notations précédentes,

E est appelé I'ensemble de définition \RELf117E Y I\ ou ensemble de départ de f,
F est appelé 'ensemble d’arrivée de f,
G est appelé le graphe de f.

Pour tout élément x de E, l'unique élément y de F tel que (x,y) € G est noté f(x), et est appelé
image \Z50(H\ de z par f.

Pour tout élément y de I, on appelle antécédent \ |75\ de y par Uapplication f, tout élément
de E tel que y = f(x).

L’ensemble des applications de E dans F est noté F¥ ou F(E, F).

REMARQUE 2 — Le graphe G de f est donc égal 4 G = {(x, f(z)) | x € E}.

NoOTATION En général, le triplet f = (F, F,G) est noté de la fagon suivante :

fi B — F |

f(z) étant remplacé par son expression.

On utilise également la notation f : E — F pour signifier que f est une application de F dans F.

REMARQUE 3 — Dans ce cours, on ne fera pas de distinction entre application et fonction.
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2.1. APPLICATIONS

On peut représenter une application de deux manieres : soit sous forme de diagrammes fléchés, soit en
représentant son graphe dans le plan muni d’un repere, a la maniere des courbes représentatives d’une
fonction numeérique.

EXEMPLES 4
e Considérons les ensembles E = {1,2,3} et F = {a,b,c}. Soient G, = {(1,b),(2,a), (3,b)} et
G2 ={(1,a),(1,b),(3,a)} deux sous-ensembles de E x F.
E F

Le triplet (E, F,Gy) vérifie les points 1. et 2. de la définition et est donc
une application f; de E dans F. On a fi1(1) =b, f1(2) = a et f1(3) =b.

E F
Le triplet (E, F,Gs) vérifie le point 1. mais ne vérifie pas le point 2. de
la définition : a l’élément 1 de E, on ne peut pas associer un unique f2
élément de F car les couples (1,a) et (1,b) sont éléments de Go. De plus,
l’élément 2 de E ne peut étre associé a aucun élément de F car il n’y a <
pas de couples de la forme (2,-) dans Go. Ainsi, ce triplet ne définit pas ‘

une application de E dans F.

e Considérons les ensembles E =R et F = R. Soit G, = {(z,2?) | z € R} un sous-ensemble de E x F.
Y
Le triplet (R,R,G1) est une application f de R dans R, notée

f+r R — R
r — 2’

Le triplet (R4, R, Ga) vérifie le point 1. mais ne vérifie pas le point 2. de
la définition : a chaque élément x non nul de E = R4, on ne peut pas
associer un unique élément de F =R car les couples (x,/x) et (x,—+/x)
sont éléments de Go. Ce triplet ne définit donc pas une application de E
dans F'.

REMARQUE 5 — Pour définir une application f : E — F, il suffit de préciser comment, a chaque élément
x de E, est associée son image f(x) dans F. C’est le principe de la notation f: E — F ; x +— f(x).

C’est désormais ainsi que nous définirons et manipulerons les applications.
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2.1. APPLICATIONS

EXEMPLES 6

o Soit E un ensemble. On appelle application identité de E, notée idg, Uapplication définie par

r — T

Soient E et F' deuzx ensembles. Soit a un élément de F. On appelle fonction constante égale d a
Uapplication définie par

f+ E — F.
xr — a

Soient E et F' deux ensembles tels que E C F. On appelle injection canonique de E dans F
Uapplication définie par
i: E — F .
r —
Soient E un ensemble non vide et A une partie de E. On appelle fonction indicatrice de A,
notée 1 4 la fonction définie par

1,: F — {0,1}
lsizxe A
T
Osiz ¢ A
La fonction exponentielle exp: R — R est une application de R dans R. La fonction
r — €
logarithme In: ]0;400] — R est une application de |0;+oo| dans R.
r +— Inz

REMARQUE 7 — Pour vérifier qu’une fonction f: E — F définie par x — f(x) est bien définie, il faut
vérifier les deux points suivants :
1. tout élément de E doit posséder une image et une seule,

2. cette image doit étre dans F.

EXEMPLES 8

1
e La relation f: R — R ;  — — n’est pas une application car 0 n’a pas d’image par f. Mais la
x

1
relation g : R* — R ; x —— — est bien une application.
x
e La relation f: U — R ; z —— arg(z) n’est pas une application car tout élément de U posséde une
infinité d’images car argument d’un nombre complexe est défini modulo 2.

o La relation f: R — Ry ; > 22 + 22 + 1 est une application car pour tout x € R, = a une seule
image par f, égale & v2 +2x + 1, et 2% + 20+ 1 = (z + 1)2 > 0 donc f(z) € Ry.

DEFINITION 9
Deux applications [ et g sont dites égales si elles ont :

1. le méme ensemble de départ F,

2. le méme ensemble d’arrivée F,

3. le méme graphe : pour tout x € E, f(x) = g(x).
On note f = g.

EXEMPLE 10 — Les applications f : R — R ; o —— 22 et g : Ry — R ; x — 22 ne sont pas égales
car elles nont pas le méme ensemble de départ.
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2.1. APPLICATIONS

2.1.2 Restrictions et prolongements

DEFINITION 11
Soient F et F' deuz ensembles. Soit A une partie de E. Soit f : B — F une application. On appelle
restriction de f a A, lapplication, notée f|4, définie par

f|A5 A — F

EXEMPLE 12 — La fonction f : R — R définie pour tout x € R par f(x) = 2 n’est pas strictement
croissante mais la restriction fir, de f a Ry [est.

DEFINITION 13
Soient E et F' deux ensembles. Soit A une partie de E. Soit f : A — F une application. On appelle
prolongement de [ a E, toute application g de E dans F telle que, pour tout élément x de A, g(x) = f(z).

Un tel prolongement vérifie g 4 = f. Il n’est bien stir pas unique. On parlera donc d’un prolongement et
non du prolongement.

sin(x)

EXEMPLE 14 — On peut prolonger Uapplication f : R* — R définie pour tout x € R* par f(x) =
x
sur R en fixant une valeur en 0. Par exemple, l'application suivante est un prolongement de f sur R :

f: R — R

sin(x)

six #£0,

1six=0

T

sin(x)

La valeur choisie en 0 est 1. Il s’agit de la limite de lorsque = tend wvers 0. L’intérét de ce

prolongement parmi les autres est que la fonction f ainsi définie est continue sur R.

2.1.3 Composée d’applications

DEFINITION 15
Soient E, F' et G trois ensembles. Soient f : E — F et g : F — G deux applications. La composée
go f \FREUf M gHIE &\ est Uapplication définie par :

gof: E — G

On pourra retenir le schéma suivant :
E / F g G
—_ —_

T 9ef

13



2.1. APPLICATIONS

REMARQUES 16

o Avec les notations ci-dessus, g o f est bien définie mais ce n’est pas forcément le cas de fog : on
doit s’assurer que pour tout x € F, g(x) € E afin de powvoir appliquer f.

e Si E =G alors go f et fog sont bien définies mais en général, ces deux applications ne sont pas
égales : go f # fog. On dit que la composition o n’est pas commutative.

@ On fera donc attention a 'ordre : pour calculer (g o f) (z), on calcule d’abord f(x) puis g(f(x))
EXEMPLE 17 — Soient f et g deux applications définies par

f+ R — R et g: R — R
x — x2 r — x+1

Pour tout x € R, on a (go f)(z) = g(f(z)) = f(z) +1 =2 +1

et (fog)(@) = f(9() = (9())" = (@ +1)? =22 + 20 + 1.
Donc go f et fog ne sont pas égales.

REMARQUE 18 — Par abus, lorsque l'on a deux applications f : E — F et g: H — G avec seulement
F C H (au lieu de ' = H ), on utilise aussi la notation g o f pour désigner la composée g|p o h.

Prorosition 19
Soient E, F', G et H des ensembles. Soient f : E — F, g: F — G et h: G — H trois applications.
Alors

e o est associative : (hog)o f=ho(go f).
° ldEOf:fOldE:f

Preuve —

o Soit s € B, Ona ((hog)o f)(@) = (hog)(7(@) =h(9(f®) ) =h((g0 N @) = (ho g0 1) (@)
D’ou le premier point.

e Soit z € E. Ona (idgo f)(z) =idp(f(2)) = f(z) = f(idp(z)) = (foidp) (z).

D’ou le second point.

O

NOTATION Soient £ un ensemble non vide et f une application de E dans E. On peut composer f avec
elle-méme autant de fois que 1'on veut.

On note ainsi pour tout n € N*, f* = fo f...o f et fO =idg.
—

n fois

% En général, la composition o n’étant pas commutative, si f et g sont deux applications d’un ensemble
E dans lui méme, (go f)™ # g™ o f™. Mais si f et g commutent, alors (go f)" = g™ o f™.
EXEMPLES 20
e Soit Uapplication f : R — R définie, pour tout x € R, par f(z) =z + 1.
Pour tout n € N et tout x € R, f*(z) = (((x+1)+1) +> +1=x+n.
e Reprenons l'exemple 17 ou f et g sont deux applications de R dans R définies pour tout x € R, par
flx)=2% et g(x) =2+ 1.
On a vu que pour tout x € R, (go f)(x) = 2*+1, donc (gOf)Q(x) = (gof)(z®+1) = (a®+1)?+1 =
x4 4 222 + 2.
De plus, pour tout x € R, f2(z) = z* et g*(z) = x + 2. Donc (g% o f?)(z) = g*(a*) = 2* + 2.
Donc (g0 f)2 # o f2.

14



2.2. IMAGE DIRECTE, IMAGE RECIPROQUE

2.1.4 Familles

DEFINITION 21
Soient E et I deuzr ensembles. On appelle famille d’éléments de E indexée par I, toute application
x:I — E. On la note (x;)icr, ot pour tout i € I, x; = x(i).

Lélément x; de la famille (x;);cr s’appelle le terme d’indice i.

EXEMPLE 22 — Une famille (z1,...,2,) d’éléments de E correspond donc a Uapplication x : [1,n] — E
telle que pour tout i € [1,n], z(i) = x;.

DEFINITION 23
Soit E un ensemble. Une suite d’éléments de E est une famille d’éléments de E indexée par N. On la
note souvent (U )neN-

EXEMPLE 24 — L’ensemble des suites réelles est ’ensemble des applications de N dans R, noté RN,

2.2 IMAGE DIRECTE, IMAGE RECIPROQUE

2.2.1 Image directe

DEFINITION 25
Soit f: E — F une application. Soit A une partie de E.

e On appelle image directe de A par f \5E& ATEHUET fRI5\, notée f(A), lensemble des images par
f des éléments de A :

fLA)={yeFl3zecAy=f(r)} ={f(z) |z e A}

e L’image de E tout entier par f est simplement appelée image de f. Elle est souvent notée Im(f) plutit

que f(E).

<

B A
V> )] @ L 1

! ]’ £(4),

L’image de f correspond & I’ensemble des éléments de F' qui ont au moins un antécédent par f. En général,
si f: E — F, l'inclusion Im(f) C F' est stricte.
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2.2. IMAGE DIRECTE, IMAGE RECIPROQUE

@ Siz € A alors f(x) € f(A) mais la réciproque est fausse : f(x) € f(A) n’implique pas = € A (voir le
schéma ci-dessus).

EXEMPLES 26

e L’image de lapplication identité idg est E.

e Soit f : R — R Uapplication définie, pour tout x € R, par f(x) = z2.

Alors f([-2,2]) =[0,4], f([-1,2]) =[0,4] et Im(f) = R..
Plus généralement, pour déterminer l’ensemble image d’une fonction f : I — R ou I est un
intervalle de R, on étudie les variations de f et sa continuité.

e Soit f : C — R Uapplication définie, pour tout = € C, par f(z) = Im(z)?. L’image de f est
Uensemble Ry : Im(f) = Ry.
Preuve — Montrons ce résultat par double-inclusion.
Pour tout z € C, Im(z) € R et donc Im(2)? € R4. Donc Im(f) C Ry.
Réciproquement, soit © € Ry. Posons z = iy/x € C. Alors Im(z) = /z et donc f(z) = (\/5)2 =x. Donc z € Im(f).
D’ou Ry C Im(f). O

o L’image de w7 = {rk,k € Z} par Uapplication sin : R — R est égale a {0}. L’image de [0,27] est
[—1,1], celle de [—57 g] est aussi [—1,1].

DEFINITION 27
Soient f : E — F une application et B un sous-ensemble de F. On dit que f est a valeurs dans B si
Iimage de f est incluse dans B : Im(f) C B.

Autrement dit, pour tout x € E, f(x) € B.

PROPOSITION 28
Soit f: E — F une application. Soient A et B des parties de E.

1. Si A C B alors f(A) C f(B).
2. f(AUB) = f(A) U f(B).
3. f(AnB) C f(A) N f(B).

REMARQUE 29 — Les propriétés 2. et 3. se généralisent & une famille quelconque de parties de F.

Preuve —
1. Supposons A C B. Montrons que f(A) C f(B). Soit y € f(A).
Par définition de f(A), il existe z € A tel que y = f(z). Or A C B, donc z € B. Donc y = f(z) € f(B).
D’ou f(A) C f(B).
2. > Montrons que f(AU B) C f(A)U f(B).
Soit y € f(AU B). Par définition de f(AU B), il existe x € AU B tel que y = f(x).
1t cas : ¢ € A. Alors y = f(x) € f(A). Or f(A) C f(A)U f(B). Donc z € f(A)U f(B).
27d cas : x € B. Alors y = f(z) € f(B). Or f(B) C f(A)U f(B). Donc z € f(A)U f(B).
Dans tous les cas, x € f(A) U f(B). Donc f(AUB) C f(A)U f(B).
< Réciproquement, montrons que f(A) U f(B) C f(AU B).
On a A C AU B donc, d’apres le deuxiéme point, f(A) C f(AU B).
De méme, comme B C AU B, f(B) C f(AUB).
Donc f(A U B) contient f(A) et f(B). Or f(A) U f(B) est le plus petit ensemble qui contient f(A) et f(B), donc
f(A)Uf(B) C f(AuB).
De ces deux points, on obtient le résultat.
3. Soit y € f(AN B). Par définition de AN B, il existe z € AN B tel que y = f(x).
Comme ANBC A,z € Aety= f(x) € f(A).
Comme ANB C B,z € Bety= f(z) € f(B).
Donc z € f(A)N f(B).
D’ou le résultat.
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2.2. IMAGE DIRECTE, IMAGE RECIPROQUE

O

@ Attention, linclusion f(AN B) C f(A) N f(B)
peut étre stricte, comme le montre le schéma suivant.
On peut également considérer ’exemple suivant :
sin ([0, 27]) Nsin ([—m, 7]) = [—1,1]

et sin ([0, 27r] N [—m, 71]) = [0, 1].

REMARQUE 30 — On ne peut en général rien dire sur f (CEA) et Crf(A).
EXEMPLE 31 — Soit f : R — R application définie, pour tout x € R, par f(z) = z2. Soit A = [—1;3].
On a CA =]—o00,—1[ U ]3, 400l

Donc f (CA) =]1,+oo| et Cf(A) =C[0,9] =]—00,0[ U ]9,+00[. Il n’y a donc aucune inclusion entre ces
ensembles.

DEFINITION 32
Soient E un ensemble et A une partie de E. Soit f : E — E une application. On dit que A est stable

par f si f(A) C A.
Autrement dit, pour tout x € A, f(x) € A.

EXEMPLE 33 — L’intervalle [—1,1] est une partie stable par la fonction f: R — R ; x — 2.

2.2.2 Image réciproque

DEFINITION 34

Soit f : E — F une application. Soit B une partie de F. On appelle image réciproque de B par f \%
& BLERLES R HIRIZ | notée f~1(B), l'ensemble

f7(B)={z € E| f(z) € B}.

f~1(B) correspond & I’ensemble des éléments de E dont I'image par f appartient & B. C’est aussi I'ensemble
des antécédents des éléments de B par f.

REMARQUE 35 — Si f : E — F, on a toujours f~1(F) = E.
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2.2. IMAGE DIRECTE, IMAGE RECIPROQUE

REMARQUES 36

e Pour chercher limage réciproque par une application f : R — R d’un singleton {y}, on résout
Uéquation f(x) =y d’inconnue x,

e Pour chercher l’image réciprogue par une application f: R — R d’un intervalle [a,b], on résout
Uinéquation a < f(x) <b.

L’image directe d’un singleton est un singleton : f({z}) = {f(x)}, mais on ne peut rien dire sur I'image
réciproque d’un singleton f~!({y}), qui correspond & I’ensemble des antécédents de y : cela peut étre
un singleton, un ensemble & plusieurs éléments, E tout entier (si f est constante égale & y) ou encore
I’ensemble vide (si y n’a pas d’antécédent).

EXEMPLES 37
e Soit f: R — R lapplication définie, pour tout x € R, par f(x) = 2%, Alors f=1([0,4]) = [-2,2],
fH(=2,4) = [-2,2], f7H([-2,-1]) = 0,/ ([9, +oo]) =] — 00, 3] U [3, +o00].
o L’image réciproque de Ry par l'application exp est R.

e L’image réciproque de {1} par la fonction sin : R — R est [’ensemble g + 2nZ. L’tmage réciproque

de {2} est l’ensemble vide. L’image réciprogue de [0,1] est U [2km, (2k + 1)7].
kEZ

PROPOSITION 38
Soit f: E — F une application. Soient A et B des parties de F.

1. Si AC B alors f~Y(A) C f~Y(B).
2. f7HAUB) = f~H(A)UfHB).
3. fTHANB) = fTH(A) N fH(B).
4 71 (CpA) = Caf~1(A).

Preuve —
1. Supposons A C B. Soit z € f~1(A).
Alors f(z) € A. Or A C B, donc f(z) € B. Donc = € f~(B).
Donc f~1(A) C f~1(B).
2. Soit z € E.
z€fTH(AUB) & f(z) e AUB & f(zr) € Aou f(z)eBeze fl(A)ouxe f7I(B)eze fHAUFL(B).
D’ou le deuxieme point.
3. Soit z € E.
z€fTHANB) & f(z) € ANB& f(z)€Aet fz)eBowaxec fl(Aetxec fTHB)sze f~HA)Nf1B).
D’ou le troisieme point.
4. Soit z € E.
z€ f1CgA) o f(z) eCpA s f(x) ¢ A xd f1(A) <z clpf1(A).

D’ou le quatrieme point.

PROPOSITION 39
Soit f : E — F une application. Soient A une partie de E et B une partie de F.

1. AcC fH(f(A).
2. f(f~'(B)) c B.
Preuve —

1. Soit = € A. Alors f(z) € f(A). Donc z € f~1 (f(A)). D’ou le premier point.

2. Soity € f (f’l(B)). Alors il existe 2 € f~1(B) tel que y = f(z). Comme z € f~1(B), f(x) € B. Doncy = f(z) € B.
D’ou le second point.

O

Le deuxieme point nous dit que 'image d’un antécédent d’un élément de B est dans B.
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2.3. INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BILJECTIVITE

@ Les inclusions sont strictes comme on peut le voir sur les schémas suivants.

e AC f71(f(A)) et l'inclusion est stricte :

E f P E f P E

‘! | > L] s

N[ [ A

f(f~1(B)) C B et I'inclusion est stricte :

E f r E
i
™ B

On peut également prendre les exemples suivants :

[0,27] C R = cos™! (cos([0,27])) et cos (cos™}(R)) = [-1,1] C R.

2.3 INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BIJECTIVITE

2.3.1 Injectivité
DEFINITION 40

On dit qu'une application f : E — F est injective \ .41\ si tout élément de I’ensemble d’arrivée F a
au plus \%\ un antécédent dans E par f.

E E

Injective Non injective

Injective Non injective
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2.3. INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BILJECTIVITE

PROPOSITION 41
Soit f: E — F une application. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est injective,
2. Pour tout (u,v) € E?, si f(u) = f(v) alors u = v,
3. Pour tout (u,v) € E?, siu # v alors f(u) # f(v).

Preuve — e Supposons f injective. Soit (u,v) € E? tel que f(u) = f(v). Posons y = f(u) = f(v). Les éléments u et v sont
deux antécédents de y. Or, par définition d’une application injective, y a au plus un antécédent par f. Donc u = v.

e Réciproquement, supposons que pour tout (u,v) € E2, si f(u) = f(v) alors u = v. Soit y € F. Supposons, par ’absurde,
que y possede au moins deux antécédents distincts par f. Alors il existe deux éléments ug et vg de E distincts tels que
y = f(uo) = f(vo). Donc, par hypothése, up = vo, ce qui est absurde. Donc y posséde au plus un antécédent dans E par f.
Tout élément de F' possede donc au plus un antécédent et f est donc injective.

e Le point 2 est équivalent au point 3 par contraposée. O

Le deuxieme point dit que si les images de deux éléments sont égales alors les éléments sont égaux. Le
troisieme point dit que deux éléments différents ont des images différentes. Cette derniere formulation
est plus simple & comprendre mais plus difficile & manipuler en pratique. On privilégiera donc plutét le
deuxieme point pour démontrer qu’une application est injective.

METHODE 42 — Pour montrer qu’une application f n’est pas injective, on montre qu’il existe deux
éléments u et v de E distincts tels que f(u) = f(v), en donnant explicitement les éléments u et v.

EXEMPLES 43

2

e L’application f: R — R définie pour tout x € R par f(x) = x* n'est pas injective.

Preuve — En effet, en prenantu =1 etv=—1, on au #v et f(u) = f(v) =1. O

o L’application g : C\ {1} — C définie pour tout z € C\ {1} par g(z) = & +i est injective.
- —

Preuve — En effet, soit z1 et zo deuz éléments de C\ {1} tels que g(z1) = g(22). Montrons que z1 = z3.
On a z1+1 _ zo +1
z1—1 zo — 1
Donc g est injective. O

, et aprés calculs, z1(1+ 1) = z2(1 4+ 4). Donc z1 = z2.

e Soient E et F' deux ensembles tels que E C F. L’application identité idg et l'injection i : E — F
définie pour tout x € E par i(x) = x sont injectives.

PROPOSITION 44
Soit I un intervalle de R. Soit f : I — R une application a valeurs réelles. Si f est strictement monotone
sur I alors f est injective.

Preuve — Supposons f strictement monotone. Quitte & considérer — f, supposons f strictement croissante. Montrons que f
est injective.

Soient u et v deux éléments de I tels que f(u) = f(v).
Si u < v alors par stricte croissance de f, f(u) < f(v), ce qui est absurde.

Si w > v alors par stricte croissance de f, f(u) > f(v), ce qui est absurde.

Donc finalement, u = v et ’application f est injective. O

@ La réciproque est fausse comme le montre la représentation
graphique suivante :

EXEMPLE 45 — La fonction exp : R — R est strictement croissante sur R donc injective.

20



2.3. INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BILJECTIVITE

PROPOSITION 46
Soient f : E — F et g: F — G deux applications.

e Si f et g sont injectives alors g o f est injective.

o Sigo f estinjective alors f est injective.

Preuve —
e Supposons f et g injectives. Montrons que g o f est injective.
Soient u et v deux éléments de E tels que (go f) (u) = (go f) (v). Alors g (f(u)) = g (f(v)). Par injectivité de g, on a
donc f(u) = f(v), puis par injectivité de f, on obtient u = v.
Donc g o f est injective.
e Supposons g o f injective. Montrons que f est injective.

Soient u et v deux éléments de E tels que f(u) = f(v). Alors g (f(u)) = g (f(v)), soit encore (go f) (u) = (go f) (v).
Par injectivité de g o f, on en déduit que u = v.
Donc f est injective.

O

% Dans le deuxieme point, I’application g n’a aucune raison d’étre injective. Par exemple, en considérant
f:R—R; 2+ exp(x) et g: R — R ; o — z2, I'application g o f est injective mais g n’est
évidemment pas injective!

2.3.2 Surjectivité

DEFINITION 47
On dit qu'une application f : E — F est surjective \ii5f\ si tout élément de ’ensemble d’arrivée F a
au moins \2/\ un antécédent dans E par f.

Surjective Non surjective

Y

Surjective Non surjective

PROPOSITION 48
Soit f : E — F une application. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est surjective,

2. Pour tout élément y de F, il existe un élément x de E tel que y = f(z),
3. Im(f) = F.

Preuve —
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2.3. INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BILJECTIVITE

e Par définition de la surjectivité, f est surjective si et seulement pour tout élément y de F, y admet un antécédent
z € E par f, soit si et seulement si pour tout y € E, il existe z € E tel que y = f(z).

e Onalm(f)={ye F |3z e E,y= f(x)}.
Donc Im(f) = F si et seulement pour tout y € F, il existe z € E tel que y = f(z).

O

REMARQUE 49 — Soit f : E — F une application. L’application induite par f de E sur Im(f), définie
par E — Im(f) ; z — f(x), est surjective.

METHODE 50 — Pour montrer qu’une application f : E — F est surjective, on peut montrer que pour
tout y € F, l’équation y = f(x) d’inconnue = admet au moins une solution dans E.

EXEMPLES 51

o L’application f : R — R définie pour tout x € R par f(x) = 2 n’est pas surjective car par evemple
—1 n’a pas d’antécédent par f. Mais lapplication induite par f de R sur son image R est surjective.

o Liapplication g : R — U définie pour tout 0 € R par g(0) = ¥ est surjective.

e Soit E un ensemble. L’application idg est surjective.

REMARQUE 52 — Il existe des applications qui ne sont ni surjectives, ni injectives, comme la fonction
carré de R dans R.

PROPOSITION 53
Soient f : E — F et g: F — G deux applications.

o Si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.

o Sigo f est surjective alors g est surjective.

Preuve —

e Supposons f et g surjectives. Montrons que g o f est surjective.
Soit z € G. Par surjectivité de g, il existe y € F' tel que z = g(y). Puis, par surjectivité de f, il existe z € F tel que
y = f(2). Donc z = g (f(2)) = (g0 f) ().
On a donc prouvé l'existence d’un élément  dans E tel que z = (g o f) (x). L’application g o f est donc surjective.
e Supposons g o f surjective. Montrons que g est surjective.
Soit y € G. Par surjectivité de go f, il existe t € E tel que y = (g o f) (t), c’est-a-dire y = g (f(¢)). En posant = f(¢),
on a donc y = g(z) avec z € F.
On a donc prouvé Iexistence d’un élément x dans F' tel que y = g(z). L’application g est donc surjective.

O
@ Dans le deuxieme point, ’application f n’a aucune raison d’étre surjective. Par exemple, en considérant
b )

f:R—R;zr—e*—1letg:R— Ry ; z+— 22 Iapplication go f : R — R, est surjective mais
f n’est évidemment pas surjective.
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