EcoLE CENTRALE DE PEKIN COURS : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

CORRIGE DU TD N° 4

Equations différentielles

14 OCTOBRE 2020

Exercice 1. Résoudre sur R les problemes de Cauchy suivants :

Y’ —2v2y + 2y =0, y' —4y' +5y =0,
L q y(0)=2, (Z) _
y(0)=3 20 vg) =k

Correction partielle. Détails dans la feuille Equadiff TD4NotesEx1a3

1. La solution sur R du probléme de Cauchy est
R—R; t— (2+ (V3 —2v2t)) V2.
2. La solution sur R du probléeme de Cauchy est
R — R ; t — (cos(t) + sin(t))e? ™.
Exercice 2. Résoudre sur R les équations différentielles suivantes :
Ly" =2y +y=(t—1),
2. 9" =3y —dy=t+e?,
3.y — 4y + 3y = (2t + 1)sh(¢),
4.y +y=-sind(t) + 1.

Correction partielle. Détails dans la feuille Equadiff TD/NotesFx1a3
t 1a_ 1o\ ¢ 2
1. Si =R —R; t — (A1 + Aat)et + Et —§t et | (A1, A2) €R

1 3 1
2. So = {R—)]R; t»—))qe*t—‘r)qe‘lt—zt—i-ﬁ—gte*t | (Al,A2)6R2}

1 1 1 5
3. S3 = {R*)R; t—s Arel + hoedt + (71t2 — 57&) et 4+ <f§t7 §> et (A1, A2) GRQ}

1
4. 8 = {R — R t —> A cos(t) + Agsin(t) + 1 — gtcos(t) + = sin(3t) | (A1, A2) € RQ}

Exercice 3 (Des équations issues de la physique).

1. Soient @) et wy deux réels strictement positifs. Déterminer ’ensemble des solutions définies sur R de
I’équation suivante en discutant sur les parametres wp et @ :

wo
Q
En physique, on appelle Q le facteur de qualité et wy la pulsation propre.

y' + =y +wiy = 0.

2. Soient w et wy deux réels strictement positifs et distincts. Déterminer la solution définie sur R du
probleme de Cauchy
Y’ +w?y = h(t),
y(0) =1,
y'(0) = 0.

avec h(t) = A € R puis h(t) = cos(wpt).



Correction partielle. Détails dans la feuille Equadiff TD/NotesFx1a3
1
1. Le polynéme caractéristique associé & I’équation est X2 + %X + wg =0, de discriminant A = (2w0)2 (W — 1).

1
e SiQ > 3 alors A > 0. Les deux racines réelles du polynome caractéristique sont

et

L’ensemble des solutions est donc

S={R—R;t— e 4 Xge™" | (A1, X2) € R?} .

1
oSiQ:EalorsAZO.

L’ensemble des solutions est

S= {R—HR; s (A1 4+ Aat)e 291 | (A1, o) eRQ}.

1
e SiQ < 3 alors A < 0. Les deux racines complexes conjuguées du polynoéme caractéristique sont

wo . 1
ry=— iwoy /1 — —=
2Q 4Q?
et
U 1 1
rog == —— + iw
2 0 0 102

L’ensemble des solutions est donc

1 1 _ w0
S = {R—HR; t— (Alcos (wo 1-— 4Q2) + A2 cos (wm/l—w))e 2515 | (Al,)\z)ER?}.

2. L’ensemble des solutions de I’équation homogene y”' + w2y = 0 est

Sy = {R — R ; t — A cos(wt) + Ag sin(wt) | (A1, A2) € IR2} .

A
e Si h(t) = A € R alors la fonction ¢t — — est une solution particuliére de I’équation.
w

L’ensemble des solutions de I’équation est donc
. A 2
S=qR—R; t+— Apcos(wt) + Azsin(wt) + — | (A1, A2) €R7 ¢
w
Apres calculs, on trouve alors que la solution du probléme de Cauchy est ’application

A
R—R; t+—r (1 — —) cos(wt).
w2

1
—— cos(wot) est une solution particuliere.
—w

e Si h(t) = cos(wot), on trouve que p(t) = —
w
0

L’ensemble des solutions de I’équation est donc

1
S = {R — R; ¢t A1 cos(wt) + Az sin(wt) + ———— cos(wot) | (A1, A2) € RQ} .

2 _
w wo

Apres calculs, on trouve alors que la solution du probleme de Cauchy est 'application

cos(wot) — cos(wt)

2 _ 2
w wO

R — R; t— cos(wt) +

Exercice 4. Déterminer I’ensemble des fonctions f : R — R de classe C! telles que, pour tout = € R,

f'(@) = —f(=a).



Soit f : R — R une fonction de classe C! telle que pour tout = € R, f'(z) = —f(—x).

Alors f étant de classe C!, I'application & — — f(—x) I’est aussi et donc f’ I’est également. On en déduit que f est de classe
C? sur R. En dérivant la relation vérifiée par f, on obtient alors, pour tout = € R,

[ (@) = f'(-),
soit en utilisant que f'(—z) = —f (=),

f'(@) = = f(=),

f est donc solution de I’équation différentielle linéaire scalaire homogene du deuxiéme ordre & coefficients constants
y// +y=0.
L’ensemble des solutions de cette équation est

Sp={R—R; 2+ A cos(z) + Aesin(@) | (A1,h2) € R?} .

Il existe donc (A1, A2) € R? tel que, pour tout = € R,
f(z) = A1 cos(z) + A2 sin(z).

Dans ce cas, pour tout = € R,
f'(z) = =1 sin(z) + A2 cos(z).
Or, pour tout z € R, f/(z) = — f(—=x).

Donc, pour tout = € R,
—A1sin(z) + A2 cos(z) = —A1 cos(z) + A2 sin(z).

En particulier, pour x = 0, on obtient Ao = —A\y.
Donc, pour tout z € R, f(z) = A1 (cos(z) — sin(z)).
Réciproquement, pour tout A € R, f : z — A(cos(z) — sin(z)) est de classe C! et pour tout = € R,
f'(z) = M= sin(z) — cos(x)) = —A(cos(—z) — sin(—z)) = — f(—=x).
L’ensemble des fonctions vérifiant I’énoncé est donc I’ensemble des fonctions © — A(cos(z) — sin(z)), ou A € R.

Exercice 5. Déterminer I’ensemble des couples (a,b) € R? tels que toute solution de y” + ay’ + by =0
soit bornée.

Le polynéme caractéristique associé & I’équation est X2 4+ aX + b, de discriminant A = a2 — 4b.
On distingue alors les trois cas :

e 1°" cas : A > 0. Notons r; et ra les racines réelles distinctes du polynéme caractéristique. Alors I’ensemble des solutions de
I’équation est
S = {R — R z— Ae"% 4+ X2e™% | (A, X2) € RQ}.

Si r1 ou re est non nul, disons 71, alors la solution & — e"1® n’est pas bornée puisqu’elle tend vers +o0o en Foo selon le
signe de ry.

e 22me cas : A = 0. Notons 7 la racine double du polynéme caractéristique. Alors I’ensemble des solutions de 1’équation est

S= {R—HR; z— (A1z+ A2)e"™ | (A1, A2) ERQ}.

Alors la solution z — xe"® n’est pas bornée.

e 3°™me cas : A < 0. Notons r1 = a + i3 et 72 = a — i3 les racines complexes conjuguées du polyndme caractéristique, avec
(a, 8) € R x R*.

Alors ’ensemble des solutions de I’équation est

S= {R — R; . — (A1 cos(Bz) + A2 sin(Bx))e*™ | (A1, A2) € RQ} .

N . . a
D’apres ’expression du polynoéme, on a o = —3

x

. . _a _a _— .
Or les solutions = — sin(Bz)e” 2% et x +— cos(Bz)e” 2% sont bornées si et seulement si a = 0.

s 2mn
En effet, si a # 0, alors, par exemple, en posant pour tout n € Z*, x,, = % + 7, la quantité suivante tend vers 4+oco en
+o0 selon le signe de a :
ar AT xn

sin(Ban)e” 29n =e 15e 2



Si a = 0 alors tous les éléments de S sont des fonctions bornées comme combinaisons linéaires de  —— cos(f8z) et
x — sin(Bx).

e Conclusion : Ainsi, toutes les solutions de y” + ay’ + by = 0 sont bornées si et seulement si A < 0 et a = 0.

Comme A = a? — 4b = —4b, toutes les solutions sont bornées si et seulement si a = 0 et b > 0.

L’ensemble des couples (a,b) € R? tels que toute solution de y”’ + ay’ + by = 0 soit borné est I'ensemble {(0, b) |be Rj} .



