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Exercices Fondamentaux

Exercice 1. Soit

b a —-d ¢
A= —c d a —b
—d —c b a

avec a,b,c,d € R.
1. Calculer *AA. En déduire det A.
2. Soient a,b,c,d,a’, b/, c,d" € Z. Montrer qu’il existe a”,b",c",d" € Z
tels que :

(a2 —|—b2 —|-62 +d2)(a/2 +b/2 +C’2 +d/2) — a//2 _|_b//2 —|—CH2 —|—d"2

1. YAA = Diag(4,6,6,6) avec § = a? + b2 + ¢ + d%2. Par suite detA =
+ (a2 +0%+ 2 +d2)2. Or b,c,d fixés, par développement de déterminant, 'ex-
pression de det A est un polynéme en a unitaire de degré 4 donc

det A = (a2 +b2+2+ d2)2

2. Avec des notations immédiates : AA’ = A" avec :

a’ = ad —bb —cc —dd
b = abl +ba+cd —dc
" = acd —bd +ca +dv
d’ = ad +bc —cb +dd

Par égalité des déterminants et considération de signes
(a2 + b2 +02+d2)2 (a’2+b’2 42 +d’2)2 _ (a”2+b”2 42 +d’2)
et les quantités suivantes étant positives
(a2 +b2 +02 +d2) (a/2 +b/2 +c2 +d/2) — a//2 +b"2 +c//2 +d”2

avec a’’,b",c",d" € Z par opérations.

2

Exercice 2. Soit n € N*. Calculer

Si St S - S
S1 S2 Sy - S
S1 S S3 -+ S
S S2 S3 - S,

ol pour tout k € [1,n] on a Sk = Zle i.

Via Ly < Ly — Lp—1,Lp—1 < Ly—1 —Lp_9,...,L3 < L3 — Lo,Lo < Lo — L3 (dans cet
ordre)

St St St - St St St - - S

S1 S22 S2 - S2 2 ... ... 2

S1 S2 Sg -+ Sz | = 3 3 | =n
o © Lo

S1 S2 S3 - Sn n

Exercice 3. Calculer

0 1 n
C% Cll tt Cn
n
¢ G- Oy
Dn+1 - . .
0 1 n
On Cn+1 e CZn n4+1
k _ n n!
en notant par C,, = ( k Fn—T)!
3 . k _ k-1 k
Indice : C; =C,”; +C;_;
Cg ct - cn
o ¢ ... opt
D=1 . : :
: : .
o ¢ ... cy 1
En développant selon la premiére colonne
co ... copt
Dn+l =
0 -1
Cn - C3 |,
Via Cp, < Cp, — Cp—1,...,C2 < Ca — C1 et en exploitant CS = CS+1, on obtient
0 —1
Co e CRT
Dpy1 = = Dy,
0 —1
Cn—l C;Ln—Q

n

Finalement D, = 1.

Exercice 4. Pour a € K*, calculer

2a¢ a (0)
D,=|“

S

0) a 2a



En développant par rapport a la premiére colonne, puis par rapport a la premiere ligne
dans le second déterminant on obtient pour n > 2

n = 2(1Dn,1 — a2Dn72~

En fait (Dy,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique r? — 2ar +
a? = 0 de racines double a. On a alors D,, = (An+ p)a™ avec \,p € K Dg =1 et D1 =2a
donnent

Dn,=(n+1)a"

Exercice 5. Soient o € C et

1 « 0

M = € #,(C)
0 o
a 0 1

1. Calculer det M.

2. Déterminer, en fonction de « le rang de M.

1. En écrivant la premiere colonne comme somme de deux colonnes on obtient
det M =1—(—-1)"a™.

2. — Sidet M # 0 alors M est inversible et rg M = n;
— Si det M = 0 alors M n’est pas inversible donc rg M < n. Or M posséde une
matrice extraite de rang n — 1 donc rg(M) =n — 1.
Finalement
n—1 st —aeUp,

rg M = { n sinon

Exercices Supplémentaires

Exercice 6. Soit A € #,(R) telle que : Vi,j € {1,...,n}, a;; € {1,—-1}.
Montrer que : 271 | det A.

En ajoutant la premiere colonne de A a chacune des suivantes, on obtient une matrice dont
les colonnes d’indices 2 jusqu’a n ont pour coefficients 0, 2 ou —2. On peut donc factoriser
2 sur chacune de ces colonnes et ’on obtient

det A =2""1det B

avec B une matrice dont les coefficients sont 0, 1 ou —1 de sorte que det B € Z.

Exercice 7. Soit A € .#,,(C) (avec n > 2) telle que, pour tout X € ., (C),
det(A+ X) =det A+ det X

Montrer que det A = 0, puis que A = 0.
Indice : penser a “J,.".

Pour X = A, la relation det(A + X) = det A 4+ det X donne 2" det A = 2det A et donc
det A = 0. La matrice A n’est donc par inversible et en posant r < n égal a son rang, on
peut écrire A = QJ, P avec P, (Q inversibles et

JT:< © o, )

(6 i)

Puisque A+X = QI, P = QP, lamatrice A+ X est inversible et donc det X = det(A+X) # 0
On en déduit que la matrice J/. est I'identité et donc r = 0 puis A = Oy,

Posons alors X = QJ/.P avec

Exercice 8. Pour (i,j) € [1,n]? on considere a; € R et b; € R tels que
a; + b; # 0. Calculer

_1 - 1 1
a1+bq a1+bn_1 a1+by
1 : : :
D,, = det <+b = i 1 ;
¢ J/1<i,j<n anfi-i-fh an—l‘fbn—l an—i"rbn
an+b1 o antbn_1 an+bn

Traiter en particulier le cas ou Vi € [1,n],a; = b; = i.

Via C1 + C1 — Chp,...,Ch_1 + Cp—1 — Cp puis factorisation
_1 R S |
a1-+by a1+bn 1
_ (b1 —=bp) ... (b1 — bn) : :
Dn = b b 1 1
(a1 +bn).. (an +bn) an7i+bl anfllbn—l
an+b1 T antb,_1
Via Ly < Ly —Ln,...,Lp—1 < L,—1 — Ly, puis factorisation
1 1
a1+by a1+bn 1
o (b1 —bn)...(bnfl—bn) ((11 —an)---(an—l —an)
T (a1 4+bn) ... (an +bn) (an +b1) ... (an + bp_ 1 .1
(a1 ") (an n) (an 1) (an n=1) an_1+b1 ap_1+bn_1
1

Puis développer par rapport a la derniére colonne, on a

_ (b1 —bn)...(bn—1 —bn) (a1 —an)...(an—1 —an)
(al + bn) cen (an + bn) (an +b1) cee (an +bn71)

n—1-



Par conséquent

D, = H1§i<j§n (aj —a;) (bj — b;)
[Ti<ij<n (@i +b5)

Pour le cas ou Vi € [1,n],a; = b; = 4, puisque

[T G-d=12...(n—1)

1<i<j<n

et
H . . n+1)! (n+2)! 2n)!
(i +7) ( 1! 2 2!)”.(71!)

1<i,j<n
on obtient dans le cas particulier
(112!...(n—1)H3n!
(n+1DI(n+2)!...(2n)!

n =

Exercice 9. Soit A1,...,\, € C distincts et P(X) = [[\—, (X — A\;) . Calculer

P(X) P(X) P(X)
X—X X—>x2 0 X=x
1 1 e 1
A(X) =
)\?72 )\372 . )\272

Indice : utiliser le déterminants de Vandermonde.

En développant selon la premiére ligne, on peut affirmer que A est un polynoéme de degré
inférieur A n — 1. Pour k € {1,...,n},
AR =D T Ok = 2) Ve s Ak 5 An) = (D™ V0 (A, )
itk
ol Vy, (a1,...,an) désigne le Vandermonde de (a1,...,an) Le polynéme A coincide en n

point avec le polynéme constant égal & (—1)"T1V,, (A1,...,\p), ils sont donc égaux.




