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1.1 PREMIERES DEFINITIONS ET NOTATIONS

Dans cette premiere partie, nous revenons sur les notions d’ensemble, d’élément, d’appartenance et
d’inclusion.

DEFINITION 1
e Un ensemble E est une collection d’objets, appelés éléments de E.
e On dit que x appartient ¢ FE si x est un élément de l’ensemble E, et on note x € E.

o Deux ensembles E et F' sont égaux s’ils ont les mémes éléments : Vx,(x € E < x € F).
On note E = F.

On privilégie les lettres capitales (E, X, A, ...) pour désigner les ensembles et les lettres minuscules (a, b,
x, ...) pour désigner leurs éléments.

g? Un ensemble n’est pas forcément un ensemble de nombres. Si F est ’ensemble des nombres réels R
alors x désigne un nombre réel, mais si ' est I’ensemble des suites réelles, alors x désigne une suite réelle
ou si F est 'ensemble des droites du plan, alors z désigne une droite du plan.

Il existe plusieurs fagons de décrire un ensemble.

e On peut donner la liste de tous les éléments de I’ensemble E entre accolades { }, les éléments étant
séparés par des virgules. Soit on explicite tous les éléments de E, par exemple E = {a, b, ¢, d}, soit
on en écrit seulement quelques-uns suivis de points de suspension, par exemple E = {x1, s, ..., 2, }.
L’ordre des éléments n’a aucune importance : les ensembles {a, b} et {b,a} sont égaux. De plus, un
élément ne peut pas appartenir plusieurs fois & un ensemble et s’il apparait plusieurs fois dans la
liste, il s’agit en fait du méme élément : les ensembles {a,b,a} et {a,b} sont égaux car ils ont les
mémes éléments. Par convention, chaque élément est généralement énuméré une seule fois.

e On peut définir un ensemble F' par une propriété P qui caractérise les éléments de F' parmi les
éléments d’un ensemble connu E : F' = {z € E | P(z)}. On dit que F est 'ensemble des éléments x
de E tels que x vérifie la propriété P.

Cas particulier : Si F' est un sous-ensemble de E et f est une application' de E dans F, alors
Iensemble {y € F |3z € E, y= f(x)} se note plus simplement {f(z), € E} en remplagant f(x)
par son expression. On dit que c’est 'ensemble des f(z) lorsque = parcourt E.

Par exemple, {22, z € N} = {0%,12,22,32,42, .. .}.

1. La notion d’application sera introduite dans le chapitre 2. Intuitivement, une application de E dans F' associe a chaque
élément de E un élément de F.



1.1. PREMIERES DEFINITIONS ET NOTATIONS

EXEMPLES 2

o L’ensemble E des entiers naturels n tels que n est inférieur ou €gal a 4 peut s’écrire
E={neN|n<4} ou E={0,1,2,3,4}.
e Soitn € N. L’ensemble E des entiers naturels m tels que 1 < m < n peut s’écrire
E={meN|1<m<n}ouFE={1,...,n}.

On utilise également la notation [1,n] pour désigner cet ensemble.

Plus généralement, pour tout n € N et tout p € N tels que n < p, les notations {n,...,p} ou [n,p]
désignent [’ensemble des entiers naturels compris entre n et p.

e L’ensemble P des entiers naturels pairs peut s’écrire
P ={peN|p estpair } ou P ={2k, k €N},

Cet ensemble est encore noté parfois 2N.

o L’ensemble des nombres réels x tels que 0 < x < 1 peut s’écrire
{zreR|0<x <1}

Il s’agit de Uintervalle noté [0, 1].
Plus généralement, pour tout a et tout b éléments de R, 'ensemble {x € R | a < x < b} est lintervalle
noté [a,bl.

DEFINITION 3

e On appelle ensemble vide \=%E\, noté (), l'ensemble ne contenant aucun élément.

e Un ensemble constitué d’un unique élément x est appelé un singleton \ 705\, Il est donc de la forme

{z}.
e Un ensemble constitué de deuxw éléments distincts a et b est appelé une paire \ - JLE A\, 1l est donc

de la forme {a,b}.

REMARQUE 4 — On a bien sir {a,b} = {b,a}.

DEFINITION 5
Soient E et F' deux ensembles.

e On dit que E est inclus \ .77\ dans F si tout élément de E est un élément de F :

Ve, (t € E=x €F) ouencoreVx € E, x € F.

On note E C F. On dit aussi que E est une partie (ou un sous-ensemble) de F'.
e On dit que E est strictement inclus dans F si E C F et E # F.

METHODE 6 — Ainsi, pour démontrer que E est inclus F, on commence par se donner un élément
quelconque © de E en écrivant « Soit x € E. » Il s’agit ensuite de montrer que = est un élément de F'.

EXEMPLES 7
o Tout ensemble E est inclus dans lui-méme : E C E.
o L’ensemble vide est inclus dans tout ensemble E : ) C E.

L’ensemble {a,c} est strictement inclus dans l’ensemble {a,b,c} : {a,c} C{a,b,c}.

NcCcZcQcRCcC, les inclusions étant strictes.
[0,1] C R.
{2p|pe N} CN.



1.2. ENSEMBLE DES PARTIES D’'UN ENSEMBLE

@ Il ne faut pas confondre l'appartenance et l'inclusion : on a 2 € {2,4,5} mais 2 ¢ {2,4,5}, et
{2} € {2,4,5} mais {2} ¢ {2,4,5}.
Le résultat suivant, élémentaire, est tres utile en pratique.

PRroPOSITION 8 (Principe de double-inclusion)
Soient E et F' deux ensembles. On a E = F si et seulement si E CF et FF C E.

METHODE 9 — Pour prouver 1’égalité de deuz ensembles E et I,

e soit on raisonne par équivalence en montrant la propriété :
Ve, (x e E< € F)
e soit, et c’est le plus courant, on utilise le principe de double-inclusion en montrant les deux propriétés :

Vee E,xeF e VreF, zek.

Ilustrons cette méthode sur deux exemples, I'un utilisant un raisonnement par équivalence, 'autre le
principe de double inclusion.

EXERCICE 10 —
2im

o Montrer que {z € C* |z = 2%} = {1,4,7°}, ou j =e75 .
Preuve — Raisonnons par équivalence. Posons A = {z € C* | z = 22}
Soit z € C*. Il existe r €RY et 0 € R tels que z = ret?.

2

Ainsi, z € A si et seulement si Z = z —i0 — 2,210
seulement si re3¥ =1,

3i0 _

, soit encore si et seulement si re , et r étant non nul, si et

Or re 1 si et seulement sir =1 et 30 = 0 [27] soit encore, r =1 et 6 = 0 [27/3].

Donc z € A si et seulement si z € {1,j,j2}.
Dioii {z € C* | 2 = 22} = {1,4, 72} H
e Soient a et b deux réels tels que a < b.

Montrer que
[a,b] = {(1 —t)a+tb|te0,1]}.

Preuve — On exclut le cas trivial ot a =b et donc [a,b] = {a}, et on suppose dans la suite que a # b.
Raisonnons par double-inclusion.

> Soit x € [a,b]. Posons tg = P, bien défini car b —a # 0, de sorte que © = (1 — tg)a + btg. Comme a < x < b,
—a

onal0<xz—a<b—a etdonc, b— a étant strictement positif, 0 < F < 1, soit encore 0 < tg < 1. Donc
z=(1—to)a+tob€ {(1 —t)a+tb|te[0,1]}.

D’ot Uinclusion [a,b] C {(1 —t)a+tb|t € [0,1]}.

< Réciproquement, soit x € {(1 —t)a+tb |t € [0,1]}. Il existe tog € [0,1] tel que x = (1 — to)a + tob.

On a0<tyg<1etdonc0<1—tyg<1. Del’inégalité a < b et par positivité de ty et de 1 —tg, on a toa < tob et

(1 —to)a < (1 —tg)b. On obtient donc (1 —tg)a + toa < (1 —to)a + tob < (1 — to)b + tob, soit aprés simplification
a <z <b. Donc x € [a,b].

Dot la seconde inclusion {(1 — t)a + tb,t € [0,1]} C [a,b].
De ces deux points, il vient [a,b] = {(1 —t)a+tb |t € [0,1]}. ]

1.2 ENSEMBLE DES PARTIES D'UN ENSEMBLE

Dans cette partie, aprés avoir introduit 'ensemble P(E) des parties d’un ensemble, nous étudions différentes
opérations dans P(E) et leurs propriétés.

Dans toute cette partie, E désigne un ensemble et A, B et C désignent des parties (ou sous-ensembles) de
E.



1.2. ENSEMBLE DES PARTIES D’'UN ENSEMBLE

1.2.1 Définition

DEFINITION 11
On note P(E) l’ensemble des parties \F5\ de E : P(E) = {A| AC E}.

P(E) est donc 'ensemble dont les éléments sont les sous-ensembles de E : A € P(E) < A C E. Ainsi,
une partie A de E est a la fois un sous-ensemble de E' (A C E) et un élément de P(E) (A € P(E)).

EXEMPLES 12
o Considérons l’ensemble E = {0,1}. Les parties de E sont celles a 0 élément, 0, celles o un élément,
{0} et {1}, et celles a deux éléments, E = {0,1}.
Donc P(E) = {0,{0},{1},{0,1}}.
e Si E =0 alors P(E) = {0} et donc P(E) n’est pas vide.
e OnaQCRetQePR).
e OnameR, {r} CR et {n} € PR).

REMARQUE 13 — Puisque que EC E et 0 CE, on a E € P(E) et ) € P(E). Ainsi, P(E) n’est jamais
vide.

1.2.2 Union et intersection de deux parties

DEFINITION 14 (Union, intersection)

e On appelle union \ 52\ de A et B, notée AU B (se lit « A union B »), l’ensemble des éléments de
E appartenant soit a A, soit @ B :

AUB={zx € E|x € A oux € B}.

e On appelle intersection \ 25\ de A et B, notée AN B (se lit « A inter B »), l’ensemble des éléments
de E appartenant a la fois a A et a B :

ANB={zxe€eE|xz€Aectxe B}

Union Intersection

PROPOSITION 15
e L’union AU B vérifie :

— ACAUB et BCAUB.

— SiAcCetBcCC alors AUBCC.

On dit que AU B est le plus petit ensemble au sens de l'inclusion qui contient A et B.

e L’intersection AN B vérifie :

— ANBCAet ANBCB.

— SiCCAetCCBalorsCCANB.

On dit que AN B est le plus grand ensemble au sens de inclusion qui est inclus dans A et dans B.



1.2. ENSEMBLE DES PARTIES D’'UN ENSEMBLE

Preuve — Démontrons le premier point.

— Les propriétés A C AU B et B C AU B sont évidentes car, par exemple, si z appartient & A alors il appartient & A ou & B
(puisqu’il appartient & A!), et donc & AU B.

— Supposons que A C C et B C C. Soit x € AU B. Montrons que AU B C C.
Par définition de 'union, x € A ou = € B.

1¢r cas : € A. Alors x € C car par hypothese A C C.

2nd cas : ¢ € B. Alors x € C car par hypothése B C C.

Donc dans tous les cas, x € C.

Donc AUB C C.

REMARQUE 16 — On en déduit facilement les inclusions et égalités suivantes.
e ANBCACAUBetANBCBCAUB.
e AUP=Aet AND=0, AUE=FE et ANE = A.
e SiACBalors AUB=B et ANB=A.

DEFINITION 17
On dit que A et B sont disjoints si AN B = ().

L’union AU B est alors souvent notée AU B.

Deux ensembles sont disjoints si et seulement s’ils n’ont aucun élément en commun. Attention, deux
ensembles peuvent étre distincts (c’est-a-dire qu’ils ne sont pas égaux) mais non disjoints : A = {1,2,3}
et B = {3,4,5} sont distincts car ils n’ont pas les mémes éléments mais ils ne sont pas disjoints car 2
appartient a A et a B.

Les propositions 18 et 19 découlent directement des propriétés usuelles des connecteurs logiques « et » et
« ou ». Elles se visualisent facilement sur des dessins.

PROPOSITION 18 (Commutativité \ “Z#:1H\ | associativité \ 45 & 1HE\)

e U et N sont commutatives : AUB=BUA et ANB=BnNA.

e U et N sont associatives : (AUB)UC =AU (BUC) et (ANB)NC=AN(BNC).

Preuve — Traitons, par exemple, la premiere égalité du deuxieme point, découlant de I’associativité de 'opération logique
”ou” V. Les autres se démontrent en suivant le méme modéle.

Soit = € E.
r€ (AUB)UC & z€(AUB)ouzeC & (x€AouxzeB)ouz el
Sre€Aou(z€eBouzel)ezeAouze BUC
S re AU(BUQO).
Donc (AUB)UC =AU (BUCQ). |

PROPOSITION 19 (Distributivité \ 7} EL %))

o L’union est distributive sur l'intersection :

AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

o L’intersection est distributive sur ['union :
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

Preuve — La premiére égalité découle de I’équivalence des propositions pV (g A1) et (pV ¢) A (pV r). La seconde égalité
découle de ’équivalence des propositions pA (gV r)et (pAg)V (pAT). O



1.2. ENSEMBLE DES PARTIES D’'UN ENSEMBLE

1.2.3 Différence de deux parties et complémentaire

DEFINITION 20

e On appelle différence A\ B (se lit « A privé de B » ou « A moins B ») l’ensemble des éléments de A
n’appartenant pas a B :
A\B={zxcE|z€Aectax¢B}.

e On appelle complémentaire \ 12\ de A dans E, noté CgpA, la différence E\ A :
CeA={z € E|x¢ A}

B B

Différence Complémentaire

Lorsqu'il n’y a pas d’ambiguité sur 'ensemble E considéré, on peut noter plus simplement CA ou A (se lit
« A barre »).

EXEMPLES 21
e R* =R\ {0}, [0,2]\ [1,3] = [0, 1].
* Gy [0.5] =]35.1].

Les propriétés suivantes découlent & nouveau des propriétés des opérateurs logiques. Elles se visualisent
facilement sur des dessins.

PROPOSITION 22 (Propriétés du complémentaire)
] EE(AOB):CEAUCEB

Preuve —
Prouvons la premiere égalité, la deuxieme se démontrant se facon analogue .
Soit z € E.
r€lp(AUB)©2¢ AUB& ~(z€ AUB) < ~(z € Aoux € B)
& (ﬂ(z € A)) et (—\(LE € B))
S@x¢gAet(x¢B)esrclpdetzeclpB
< zelpgAnCeB

Donc BE(AUB) = CEAO BEB

O
La proposition suivante donne une caractérisation du complémentaire.
PROPOSITION 23
SiAUB=F et ANB =0 alors CgA = B.
Preuve — Supposons que AUB =FE et AN B =1{.
Soit 2 € B. Comme A et B sont disjoints, z ¢ A donc x € CgA. Donc B C CgA.
Soit z € CgA. Comme AUB=FE etz ¢ A, x € B. Donc CA C B.
D’ot le résultat. O



1.2. ENSEMBLE DES PARTIES D’'UN ENSEMBLE

EXEMPLE 24 — On déduit facilement les égalités suivantes : CpE =0, Cgl) = E, CplpA = A.

1.2.4 Généralisation a une famille de parties

Soit I un ensemble non vide, dont les éléments sont appelés les indices. Pour chaque i € I, on considere
A; une partie de I'ensemble E. On dit que les ensembles A; forment une famille \J%\ de parties de E,
indicée par I, et notée (A;);er-

Dans ce paragraphe, I désigne un ensemble non vide.

Les définitions et propriétés des parties précédentes se généralisent a des familles d’ensembles.

DEFINITION 25
Soit (A;)icr une famille de parties de E.

e On appelle union de la famille (A;);cr 'ensemble
JAi={zecE|Tielxc A}
il
C’est l'ensemble des éléments de E qui appartiennent au moins a l'un des A;.
e On appelle intersection de la famille (A;)icr Uensemble
(NAi={zcE|Vielxec A}
iel

C’est l’ensemble des éléments de E qui appartiennent a tous les A;.

PROPOSITION 26
Soit (A;)icr une famille de parties de E et B une partie de E.

. (UAi> nB=|J(4inB)

. (ﬂAZ) UB=()(4;UB)
. Cs (U Ai> ~ N €x).
. Cs (ﬂ Ai> = €aa).

DEFINITION 27
Soit (A;)icr une famille de parties de E.

On dit que les ensembles A; sont disjoints deux a deux si pour tout i et tout j €léments distincts de I
(i#37), AinNA; =0.

L’union U A; est alors notée |_| A;.
iel il

DEFINITION 28
Soit (A;)icr une famille de parties de E
On dit que la famille (A;)icr forme une partition \ V|7 de E
St
1. pour touti € I, A; est non vide : Vi € I,A; # 0,
2. les A; sont deux & deuz disjoints : Vi # j,A; N A; =0,
3. U A, =E.

iel




1.3. PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES

EXEMPLES 29

e Notons P = {2k, k € N} l’ensemble des nombres pairs et I = {2k + 1,k € N} U’ensemble des nombres
impairs. P et I sont des ensembles non vides et disjoints. De plus, PUI = N.

La famille {P, I} forme donc une partition de N.

e La famille ([n,n + 1[), o, est une partition de R.

1.3 PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES

1.3.1 Couples et n-uplets

Un couple d’éléments est la donnée de deux éléments dans un certain ordre. On note un couple entre
parentheéses : (a,b). Deux couples (a1, b1) et (az,bs) sont égaux si et seulement si a1 = ay et by = by.
On distingue donc le couple (a,b) (énumération ordonnée) de la paire {a,b} = {b,a} (énumération non
ordonnée). En général, (a,b) # (b,a) alors que {a,b} = {b,a}. Enfin, dans le couple (a,b), les éléments a
et b peuvent étre égaux, le couple s’écrivant alors (a, a), mais 'ensemble {a,a} = {a} est un singleton.

Pour tout n € N, la notion de couples se généralise a celle de n-uplets (z1,...,x,). Dans le cas o n = 3,
on parle de triplet (x,y, z). Dans un n-uplet, certains éléments peuvent étre égaux entre eux.

% 11 ne faut pas confondre le n-uplet (ou la famille) (x1,...,z,) et Uensemble {x1,...,x,}. Par exemple,
(1,2,3) # (3,2,1) alors que {1,2,3} = {3,2,1}, ou (1,1,2) # (1,2) alors que {1,1,2} = {1, 2}.

1.3.2 Produit cartésien

DEFINITION 30
Soient E et F' deux ensembles. Le produit cartésien \ T K/1F\ de E par F, noté E x F, est ’ensemble

des couples (z,y) tels que v € E et y € F :

ExF={(z,y)|z€E,yeF}.

NOTATION Si E = F, le produit cartésien E x I se note E2.

EXEMPLES 31
o Soient E = {a,b} et F ={1,2,3}.
Alors E x F = {(a,1),(a,2), (a,3),(b,1),(b,2), (b,3)}.
e R2 =R x R est I'ensemble des couples (x,y) de réels. On visualise cet ensemble comme un plan
muni d’un repeére, et le couple (x,y) est identifié au point de coordonnées (x,y).

o L’ensemble R x {0} = {(z,0) | = € R} correspond, dans le plan muni d’un repére, & l'aze des
abscisses.

e (P(E))* =P(E) x P(E) est Uensemble des couples (A, B) ot A et B sont des parties de E.

@ En général, E x F' # I x E car 'ordre importe dans un couple.

Le produit cartésien se généralise au produit de n ensembles.

DEFINITION 32

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Soient F1, ..., B, n ensembles. On appelle produit
cartésien de Ey, ..., E,, noté By X ... x E,, l’ensemble des n-uplets (x1,...,x,) tels que pour tout
ie{l,....,n}, x; € E; :

E1><...><En={(x1,...7:rn)\Vie{l,...,n}mieEi}.

NoTATION Si Fy =...= E,, = F, on note le produit cartésien E™.



1.3. PRODUIT CARTESIEN D’ENSEMBLES

EXEMPLES 33
o R™ désigne l'ensemble des n-uplets (x1,...,x,) de réels, i.e. tels que pour touti € {1,...,n}, x; € R.

o [0, +o0o[Xx[0,27[x[0, [ est I’ensemble des triplets (r,0,¢) our € [0,+00[, 6 € [0,27] et p € [0, 7[.
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2.1 APPLICATIONS

2.1.1 Définitions

Intuitivement, une application f d’un ensemble E dans un ensemble F' est un objet qui a tout élément x
de E associe un unique élément y de F, noté f(z).

Nous allons en donner une définition rigoureuse au moyen des ensembles.

DEFINITION 1
Soient E et F' deur ensembles. On appelle application de E dans F \BJ\ tout triplet f = (E, F,G)
ou E, F et G sont trois ensembles vérifiant :

1. G est un sous-ensemble de E x F,
2. pour tout élément x de E, il existe un unique élément y de F' tel que (x,y) € G.
Avec les notations précédentes,
o E est appelé I'ensemble de définition \ KL f1E LI\ ou ensemble de départ de f,

F est appelé 'ensemble d’arrivée de f,

G est appelé le graphe de f.

Pour tout élément x de E, l'unique élément y de F tel que (x,y) € G est noté f(x), et est appelé
image \ 1350 (E\ de x par f.

o Pour tout élément y de F, on appelle antécédent \|71%\ de y par lapplication f, tout élément x
de E tel que y = f(x).
o L’ensemble des applications de E dans F est noté F¥ ou F(E,F).

REMARQUE 2 — Le graphe G de f est donc égal o G = {(x, f(x)) | x € E}.

NoOTATION En général, le triplet f = (F, F,G) est noté de la fagon suivante :

f: F — F

)

f(z) étant remplacé par son expression.

On utilise également la notation f : E — F pour signifier que f est une application de F dans F.
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2.1. APPLICATIONS

REMARQUE 3 — Dans ce cours, on ne fera pas de distinction entre application et fonction.

On peut représenter une application de deux maniéres : soit sous forme de diagrammes fléchés, soit en
représentant son graphe dans le plan muni d’un repere, a la maniere des courbes représentatives d’une
fonction numeérique.

EXEMPLES 4

e Considérons les ensembles E = {1,2,3} et F = {a,b,c}. Soient G, = {(1,b),(2,a), (3,b)} et
G2 ={(1,a),(1,b),(3,a)} deux sous-ensembles de E x F.

E F

Le triplet (E, F,Gy1) vérifie les points 1. et 2. de la définition et est donc
une application fi de E dans F. On a f1(1) =0, f1(2) =a et f1(3) =b.

\/
/\

E F
Le triplet (E, F,Gs) vérifie le point 1. mais ne vérifie pas le point 2. de
la définition : a l’élément 1 de E, on ne peut pas associer un unique f2
élément de F' car les couples (1,a) et (1,b) sont éléments de Go. De plus,
l’élément 2 de E ne peut étre associé a aucun élément de F' car il n'y a <
pas de couples de la forme (2,-) dans Go. Ainsi, ce triplet ne définit pas ‘

une application de E dans F.

e Considérons les ensembles E =R et F =R. Soit G; = {(x,2%) | # € R} un sous-ensemble de E x F.
Yy
Le triplet (R,R,G1) est une application f de R dans R, notée

f: R — R
r — 22

Le triplet (R4, R, Ga) vérifie le point 1. mais ne vérifie pas le point 2. de
la définition : a chaque élément x non nul de E = R4, on ne peut pas
associer un unique élément de F =R car les couples (x,/x) et (x,—+/x)

sont éléments de Go. Ce triplet ne définit donc pas une application de E
dans F'.
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2.1. APPLICATIONS

REMARQUE 5 — Pour définir une application f : E — F, il suffit de préciser comment, a chaque élément
x de E, est associée son image f(x) dans F'. C’est le principe de la notation f: E — F ; x +— f(x).

C’est désormais ainsi que nous définirons et manipulerons les applications.

EXEMPLES 6
o Soit E un ensemble. On appelle application identité de E, notée idg, Uapplication définie par

idEIE—>E.
r —

o Soient E et F' deuzr ensembles. Soit a un élément de F. On appelle fonction constante égale a a
Uapplication définie par
f: E — F .
T — a

o Soient E et F deux ensembles tels que E C F. On appelle injection canonique de E dans F
Uapplication définie par
i: E — F .
r —
e Soient E un ensemble non vide et A une partie de E. On appelle fonction indicatrice de A,
notée 1 4 la fonction définie par
1,: E — {0,1}
lsizeA

—
’ Osiz¢ A

e La fonction exponentielle exp: R — R est une application de R dans R. La fonction
z — €
logarithme In: ]0;400] — R est une application de |0;+oo| dans R.
r — Inz

REMARQUE 7 — Pour vérifier qu’une fonction f: E — F définie par x — f(x) est bien définie, il faut
vérifier les deux points suivants :
1. tout élément de E doit posséder une image et une seule,

2. cette image doit étre dans F'.

EXEMPLES 8

1
e La relation f: R — R ; x — — n’est pas une application car 0 n’a pas d’image par f. Mais la
x

relation g : R* — R ; x — — est bien une application.
x
e La relation f : U — R ; z —— arg(z) n’est pas une application car tout élément de U posséde une
nfinité d’images car argument d’un nombre complexe est défini modulo 2.

o La relation f: R — Ry ; .+ 22 + 22 + 1 est une application car pour tout x € R, x a une seule
image par f, égale & v® +2x + 1, et 2% + 20+ 1 = (z + 1)2 > 0 donc f(z) € Ry.

DEFINITION 9
Deux applications [ et g sont dites égales si elles ont :

1. le méme ensemble de départ F,

2. le méme ensemble d’arrivée F,

3. le méme graphe : pour tout x € E, f(x) = g(x).
On note f =g.

EXEMPLE 10 — Les applications f : R — R ; 2 +—— 22 et g : Ry — R ; 2 — 22 ne sont pas égales
car elles n’ont pas le méme ensemble de départ.
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2.1. APPLICATIONS

2.1.2 Restrictions et prolongements

DEFINITION 11
Soient F et F' deuz ensembles. Soit A une partie de E. Soit f : B — F une application. On appelle
restriction de f a A, lapplication, notée f|4, définie par

f|A5 A — F

EXEMPLE 12 — La fonction f : R — R définie pour tout x € R par f(x) = 2 n’est pas strictement
croissante mais la restriction fir, de f a Ry [est.

DEFINITION 13
Soient E et F' deux ensembles. Soit A une partie de E. Soit f : A — F une application. On appelle
prolongement de [ a E, toute application g de E dans F telle que, pour tout élément x de A, g(x) = f(z).

Un tel prolongement vérifie g 4 = f. Il n’est bien stir pas unique. On parlera donc d’un prolongement et
non du prolongement.

sin(x)

EXEMPLE 14 — On peut prolonger Uapplication f : R* — R définie pour tout x € R* par f(x) =
x
sur R en fixant une valeur en 0. Par exemple, l'application suivante est un prolongement de f sur R :

f: R — R

sin(x)

six #£0,

1six=0

T

sin(x)

La valeur choisie en 0 est 1. Il s’agit de la limite de lorsque = tend wvers 0. L’intérét de ce

prolongement parmi les autres est que la fonction f ainsi définie est continue sur R.

2.1.3 Composée d’applications

DEFINITION 15
Soient E, F' et G trois ensembles. Soient f : E — F et g : F — G deux applications. La composée
go f \FREUf M gHIE &\ est Uapplication définie par :

gof: E — G

On pourra retenir le schéma suivant :
E / F g G
—_ —_

T 9ef
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2.1. APPLICATIONS

REMARQUES 16

o Avec les notations ci-dessus, g o f est bien définie mais ce n’est pas forcément le cas de fog : on
doit s’assurer que pour tout x € F, g(x) € E afin de powvoir appliquer f.

e Si E =G alors go f et fog sont bien définies mais en général, ces deux applications ne sont pas
égales : go f # fog. On dit que la composition o n’est pas commutative.

@ On fera donc attention a 'ordre : pour calculer (g o f) (z), on calcule d’abord f(x) puis g(f(x))
EXEMPLE 17 — Soient f et g deux applications définies par

f+ R — R et g: R — R
x — x2 r — x+1

Pour tout x € R, on a (go f)(z) = g(f(z)) = f(z) +1 =2 +1

et (fog)(@) = f(9() = (9())" = (@ +1)? =22 + 20 + 1.
Donc go f et fog ne sont pas égales.

REMARQUE 18 — Par abus, lorsque l'on a deux applications f : E — F et g: H — G avec seulement
F C H (au lieu de ' = H ), on utilise aussi la notation g o f pour désigner la composée g|p o h.

Prorosition 19
Soient E, F', G et H des ensembles. Soient f : E — F, g: F — G et h: G — H trois applications.
Alors

e o est associative : (hog)o f=ho(go f).
° ldEOf:fOldE:f

Preuve —

o Soit s € B, Ona ((hog)o f)(@) = (hog)(7(@) =h(9(f®) ) =h((g0 N @) = (ho g0 1) (@)
D’ou le premier point.

e Soit z € E. Ona (idgo f)(z) =idp(f(2)) = f(z) = f(idp(z)) = (foidp) (z).

D’ou le second point.

O

NOTATION Soient £ un ensemble non vide et f une application de E dans E. On peut composer f avec
elle-méme autant de fois que 1'on veut.

On note ainsi pour tout n € N*, f* = fo f...o f et fO =idg.
—

n fois

% En général, la composition o n’étant pas commutative, si f et g sont deux applications d’un ensemble
E dans lui méme, (go f)™ # g™ o f™. Mais si f et g commutent, alors (go f)" = g™ o f™.
EXEMPLES 20
e Soit Uapplication f : R — R définie, pour tout x € R, par f(z) =z + 1.
Pour tout n € N et tout x € R, f*(z) = (((x+1)+1) +> +1=x+n.
e Reprenons l'exemple 17 ou f et g sont deux applications de R dans R définies pour tout x € R, par
flx)=2% et g(x) =2+ 1.
On a vu que pour tout x € R, (go f)(x) = 2*+1, donc (gOf)Q(x) = (gof)(z®+1) = (a®+1)?+1 =
x4 4 222 + 2.
De plus, pour tout x € R, f2(z) = z* et g*(z) = x + 2. Donc (g% o f?)(z) = g*(a*) = 2* + 2.
Donc (g0 f)2 # o f2.
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2.2. IMAGE DIRECTE, IMAGE RECIPROQUE

2.1.4 Familles

DEFINITION 21
Soient E et I deuzr ensembles. On appelle famille d’éléments de E indexée par I, toute application
x:I — E. On la note (x;)icr, ot pour tout i € I, x; = x(i).

Lélément x; de la famille (x;);cr s’appelle le terme d’indice i.

EXEMPLE 22 — Une famille (z1,...,2,) d’éléments de E correspond donc a Uapplication x : [1,n] — E
telle que pour tout i € [1,n], z(i) = x;.

DEFINITION 23
Soit E un ensemble. Une suite d’éléments de E est une famille d’éléments de E indexée par N. On la
note souvent (U )neN-

EXEMPLE 24 — L’ensemble des suites réelles est ’ensemble des applications de N dans R, noté RN,

2.2 IMAGE DIRECTE, IMAGE RECIPROQUE

2.2.1 Image directe

DEFINITION 25
Soit f: E — F une application. Soit A une partie de E.

e On appelle image directe de A par f \5E& ATEHUET fRI5\, notée f(A), lensemble des images par
f des éléments de A :

fLA)={yeFl3zecAy=f(r)} ={f(z) |z e A}

e L’image de E tout entier par f est simplement appelée image de f. Elle est souvent notée Im(f) plutit

que f(E).

<

B A
V> )] @ L 1

! ]’ £(4),

L’image de f correspond & I’ensemble des éléments de F' qui ont au moins un antécédent par f. En général,
si f: E — F, l'inclusion Im(f) C F' est stricte.
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2.2. IMAGE DIRECTE, IMAGE RECIPROQUE

@ Siz € A alors f(x) € f(A) mais la réciproque est fausse : f(x) € f(A) n’implique pas = € A (voir le
schéma ci-dessus).

EXEMPLES 26

e L’image de lapplication identité idg est E.

e Soit f : R — R Uapplication définie, pour tout x € R, par f(x) = z2.

Alors f([-2,2]) =[0,4], f([-1,2]) =[0,4] et Im(f) = R..
Plus généralement, pour déterminer l’ensemble image d’une fonction f : I — R ou I est un
intervalle de R, on étudie les variations de f et sa continuité.

e Soit f : C — R Uapplication définie, pour tout = € C, par f(z) = Im(z)?. L’image de f est
Uensemble Ry : Im(f) = Ry.
Preuve — Montrons ce résultat par double-inclusion.
Pour tout z € C, Im(z) € R et donc Im(2)? € R4. Donc Im(f) C Ry.
Réciproquement, soit © € Ry. Posons z = iy/x € C. Alors Im(z) = /z et donc f(z) = (\/5)2 =x. Donc z € Im(f).
D’ou Ry C Im(f). O

o L’image de w7 = {rk,k € Z} par Uapplication sin : R — R est égale a {0}. L’image de [0,27] est
[—1,1], celle de [—57 g] est aussi [—1,1].

DEFINITION 27
Soient f : E — F une application et B un sous-ensemble de F. On dit que f est a valeurs dans B si
Iimage de f est incluse dans B : Im(f) C B.

Autrement dit, pour tout x € E, f(x) € B.

PROPOSITION 28
Soit f: E — F une application. Soient A et B des parties de E.

1. Si A C B alors f(A) C f(B).
2. f(AUB) = f(A) U f(B).
3. f(AnB) C f(A) N f(B).

REMARQUE 29 — Les propriétés 2. et 3. se généralisent & une famille quelconque de parties de F.

Preuve —
1. Supposons A C B. Montrons que f(A) C f(B). Soit y € f(A).
Par définition de f(A), il existe z € A tel que y = f(z). Or A C B, donc z € B. Donc y = f(z) € f(B).
D’ou f(A) C f(B).
2. > Montrons que f(AU B) C f(A)U f(B).
Soit y € f(AU B). Par définition de f(AU B), il existe x € AU B tel que y = f(x).
1t cas : ¢ € A. Alors y = f(x) € f(A). Or f(A) C f(A)U f(B). Donc z € f(A)U f(B).
27d cas : x € B. Alors y = f(z) € f(B). Or f(B) C f(A)U f(B). Donc z € f(A)U f(B).
Dans tous les cas, x € f(A) U f(B). Donc f(AUB) C f(A)U f(B).
< Réciproquement, montrons que f(A) U f(B) C f(AU B).
On a A C AU B donc, d’apres le deuxiéme point, f(A) C f(AU B).
De méme, comme B C AU B, f(B) C f(AUB).
Donc f(A U B) contient f(A) et f(B). Or f(A) U f(B) est le plus petit ensemble qui contient f(A) et f(B), donc
f(A)Uf(B) C f(AuB).
De ces deux points, on obtient le résultat.
3. Soit y € f(AN B). Par définition de AN B, il existe z € AN B tel que y = f(x).
Comme ANBC A,z € Aety= f(x) € f(A).
Comme ANB C B,z € Bety= f(z) € f(B).
Donc z € f(A)N f(B).
D’ou le résultat.
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2.2. IMAGE DIRECTE, IMAGE RECIPROQUE

O

@ Attention, linclusion f(AN B) C f(A) N f(B)
peut étre stricte, comme le montre le schéma suivant.
On peut également considérer ’exemple suivant :
sin ([0, 27]) Nsin ([—m, 7]) = [—1,1]

et sin ([0, 27r] N [—m, 71]) = [0, 1].

REMARQUE 30 — On ne peut en général rien dire sur f (CEA) et Crf(A).
EXEMPLE 31 — Soit f : R — R application définie, pour tout x € R, par f(z) = z2. Soit A = [—1;3].
On a CA =]—o00,—1[ U ]3, 400l

Donc f (CA) =]1,+oo| et Cf(A) =C[0,9] =]—00,0[ U ]9,+00[. Il n’y a donc aucune inclusion entre ces
ensembles.

DEFINITION 32
Soient E un ensemble et A une partie de E. Soit f : E — E une application. On dit que A est stable

par f si f(A) C A.
Autrement dit, pour tout x € A, f(x) € A.

EXEMPLE 33 — L’intervalle [—1,1] est une partie stable par la fonction f: R — R ; x — 2.

2.2.2 Image réciproque

DEFINITION 34

Soit f : E — F une application. Soit B une partie de F. On appelle image réciproque de B par f \%
& BLERLES R HIRIZ | notée f~1(B), l'ensemble

f7(B)={z € E| f(z) € B}.

f~1(B) correspond & I’ensemble des éléments de E dont I'image par f appartient & B. C’est aussi I'ensemble
des antécédents des éléments de B par f.

REMARQUE 35 — Si f : E — F, on a toujours f~1(F) = E.
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2.2. IMAGE DIRECTE, IMAGE RECIPROQUE

REMARQUES 36

e Pour chercher limage réciproque par une application f : R — R d’un singleton {y}, on résout
Uéquation f(x) =y d’inconnue x,

e Pour chercher l’image réciprogue par une application f: R — R d’un intervalle [a,b], on résout
Uinéquation a < f(x) <b.

L’image directe d’un singleton est un singleton : f({z}) = {f(x)}, mais on ne peut rien dire sur I'image
réciproque d’un singleton f~!({y}), qui correspond & I’ensemble des antécédents de y : cela peut étre
un singleton, un ensemble & plusieurs éléments, E tout entier (si f est constante égale & y) ou encore
I’ensemble vide (si y n’a pas d’antécédent).

EXEMPLES 37
e Soit f: R — R lapplication définie, pour tout x € R, par f(x) = 2%, Alors f=1([0,4]) = [-2,2],
fH(=2,4) = [-2,2], f7H([-2,-1]) = 0,/ ([9, +oo]) =] — 00, 3] U [3, +o00].
o L’image réciproque de Ry par l'application exp est R.

e L’image réciproque de {1} par la fonction sin : R — R est [’ensemble g + 2nZ. L’tmage réciproque

de {2} est l’ensemble vide. L’image réciprogue de [0,1] est U [2km, (2k + 1)7].
kEZ

PROPOSITION 38
Soit f: E — F une application. Soient A et B des parties de F.

1. Si AC B alors f~Y(A) C f~Y(B).
2. f7HAUB) = f~H(A)UfHB).
3. fTHANB) = fTH(A) N fH(B).
4 71 (CpA) = Caf~1(A).

Preuve —
1. Supposons A C B. Soit z € f~1(A).
Alors f(z) € A. Or A C B, donc f(z) € B. Donc = € f~(B).
Donc f~1(A) C f~1(B).
2. Soit z € E.
z€fTH(AUB) & f(z) e AUB & f(zr) € Aou f(z)eBeze fl(A)ouxe f7I(B)eze fHAUFL(B).
D’ou le deuxieme point.
3. Soit z € E.
z€fTHANB) & f(z) € ANB& f(z)€Aet fz)eBowaxec fl(Aetxec fTHB)sze f~HA)Nf1B).
D’ou le troisieme point.
4. Soit z € E.
z€ f1CgA) o f(z) eCpA s f(x) ¢ A xd f1(A) <z clpf1(A).

D’ou le quatrieme point.

PROPOSITION 39
Soit f : E — F une application. Soient A une partie de E et B une partie de F.

1. AcC fH(f(A).
2. f(f~'(B)) c B.
Preuve —

1. Soit = € A. Alors f(z) € f(A). Donc z € f~1 (f(A)). D’ou le premier point.

2. Soity € f (f’l(B)). Alors il existe 2 € f~1(B) tel que y = f(z). Comme z € f~1(B), f(x) € B. Doncy = f(z) € B.
D’ou le second point.

O

Le deuxieme point nous dit que 'image d’un antécédent d’un élément de B est dans B.
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2.3. INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BILJECTIVITE

@ Les inclusions sont strictes comme on peut le voir sur les schémas suivants.

e AC f71(f(A)) et l'inclusion est stricte :

E f P E f P E

‘! | > L] s

N[ [ A

f(f~1(B)) C B et I'inclusion est stricte :

E f r E
i
™ B

On peut également prendre les exemples suivants :

[0,27] C R = cos™! (cos([0,27])) et cos (cos™}(R)) = [-1,1] C R.

2.3 INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BIJECTIVITE

2.3.1 Injectivité
DEFINITION 40

On dit qu'une application f : E — F est injective \ .41\ si tout élément de I’ensemble d’arrivée F a
au plus \%\ un antécédent dans E par f.

E E

Injective Non injective

Injective Non injective
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2.3. INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BILJECTIVITE

PROPOSITION 41
Soit f: E — F une application. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est injective,
2. Pour tout (u,v) € E?, si f(u) = f(v) alors u = v,
3. Pour tout (u,v) € E?, siu # v alors f(u) # f(v).

Preuve — e Supposons f injective. Soit (u,v) € E? tel que f(u) = f(v). Posons y = f(u) = f(v). Les éléments u et v sont
deux antécédents de y. Or, par définition d’une application injective, y a au plus un antécédent par f. Donc u = v.

e Réciproquement, supposons que pour tout (u,v) € E2, si f(u) = f(v) alors u = v. Soit y € F. Supposons, par ’absurde,
que y possede au moins deux antécédents distincts par f. Alors il existe deux éléments ug et vg de E distincts tels que
y = f(uo) = f(vo). Donc, par hypothése, up = vo, ce qui est absurde. Donc y posséde au plus un antécédent dans E par f.
Tout élément de F' possede donc au plus un antécédent et f est donc injective.

e Le point 2 est équivalent au point 3 par contraposée. O

Le deuxieme point dit que si les images de deux éléments sont égales alors les éléments sont égaux. Le
troisieme point dit que deux éléments différents ont des images différentes. Cette derniere formulation
est plus simple & comprendre mais plus difficile & manipuler en pratique. On privilégiera donc plutét le
deuxieme point pour démontrer qu’une application est injective.

METHODE 42 — Pour montrer qu’une application f n’est pas injective, on montre qu’il existe deux
éléments u et v de E distincts tels que f(u) = f(v), en donnant explicitement les éléments u et v.

EXEMPLES 43

2

e L’application f: R — R définie pour tout x € R par f(x) = x* n'est pas injective.

Preuve — En effet, en prenantu =1 etv=—1, on au #v et f(u) = f(v) =1. O

o L’application g : C\ {1} — C définie pour tout z € C\ {1} par g(z) = & +i est injective.
- —

Preuve — En effet, soit z1 et zo deuz éléments de C\ {1} tels que g(z1) = g(22). Montrons que z1 = z3.
On a z1+1 _ zo +1
z1—1 zo — 1
Donc g est injective. O

, et aprés calculs, z1(1+ 1) = z2(1 4+ 4). Donc z1 = z2.

e Soient E et F' deux ensembles tels que E C F. L’application identité idg et l'injection i : E — F
définie pour tout x € E par i(x) = x sont injectives.

PROPOSITION 44
Soit I un intervalle de R. Soit f : I — R une application a valeurs réelles. Si f est strictement monotone
sur I alors f est injective.

Preuve — Supposons f strictement monotone. Quitte & considérer — f, supposons f strictement croissante. Montrons que f
est injective.

Soient u et v deux éléments de I tels que f(u) = f(v).
Si u < v alors par stricte croissance de f, f(u) < f(v), ce qui est absurde.

Si w > v alors par stricte croissance de f, f(u) > f(v), ce qui est absurde.

Donc finalement, u = v et ’application f est injective. O

@ La réciproque est fausse comme le montre la représentation
graphique suivante :

EXEMPLE 45 — La fonction exp : R — R est strictement croissante sur R donc injective.
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2.3. INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BILJECTIVITE

PROPOSITION 46
Soient f : E — F et g: F — G deux applications.

e Si f et g sont injectives alors g o f est injective.

e Sigo f estinjective alors f est injective.

Preuve —

e Supposons f et g injectives. Montrons que g o f est injective.
Soient u et v deux éléments de E tels que (g o f) (u) = (g o f) (v). Alors g (f(u)) = g (f(v)). Par injectivité de g, on a
donc f(u) = f(v), puis par injectivité de f, on obtient u = v.
Donc g o f est injective.

e Supposons g o f injective. Montrons que f est injective.

Soient u et v deux éléments de E tels que f(u) = f(v). Alors g (f(u)) = g (f(v)), soit encore (go f) (u) = (go f) (v).
Par injectivité de g o f, on en déduit que u = v.
Donc f est injective.

O

% Dans le deuxiéme point, 'application g n’a aucune raison d’étre injective. Par exemple, en considérant
f:R—R; 2+ exp(x)et g: R — R; x+— 2% Dlapplication g o f est injective mais g n’est
évidemment pas injective !

2.3.2 Surjectivité

DEFINITION 47
On dit qu'une application f : E — F est surjective \Jii5f\ si tout élément de ’ensemble d’arrivée F a
au moins \=/\ un antécédent dans E par f.

Surjective Non surjective

Y

Surjective Non surjective

PROPOSITION 48
Soit f : E — F une application. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est surjective,
2. Pour tout élément y de F, il existe un élément x de E tel que y = f(x),

3. Im(f) = F.

Preuve —
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2.3. INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BILJECTIVITE

e Par définition de la surjectivité, f est surjective si et seulement pour tout élément y de F, y admet un antécédent
z € E par f, soit si et seulement si pour tout y € E, il existe z € E tel que y = f(z).

e Onalm(f)={y€F|3ze€ B y=f(z)}
Donc Im(f) = F si et seulement pour tout y € F, il existe € E tel que y = f(z).

O

REMARQUE 49 — Soit f : E — F une application. L’application induite par f de E sur Im(f), définie
par E — Tm(f); © — f(x), est surjective.

METHODE 50 — Pour montrer qu’une application f : E — F est surjective, on peut montrer que pour
tout y € F, équation y = f(x) d’inconnue x admet au moins une solution dans E.

EXEMPLES 51

e L’application f : R — R définie pour tout x € R par f(x) = x? n’est pas surjective car par evemple

—1 n’a pas d’antécédent par f. Mais l'application induite par f de R sur son image R est surjective.
o Lapplication g : R — U définie pour tout § € R par g(0) = ¥ est surjective.
e Soit E un ensemble. L’application idg est surjective.

REMARQUE 52 — Il existe des applications qui ne sont ni surjectives, ni injectives, comme la fonction
carré de R dans R.

PROPOSITION 53
Soient f : E — F et g: F — G deux applications.

e Si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.
e Sigo f est surjective alors g est surjective.

Preuve —

e Supposons f et g surjectives. Montrons que g o f est surjective.
Soit z € G. Par surjectivité de g, il existe y € F tel que z = g(y). Puis, par surjectivité de f, il existe € E tel que
y = f(=). Donc 2z = g (f(z)) = (g0 f) (x).
On a donc prouvé l'existence d’un élément = dans E tel que z = (g o f) (x). L’application g o f est donc surjective.
e Supposons g o f surjective. Montrons que g est surjective.
Soit y € G. Par surjectivité de go f, il existe t € E tel que y = (g o f) (t), c’est-a-dire y = g (f(¢)). En posant = f(¢),
on a donc y = g(z) avec z € F.
On a donc prouvé l'existence d’un élément x dans F' tel que y = g(z). L’application g est donc surjective.

O

% Dans le deuxieéme point, 'application f n’a aucune raison d’étre surjective. Par exemple, en considérant
fR—R;zr—e*—1letg:R— R, ; x> 22 Iapplication go f : R — R est surjective mais
f n’est évidemment pas surjective.

2.3.3 Bijectivité

DEFINITION 54
Soit f : E — F une application. On dit que f est bijective \XUIf (——BRE) \ si tout élément de
Iensemble d’arrivée F' a un unique \'H HAUH 1\ antécédent dans E par f.

V-

<

N/

(2

Bijective Bijective
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2.3. INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BILJECTIVITE

PROPOSITION 55
Soit f: E — F une application. Les propositions suivantes sont équivalentes :

1. f est bijective,
2. pour tout élément y de F, il existe un unique élément x de E tel que y = f(x),

8. f est injective et surjective.

EXEMPLES 56
o L’application idg : E — E est bijective.

e L’application f : Ry — R définie pour tout x € Ry par f(x) = x? est injective et surjective, donc
bijective.

PROPOSITION-DEFINITION 57
Soit f : E — F une application.

e L’application f est bijective si et seulement s’il existe une application g : ' — E telle que go f = idg
et fog=idp.

e Dans ce cas, Uapplication g est unique. Elle est appelée bijection réciproque \ fI1iHHLF\ de f et est
notée f~1.

Preuve — e > Supposons f bijective. Nous allons construire une application g : F' — E telle que go f = idg et fog = idp.

Pour tout y € F, il existe un unique élément x de E tel que y = f(x). Posons, pour tout y € F, g(y) = x, ol = € E est
l'unique antécédent de y par f. Alors g : F' — E définit bien une application de F' dans E, la bijectivité assurant I'unicité
de I'image.

Soit y € F. Notons z 'unique élément de F tel que y = f(z). Alors g(y) =z et (fog) (y) = f(9(y))) = f(z) = y. Donc
f cg= ldF

Soit ¢ € E. Posons y = f(z). Alors g(y) = z. Donc (go f) (z) = g(f(z)) = g(y) = 2. Donc go f =idg.

L’application g convient donc.

< Réciproquement, supposons qu’il existe une application g : FF — FE telle que go f = idg et fog =idp.

De l’égalité f o g = idp, 'application idp étant surjective, d’apres la proposition 53, f est surjective.

De ’égalité g o f = idg, 'application idg étant injective, d’apres la proposition 46, f est injective.

Donc f est bijective.

e Montrons que 'application g est unique. Soit h : ' — E une autre application vérifiant ho f =idg et foh =idp. En

particulier, idp = f o g = f o h. Donc pour tout y € F, f (g(y)) = f (h(y)), et f étant bijective donc injective, g(y) = h(y).
Donc g = h. L’application g est donc unique. O

@ Il ne suffit pas que go f = idg ou que fog = idp pour que f soit bijective. Considérons par exemple les
fonctions f: N — N et g : N — N définies, pour tout n € N, par f(n) =n+1 et g(n) = max(0,n — 1).
Alors g o f = idy mais f n’est pas surjective car 0 n’a pas d’antécédent par f. Notons que f o g # idy car

(fog)(0)=1#0.

EXEMPLES 58

e La fonction f: R, — Ry ; x — 22 et la fonction g : Ry — Ry ; & — /T sont bijectives et
sont des bijections réciproques l'une de lautre : pour tout x € Ry,

(gof)(@)=VaZ=z et (fog)(z)=(Va) =

e La fonction exp : R — R et la fonction In : R} — R sont bijectives et sont des bijections
réciproques l'une de l'autre :

Vo e R, exp(In(z)) et VaeR, In(exp(z)) = x.
e L’application idg : E — E est bijective, de bijection réciproque idE1 =idg :
ldE o ldE = ldE
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2.3. INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BILJECTIVITE

Si f est bijective, la bijection réciproque est I’application qui & un élément y de F' associe 'unique
antécédent de y par f dans F, noté x :

f't F — FE .
y +— xtel quey = f(x)

Si f est bijective : y = f(z) < 2= f"(y)

Dans le cas d’une fonction de R dans R, cela signifie que les graphes de f et f~! sont symétriques I'un de
I’autre par rapport a la droite d’équation y = .

Yy L
Y= Y -
xr // //

METHODE 59 — Pour déterminer si une application est bijective,

e soit on donne directement l’expression d’une fonction g telle que go f =idg et fog=1idp, et dans
ce cas, f est bijective, de bijection réciproque f~ =g,

e soit on résout, pour tout y € F, l"équation y = f(x) d’inconnue x. Si, pour touty € F, cette équation
admet une unique solution x, alors f est bijective et on a également obtenu l’expression de f~1,

e soit on montre que f est injective et surjective a l'aide des caractérisations, mais dans ce cas on n'a
pas Uexpression explicite f~1.

X —T

e’ —e
EXEMPLE 60 — Montrons que l’application sh : R — R ; x — — est bijective et déterminons sa
bijection réciproque.

Soit y € R. Résolvons l’équation y = sh(x) d’inconnue x € R. Pour tout x € R,

X —X

y = sh(x) = % si et seulement si (e7)° — 2ye™ — 1 = 0, soit encore si et seulement si ¢* est une
racine strictement positive de X2 — 2yX — 1, soit encore si et seulement si e® =y + \/ﬁ

Done, pour tout x € R, y = sh(x) si et seulement si z = In(y + /y2 + 1).

Ainsi, pour tout y € R, ’équation y = sh(x) admet une unique solution x sur R, z = In(y + \/gm)

La fonction sh est donc bijective, de bijection réciproque sh™' : R — R ; y — In (y + Y2+ 1).
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2.3. INJECTIVITE, SURJECTIVITE ET BILJECTIVITE

PROPOSITION 61
Soient f : E — F et g: F — G deux applications.
o Si f est bijective alors f~1 est bijective et (f_l)fl = f.
e Si f et g sont bijectives alors g o f est bijective et (g o f)71 =f"logt.

Preuve —
e Si f est bijective alors d’aprés la proposition 57, fo f~! =idp et f~1 o f = idg et donc f~1 est bijective par la
méme proposition 57 et (f*l)_l = f.
e Supposons f et g bijectives.
Alors (go f) o (fflogfl) =go (foffl) og l=goidpog l=gog ! =idg
et (flog t)o(gof)=fto(gtog)of=Fftoidpof=f"tof=idp.

Cela montre que g o f est bijective de bijection réciproque f~1og=1.

REMARQUE 62 — Soient f : E — F une application et B une partie de F.

Si f est bijective, I’image réciproque de B par f, que l'on a notée précédemment f~1(B), est evactement
image directe de B par f=, qui se note également f=Y(B). Il n’y a donc pas d’ambiguité sur la notation
lorsque f est bijective.

Preuve — En effet, supposons f bijective et utilisons provisoirement la notation f< (B) pour désigner l’image réciproque
de B par f.

Soitz€F.x€fC(B)< f(z)EBo eEB|fla)=yeIyeB|lz=Ff1y) ©rcfYB)
Donc f<(B) = f~1(B). O
Mais on rappelle que la notation f~'(B) ne suppose pas f bijective.

Si f n’est pas bijective, f n’admet pas bijection réciproque f=1. L’ensemble f~1(B) ne peut donc en aucun
cas désigner l'image directe de B par f=1 (puisqu’elle n’existe pas!)

On retiendra que f=! ({y}) existe toujours, que f soit bijective ou mon, contrairement a f~1(y) qui n’est
défini que si f est bijective.

PROPOSITION 63
Si f: E — F est une application injective alors Uapplication induite de E sur Im(f) est bijective.

En particulier, si I est un intervalle de R et f : I —> R est une application continue strictement monotone,
alors [ induit une bijection de I sur Uintervalle f(I).

EXEMPLE 64 — La fonction cos : [0, 7] — R est continue strictement décroissante. Elle induit donc une
bijection de [0, 7] sur cos ([0, 7]) = [-1,1].

DEFINITION 65
L’ensemble des applications bijectives de E sur E est noté S(E) et s’appelle ’ensemble des permutations
de E. Lorsque E = {1,...,n} oun € N*, on note alors plus simplement S,,.

DEFINITION 66
On appelle tnvolution toute application f : E — E telle que f o f = idg. Une telle application est
bijective, de bijection réciproque f~* = f.

EXEMPLES 67
1
e La fonction f: R* — R* ; © —— — est une involution et est donc bijective, de bijection réciproque
x
elle-méme.

o L’application f : P(E) — P(E) ; A+ CgA est une involution et est donc bijective, de bijection
réciproque elle-méme.
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Chapitre 3 Relations binaires

Nous allons étudier dans ce chapitre des relations liant deux éléments d’un méme ensemble. Souvent, nous
cherchons a comparer des éléments ou a expliquer ce qui les rapproche ou les distingue. Par exemple, on
peut comparer ’age de deux individus, ou dire s’ils habitent dans le méme pays, etc. Nous allons définir
proprement la notion de relation en mathématiques.

3.1 PREMIERES DEFINITIONS

DEFINITION 1

Soient E et F deuz ensembles. On appelle relation binaire \ % 72\ entre E et F tout triplet R = (E, F,G)
ot G est une partie de E x F. Si (x,y) € G, on note xRy et on dit que x est en relation avec y. On
parle de la relation R.

On a donc G = {(z,y) € E x F | xRy}.

@ L’ordre dans un couple importe donc on peut avoir xRy mais pas yRzx.

REMARQUE 2 — Les applications de EE dans F sont des cas particuliers de relations binaires : pour tout
(x,y) e EXF, 2Ry siy = f(x).

Dans la suite du cours, nous nous intéresserons plus particulierement aux relations binaires de E sur
lui-méme, qui sont les relations les plus utiles en mathématiques. Lorsque F = F, la relation R de E sur
lui-méme est appelée relation binaire sur F.

Une relation R est souvent notée par un symbole =, <, ~, C...

EXEMPLES 3 Donnons quelques exemples de relations binaires d’un ensemble sur lui-méme :
e la relation d’égalité = sur F,
o les relations d’inégalité <, < sur R, Q, Z ou N,
e la relation d’inclusion C sur P(E),

e la relation < sur lespace des fonctions de E dans R, définie par f < g si pour tout x € F,
flz) < g(x),
e la relation de divisibilité | sur Z, définie par m | n s’il existe k € Z tel que n = mk.

e pour tout n € N, la relation de congruence modulo n sur Z, notée = mod n, définie par a = b mod n
s’il existe k € Z tel que a = b+ kn.

e pour tout a € R, la relation de congruence modulo o sur R, notée = mod «, définie par a = b mod «
s’il existe k € Z tel que a = b+ ka.

e [a relation « avoir le méme signe » sur R*.

Une relation binaire peut satisfaire certaines propriétés.

DEFINITION 4
Soit E un ensemble. Soit R une relation binaire sur E.

e R est dite réflexive \ [\ si, pour tout v € E, 2Rz,

o R est dite symétrique \ X[ FIVE\ si, pour tout (z,y) € E?, si xRy alors yRu,

o R est dite antisymétrique \ A FIVE\ si, pour tout (z,y) € E?, si xRy et yRx alors x = v,
e R est dite transitive \[ZiEVE\ si, pour tout (z,y, 2) € E3, si xRy et yRz alors tRz.
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3.2. RELATIONS D’EQUIVALENCE

EXEMPLES 5

La relation d’égalité = sur E est réflexive, symétrique, antisymétrique et transitive. On notera qu’une
relation peut donc étre symétrique et antisymétrique.

La relation < sur R est réflerive, antisymétrique et transitive. Elle n’est pas symétrique car par
ezemple 2 < 3 mais 3 £ 2.

La relation < sur R est symétrique et transitive. Elle n’est ni réflexive, ni antisymétrique. Par
exemple, 1 £ 1.

La relation de divisibilité sur Z est réflexive et transitive. Elle n’est ni symétrique, ni antisymétrique.
En effet, on a 1|2 mais 211, et 1| — 1 et —1|1 mais 1 # —1.

La relation d’inclusion C sur P(E) est réflexive, antisymétrique et transitive. Elle n’est pas symétrique
car par exemple {1} C {1,2} mais {1,2} ¢ {1}.

La relation « avoir le méme signe » sur R* est réflexive, symétrique et transitive. Elle n’est pas
antisymétrique car par exemple, 1R2 et 2R1 mais 1 # 2.

3.2 RELATIONS D’EQUIVALENCE

Nous définissons dans cette partie un premier type de relation, celle d’équivalence. Une telle relation
permet d’identifier sous une méme étiquette les éléments qui sont en relation et de ne plus les distinguer.
Par exemple, on identifie les individus a leur nationalité.

3.2.1 Définition et exemples

DEFINITION 6
Soit E un ensemble et R une relation binaire sur E. On dit que R est une relation d’équivalence \“5
MR\ sur E si R est réflexive, symétrique et transitive.

Une relation d’équivalence est souvent notée = , ou ~, ...

EXEMPLES 7

La relation d’égalité = sur E est une relation d’équivalence.
La relation « avoir le méme signe » sur R* est une relation d’équivalence.

Pour tout n € N, la relation de congruence modulo n sur Z est une relation d’équivalence.
Preuve — Soit n € N.

— Réflexivité : Soitp € Z. Onap=p+0xn et 0 € Z donc p=p mod n. Donc la relation de congruence
modulo n est réflexive.

— Symétrie : Soit (p,q) € Z2. Supposons que p = q mod n. Alors il existe k € Z tel que p = q + kn. Donc
qg=p—kn=p+(—k)n et —k € Z. Donc ¢ = p mod n. Donc la relation de congruence modulo n est symétrigque.

— Transitivité : Soit (p,q,r) € Z3. Supposons que p = g mod n et ¢ = r mod n. Montrons que p = r mod n.

Il existe k1 € Z tel que p = q+kin et il existe ka € Z tel que g = r+kan. Doncp = r+kan+kin =r+ (ki +k2)n
et (k1 + k2) € Z. Donc p = r mod n. Donc la relation de congruence modulo n est transitive.

De ces trois points, il vient que la relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence. O
Pour tout o € R, la relation de congruence modulo a sur R est une relation d’équivalence.
Preuve — Analogue a la preuve précédente. O

Si (A;)ier est une partition de E, la relation d’appartenance au méme sous-ensemble A; est une
relation d’équivalence.

REMARQUE 8 — Les écritures xRy et yRx sont équivalentes car R est symétrique.

27



3.2. RELATIONS D’EQUIVALENCE

3.2.2 Classes d’équivalence et ensemble quotient

DEFINITION 9

Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E. Soit x un élément de E. On appelle classe
d’équivalence de x \zI" 55155\ pour la relation R (ou plus simplement classe de x), notée Cl(z) ou 7,
l’ensemble des éléments y de E qui sont en relation avec x :

Clz) ={y € E | zRy}.

EXEMPLES 10

e La classe d’équivalence de 1 pour la relation d’équivalence « avoir le méme signe » sur R* est
l’ensemble des nombres réels non nuls de méme signe que 1, c’est-a-dire l’ensemble des nombres
réels strictement positifs : C1(1) = R%.

e Soit n € N. Soit r € Z. La classe d’équivalence de r pour la relation de congruence modulo n dans Z
est

Cl(ry={p€Z|p=rmodn}
={peZ|3keZp=r+kn}
={r+kn|keZ}
=nZ+r

PROPOSITION 11
Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E. Pour tout (z,y) € E?, Cl(z) = Cl(y) si et
seulement si xRy.

Preuve — Soit (z,y) € E2.

> Supposons que Cl(z) = Cl(y). Comme R est réflexive, on a yRy donc y € Cl(y). Or, par hypothese, Cl(z) = Cl(y), donc
y € Cl(z). Donc par définition d’une classe d’équivalence, zRy.

< Supposons que zRy. Soit z € Cl(z). Alors zRz. Comme xRy, on a, par symétrie de R, yRz. Donc par transitivité de
R, comme yRz et Rz, on a yRz. Donc z € Cl(y). D’ou Cl(z) C Cl(y). Par symétrie des roles de z et y, on a de la méme
maniere Cl(y) C Cl(z). Finalement, Cl(z) = Cl(y).

|
Notons donc que si y € Cl(z) alors Cl(y) = Cl(z).

DEFINITION 12
Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E. Soit C' une classe d’équivalence. On appelle
représentant de la classe d’équivalence C tout élément x de C'.

EXEMPLE 13 — Nous avons vu que R est une classe d’équivalence (celle de 1) pour la relation d’équivalence
« avoir le méme signe » sur R*. Tout élément de R est un représentant de cette classe. Des représentants

de cette classe sont donc par exemple 1, ou 7, ou \/2... Ainsi, R* = CI(1) = Cl(r) = Cl(v/2)...

Prorosition 14
Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E. L’ensemble des classes d’équivalence de E
forme une partition de E, c’est-a-dire :

— Elles sont non vides,
— Elle sont deux d deuz disjointes,

— Leur réunion est égale a E.

Preuve —

e Une classe d’équivalence C' est toujours la classe d’équivalence d’un élément x de E : C = Cl(z). Comme z € Cl(z)
puisque xRx par réflexivité de R, on a x € C et C est non vide.
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3.3. RELATIONS D’ORDRE ET ENSEMBLES ORDONNES

e Soient C7 et Cy deux classes d’équivalence. Supposons C; N Cy # 0. Soient z1 un représentant de C; et x3 un
représentant de Cs. Ainsi, C1 = Cl(z1) et C2 = Cl(z2). Par hypothese, il existe z € C1 N Cs. En particulier, z € C;
donc xRz et x € C2 donc xRxg. Par symétrie et transitivité de R, x1Rx2. Donc d’apres la proposition précédente,
Cl(z1) = Cl(z2), soit C1 = Cs. Ainsi, deux classes sont soit égales soit disjointes.

e Soit z € E. Alors z € Cl(z) donc z appartient & la réunion des classes d’équivalence. Donc E est inclus dans la
réunion des classes d’équivalence. L’inclusion réciproque étant évidente puisque une classe d’équivalence est une partie
de E, la réunion est égale a F.

De ces trois points, il vient que ’ensemble des classes d’équivalence de E forme une partition de E. O

EXEMPLES 15

e La relation « avoir le méme signe » sur R* a exactement deux classes d’équivalence : R et R* .
Ces deuz classes d’équivalence forment bien une partition de R*.

Preuve — Soit C une classe d’équivalence et considérons x un représentant de C. Si x est positif, alors C = Cl(z) =
R% . Siw est négatif, alors C = Cl(z) = R* . Les classes RY et R* sont bien sir distinctes. O

e Pour tout n € N, la relation de congruence modulo n sur Z posséde exactement n classes d’équiva-
lence : les ensembles nZ +r = {nk +r | k € Z} avecr € {0,...,n—1}. On les note souvent 0, 1,
..., n—1. On a choisi comme représentant des différentes classes les entiers 0, 1, ..., n— 1.

Preuve — Soit C une classe d’équivalence et considérons p un représentant de C. Comme p € Z, on peut effectuer
la division euclidienne de p par n. Il existe donc k € Z et r € {0,...,n — 1} tel que p = kn +r. Donc p = r mod n.
Donc C = Cl(r) = nZ + r. De plus, les n classes d’équivalence nZ +r ot r € {0,...,n — 1} deuz & deux disjointes

car si r1 et ro sont deux éléments distincts de {0,...,n — 1} alors r1 n’est pas congru a ro modulo n. O

DEFINITION 16
Soient E un ensemble et R une relation d’équivalence sur E. L’ensemble des classes d’équivalence de E

pour la relation R s’appelle l’ensemble quotient de E par R. On le note E/R. C’est un sous-ensemble
de P(E).

EXEMPLES 17
o L’ensemble quotient de R* par la relation « avoir le méme signe » est ’ensemble {R* R }.

o Soit n € Z. L’ensemble quotient de 7Z par la relation de congruence modulo n est l’ensemble
{nZ,nZ+1,...,nZ+n—1} ={0,1,...,n — 1}. On note cet ensemble Z/nZ.

3.3 RELATIONS D’ORDRE ET ENSEMBLES ORDONNES

Nous définissons dans cette derniere partie la notion de relation d’ordre. Une telle relation permet
intuitivement de hiérarchiser, d’ordonner les éléments. Cela généralise ’ordre naturel sur les nombres.

3.3.1 Définitions et exemples

DEFINITION 18

Soient E un ensemble et R une relation binaire sur E. On dit que R est une relation d’ordre \ {7\
sur E si R est réflexive, antisymélrique et transitive. Dans ce cas, on dit que (E,R) est un ensemble
ordonné.

REMARQUES 19 Une relation d’ordre est souvent notée <, ou <,.... Les écritures x < y et y > x sont
équivalentes.

Souvent, x <y se lit « x plus petit que y » mais cela n’est qu’une convention.
La notation r X y < z signifiex Ky et y < 2.
EXEMPLES 20

e La relation < sur R, Q, Z ou N est une relation d’ordre.

o La relation d’inclusion C sur P(E) est une relation d’ordre.
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3.3. RELATIONS D’ORDRE ET ENSEMBLES ORDONNES

e La relation < sur ’espace des fonctions de EE dans R est une relation d’ordre.
e La relation < n’est pas une relation d’ordre sur R car elle n’est pas réflexive. En effet, 1 £ 1.

o La relation de divisibilité sur N est une relation d’ordre.
Preuve —
— Réflexivité : Pour toutn € N, on an =n X 1 donc n|n. Donc la relation de divisibilité sur N est réflezive.

— Antisymétrie : Soit (p,q) € N2. Supposons que plq et q|p. Alors il existe k1 € N tel que p = k1 x q et il existe
k2 € N tel que ¢ = ka2 X p. Donc p = k1 X ka2 X p. Donc p(1 — k1k2) = 0.
Sip=0 alorsq=kas xp=ka x0=0 doncp=q=0.
Sinon, k1ka =1 et comme k1 et ko sont des entiers naturels, on a k1 = ko = 1. Donc p=k1 X ¢ =q. Donc la
relation de divisibilité sur N est antisymétrique.

— Transitivité : Soit (m,n,p) € N3 tel que m|n et n|p. Montrons que m|p. Il existe k1 € N tel que n = k1 x n
et il existe ko € N tel que p = ka X n. Donc p=ka X k1 X m et k1 X ka € N. Donc m|p. Donc la relation de

De ces trois points, il vient que la relation de divisibilité sur N est une relation d’ordre. O

o Mais la relation de divisibilité sur Z. n’est pas une relation d’ordre car elle n’est pas antisymétrique.

Dans R muni de Iordre usuel <, on peut comparer deux & deux tous les éléments (on a toujours < y ou
y < x), mais ce n’est pas toujours le cas, par exemple pour l'inclusion sur P(FE). Nous introduisons donc
la définition suivante.

DEFINITION 21
Soit (E,=<) un ensemble ordonné.

e On dit que l'ordre < est total \ 2T\ si, pour tout (x,y) € E%, on ax <y ouy < x. L’ensemble (E, <)
est alors appelé ensemble totalement ordonné.

e Sinon, on dit que l'ordre est partiel et 'ensemble (E, %) est appelé ensemble partiellement ordonné.

Lorsque x < y ou y < x, on dit que les éléments x et y sont comparables.

EXEMPLES 22
e L’ensemble (R, <) est un ensemble totalement ordonné.

o Si E contient plus de deux éléments, [’ensemble (P(E), C) est un ensemble partiellement ordonné.
En effet, si a et b sont des éléments distincts de E, alors on a {a} ¢ {b} et {b} ¢ {a}.

o La relation de divisibilité sur N est une relation d’ordre partiel. Par exemple, 213 et 312.

DEFINITION 23
Soit (E, <) un ensemble ordonné. La relation < sur E associée d <, appelée relation d’ordre strict
associée a <, est définie, pour tout (x,y) € E?, par x <y si, par définition, v <y et x # y.

ProrosITION 24
Soit (E,=<) un ensemble ordonné. La relation d’ordre strict < est antisymétrique et transitive.

Preuve —

e Antisymétrie : Soit (x,y) € E2. Supposons que x < y et y < x. Alors x < y et y < «, donc par antisymétrie de <,
z = y. Donc < est antisymétrique.

e Transitivité : Soit (z,y,2) € E3. Supposons que © < y et y < 2. Alors z < y et y < 2z donc = < z. Il reste & montrer
que x # z. Supposons par l'absurde que x = z. Alors < y et comme y < z, on a aussi y < «. Donc par antisymétrie
de %, on a x = y, contredisant z < y. Donc x # z. D’out ¢ < z. Donc < est transitive.

O

EXEMPLE 25 — La relation < sur R est la relation d’ordre strict de <.

@ La négation de = < y est, x et y ne sont pas comparables ou x et y sont comparables et y < z.
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3.3. RELATIONS D’ORDRE ET ENSEMBLES ORDONNES

3.3.2 Majorant et minorant

DEFINITION 26
Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

e Soit M € E. On dit que M est un magorant \ [ 5\ de A si, pour tout a € A, a < M.
e Soit m € E. On dit que m est un minorant \ N5\ de A si, pour tout a € A, m < a.

EXEMPLES 27
e Dans (R, <), l’ensemble R_ est ’ensemble des minorants de Ry. Ry n’admet pas de majorant.
Preuve — En effet, supposons que M soit un majorant de Ry.. Alors, comme M +1 € Ry, on a M +1 < M, ce qui
est absurde. O
e Pour la relation d’inclusion, O est un minorant de P(E) et E est un majorant de P(E).
e Pour la relation de divisibilité sur N, l’ensemble {1,2} est I’ensemble des minorants de l’ensemble
{4,6} et l’ensemble des multiples de 12 est I’ensemble des magjorants.

Preuve —

- Soit m un minorant de {4,6}. Alors m|4 et m|6 donc m|6 —4 = 2. Donc m =1 oum = 2. 1 et 2 divisent
évidemment 4 et 6. Donc Uensemble des minorants est {1,2}.

- Soit M un magorant de {4,6}. Alors 4|M et 6|M donc 12 = ppcm(4,6)|M. Donc M est un multiple de 12. 4
et 6 divisent évidemment tout multiple de 12. Donc l’ensemble des majorants est {12n | n € N*}.

O

REMARQUE 28 — Un majorant ou un minorant, s’ils existent, ne sont pas nécessairement uniques comme
on vient de le voir.

DEFINITION 29

e On dit que A est une partiec magjorée si A admet au moins un majorant M. Autrement dit, A est
magorée s’il existe M € F tel que pour tout a € A, a < M.
On dit aussi que M majore A ou que A est majorée par M.

e On dit que A est une partie minorée si A admet au moins un minorant m. Autrement dit, A est
minorée s’il existe m € E tel que pour tout a € A, m < a.
On dit aussi que m minore A ou que A est minorée par m.

e On dit que A est bornée si A est majorée et minorée. Autrement dit, A est bornée s’il existe (m, M) € E?
tel que pour touta € A, m<a =< M.

EXEMPLES 30

e Pour la relation < sur R, Ry est une partie minorée, par exemple par 0. Ry n’est pas majorée car
elle n’‘admet pas de majorant.

e Pour la relation d’inclusion, P(E) est minorée (par 0) et majorée (par E). P(E) est donc une partie
bornée pour l’inclusion.

e Pour la relation de divisibilité sur N, U’ensemble {4,6} est minoré, par exemple par 2, et majoré,
par exemple par 12. C’est donc une partie bornée pour la relation de divisibilité.

3.3.3 Maximum et minimum

DEFINITION 31
Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

e On dit que A admet un mazimum \T K{E\ s’il existe M € A tel que pour tout a € A, a < M.
a.

e On dit que A admet un minimum \5/ME\ s’il existe m € A tel que pour tout a € A, m <

REMARQUE 32 — Un mazimum (resp. minimum) de A est donc un majorant (resp. minorant) de A qui
appartient a A.
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3.3. RELATIONS D’ORDRE ET ENSEMBLES ORDONNES

PROPOSITION 33

e Si A admet un mazimum alors celui-ci est unique, et est noté max(A).

o Si A admet un minimum alors celui-ci est unique, et est noté min(A).

Preuve —

e Supposons que A admette deux maximums M; et Ma. Montrons que M1 = Ms. Par définition du maximum, M; et

Ms sont des éléments de A et sont des majorants de A. Comme M; est un majorant de A et My € A, on a My < M.
De méme, Ms étant un majorant de A et M; € A, on a M; < Ms. Donc par antisymétrie de <, on en déduit que
My = Ms. Donc, si A admet un maximum alors celui-ci est unique.

La preuve est analogue au cas précédent.

O

REMARQUE 34 — S'’ils existent, on peut donc parler DU mazimum et DU minimum, mais on parle toujours
d’UN magjorant et d’UN minorant.

EXEMPLES 35

0 est le minimum de Ry. Ry n’admet pas de mazimum.
0 est le minimum de P(E) et E le mazimum pour la relation d’inclusion.

Dans (N,| ), U’ensemble {4,6} n’admet pas de minimum ni de mazimum. En effet, aucun des
minorants {1,2} et aucun des majorants {12n | n € N*} n’appartient a {4,6}.

Dans (R, <), soit I =[0,1[. Le minimum de I est 0 et I n'admet pas de mazimum.
M+1
Preuve — Supposons que I admette un mazimum M. Alors M € [0,1] donc M < 1. Posons M' = + . Alors
M’ €[0,1] et M < M’, contredisant la mazimalité de M. Donc I n’admet pas de mazimum. O
. 1 ) .
Dans (R, <), soit A = { | n € N*}. Le mazimum de A est 1 et A n’admet pas de minimum.
n
Preuve —

1 1
- Onal= 1 donc 1 € A et pour tout n € N*, — <1 donc A admet un mazimum et max(A) = 1.
n

1
- Supposons que A admette un mintmum m. Alors m € A et il existe ng € N* tel que m = —. m étant un
no
1

1 1
minorant, pour tout n € N*, m < —. En particulier, pour n =ng + 1, on a — <
n

, ce qui est absurde.
no ng + 1

Donc A n’admet pas de minimum.

O

Citons trois propriétés fondamentales de N.

PRrROPOSITION 36
Dans U’ensemble ordonné (N, <),

e Toute partie non vide de N admet un minimum,

e Toute partie non vide majorée de N admet un maximum,

e N n'a pas de mazximum.

3.3.4 Borne supérieure et borne inférieure

§ 1. Cas général

DEFINITION 37
Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

e On appelle borne supérieure \ D7\ de A, si elle existe, le plus petit des magjorants de A. On la
note alors sup(A).

e On appelle borne inférieure \ N7\ de A, si elle existe, le plus grand des minorants de A. On la
note alors inf(A).
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REMARQUE 38 — La borne supérieure (resp. inférieure) n’existe pas nécessairement mais, si elle existe,
elle est unique par unicité du minimum des majorants de A (resp. mazimum des minorants).

METHODE 39 — Pour démontrer que A admet une borne supérieure (resp. inférieure) égale & M (resp.
m)?
1. on commence par montrer que M (resp. m) est un majorant (resp. minorant) de A :
pour tout a € A, a x M (resp. m < a),
2. puis on montre que tout majorant (resp. minorant) de A est supérieur (resp. inférieur) a M (resp.
m) : en considérant un majorant M’ (resp. un minorant m’'), on montre que M < M’ (resp.
m' < m).

On montre ainsi que M est le plus petit des majorants (resp. m est le plus grand des minorants).

% La différence entre max(A) et sup(A) est que max(A) est un élément de A alors que sup(A4) n’est pas
nécessairement un élément de A.

On dispose tout de méme du résultat suivant.

PRrROPOSITION 40
Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.
e Si A posséde un mazimum alors A posséde une borne supérieure et max(A) = sup(A).

e Si A posséde un minimum alors A posséde une borne inférieure et min(A) = inf(A).

Preuve —

e Supposons que A posséde un maximum M. Alors M est un majorant de A. De plus, comme M € A, pour tout
majorant M’ de A, ona M < M’'.
Donc M est le plus petit des majorants. Donc A admet une borne supérieure et M = sup(A).

e Preuve analogue & la précédente.

EXEMPLES 41
e 0 est le minimum donc la borne inférieure de Ry. Ry n’admet pas de borne supérieure car Ry n'est
pas magjoré.
e Pour la relation d’inclusion sur P(E), 0 est le minimum donc la borne inférieure de P(E), E est le
mazimum donc la borne supérieure de P(E).
e Pour la relation de divisibilité, la borne inférieure de {4,6} est 2 et la borne supérieure est 12.
Preuve — Nous avons vu que l’ensemble des minorants est {1,2}. Donc le plus grand des minorants existe et vaut 2.

Donc sup({4,6}) = 2. L’ensemble des majorants est {12n | n € N*}. Donc le plus petit des majorants existe et vaut
12. Donc inf({4,6}) = 12. O

e Dans (R, <), [0,1] n’admet pas de mazimum mais admet une borne supérieure égale ¢ 1. Sa borne
inférieure est égale a son minimum, 0.
Preuve — Nous avons déja vu que [0, 1] n’admet pas de mazimum.
Montrons que [0,1] admet une borne supérieure égale a 1.
Pour tout € [0,1[, on a © < 1. Donc 1 majore [0, 1].

1
Montrons que 1 est le plus petit des majorants. Soit M un majorant de [0,1[. Pour tout n € N*, 1 — — € [0,1], donc
n

1
1— — < M. En laissant tendre n vers 400, on en déduit que 1 < M.
n
Donc 1 est le plus petit des magorants de [0,1] et sup(A) = 1. O

1
e Dans (R, <), l'ensemble A = { |n e N*} n‘admet pas de minimum mais admet une borne
n

inférieure égale a 0. Sa borne supérieure est égale a son mazximum, 1.
Preuve — Nous avons déja vu que A n’admet pas de minimum.
Montrons que A admet une borne inférieure égale a 0.

1
Pour tout n € N*, 0 < —. Donc 0 est un minorant de A.
n
Montrons que 0 est le plus grand des minorants. Soit m un minorant de A. Comme m minore A, pour tout n € N*,
1
on am < —. En laissant tendre n vers +oo, on obtient m < 0.

n
Donc 0 est le plus grand des minorants de A et inf(A) = 0. O
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@ D’apres les deux derniers exemples, une partie A peut donc admettre une borne supérieure (resp.
inférieure) sans admettre de maximum (resp. minimum).

§ 2. Cas particulier de l’ensemble ordonné (R, <)

Citons deux propriétés fondamentales de R. On admet ces propriétés qui découlent de la construction de
R. La démonstration de nombreux théoremes d’analyse repose sur ces propriétés.

PROPOSITION 42 (Propriété de la borne supérieure/inférieure)
Dans l’ensemble ordonné (R, <),

e Toute partie non vide magjorée admet une borne supérieure,

e Toute partie non vide minorée admet une borne inférieure.

REMARQUE 43 — La propriété de la borne supérieure est un résultat d’existence, elle ne donne pas la
valeur de cette borne supérieure. Dans certains cas, on a une idée de la borne supérieure, par exemple,
on a vu que sup([0,1]) =1, et on le démontre en revenant d la définition de la borne supérieure. Dans
d’autres cas, on ne connait pas cette valeur mais cette propriété permet de justifier que la borne supérieure
existe.

PROPOSITION 44 (Caractérisation de la borne supérieure)
Soit A une partie non vide majorée de R. Soit M € R.

1. M majore A

Alors M = sup(A) si et seulement si { 2. pour tout x € R tel que x < M, il existe a € A tel que x < a < M.

1. M majore A,

s0it encore, si et seulement si { 2. pour tout € > 0, il existe a € A tel que M —e <a < M.

PROPOSITION 45 (Caractérisation de la borne inférieure)
Soit A une partie non vide minorée de R. Soit m € R.

1. m minore A

Alors m = inf(A) si et seulement si { 2. pour tout € R tel que x > m, il existe a € A tel que m < a < x.

1. m minore A,

soit encore, si et seulement si { 2. pour tout € > 0, il existe a € A tel que m < a <m+e¢.

m € m-+e
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1
EXEMPLE 46 — Retrouvons la valeur de la borne inférieure de 'exemple A = { |ne N*}.
n

1.. 0 minore A.

1 1 1
2. Soite > 0. Comme lim — =0, il existe ng € N* tel que 0 < — < e et — € A.
n—+oo n no no

Donc par la caractérisation de la borne supérieure, inf(A) = 0.

EXEMPLE 47 — Soit A une partie non vide bornée de R. Posons E = {|z —y| | (z,y) € A*}. E est donc
l’ensemble des distances entre deux points de A.

— A étant non vide, on peut trouver un élément x € A. Alors, comme (v,x) € A%, |x — 2| =0€ E.
Donc E est une partie non vide de R.

— A étant bornée, il existe b € R tel que pour tout x € A, |z| <b.
Soit (z,y) € A%. Par inégalité triangulaire, on a |z —y| < |z| + |y| < b+ b= 2b. Donc E est majoré
par 2b.

— E étant une partie non vide et majorée de R, E admet donc une borne supérieure, que l’on note §.

— Déterminons §.

A étant non vide et bornée, A est en particulier non vide et minorée, donc m = inf(A) existe. De
méme, A est en particulier non vide et majorée, donc M = sup(A) eziste.

Montrons que 6 = M — m.

mo 3 3 M
| |
| |
yeA P zeA
M—-—m-—c¢
M —-—m

1. Pour tout (z,y) € A2, m<z<Metm<y<M. Donc —(M —m) <z —y<M—m, soit
|z —y| < M —m.

Donc M —m majore E.

2. Soite > 0. D’apres la caractérisation de la borne supérieure (en prenant €' = 5 ), il eviste x € A

€

tel M — 3 <x <M.

D’apres la caractérisation de la borne inférieure (en prenant €' = 5), il eviste y € A tel que
m<y<m-+ g

Alors M —m—e<z—y <|z—yl|.

En posantd= |z —y|, onadoncd€ E et M —m—e<d<M—m.

Donc d’apres la caractérisation de la borne supérieure, § = M —m = sup(A) — inf(A).

PROPOSITION 48
Soient a et b deux nombres réels.

e Si, pour toute >0, a>b—¢c alorsa > b.
e Si, pour toute >0, a < b-+¢€ alors a <b.

Preuve — Traitons le premier point, le deuxiéme point se traitant de maniére analogue. Supposons que pour tout € > 0,
a > b—e. Posons B = {b —clee R:} On a sup(B) = b d’apres la caractérisation de la borne supérieure et, par hypothese,

a est un majorant de B. La borne supérieure étant le plus petit des majorants, on en déduit que b < a. D’ou le résultat. [
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PROPOSITION 49 (Caractérisation séquentielle)
Soit A une partie non vide de R. Soit (m, M) € R2.

o Supposons A est majorée.

1. M majore A

Alors M = sup(A) si et seulement si { 2. il existe une suite (an)nen d’éléments de A qui converge vers M.

e Supposons A minorée.

1. m minore A

Alorsm = inf(A) si et seulement si { 2. il existe une suite (ap)nen d’éléments de A qui converge vers m.

Preuve — Traitons le cas de la borne supérieure. A étant une partie non vide majorée de R, A admet une borne supérieure.
e Supposons que M = sup(A).
Alors, par définition de la borne supérieure, M majore A. D’ou le premier point.

Construisons une suite d’éléments de A qui converge vers M. Pour tout n € N, on va utiliser la caractérisation de la borne
1 1
supérieure avec € = — > 0. Pour tout n € N, il existe a, € A tel que M — — < an < M. La suite (an)nen est donc

n n

une suite d’éléments de A. De plus, en laissant tendre n vers +o00, on en déduit que M < lim a, < M, soit lim a, = M.
n—-+oo n—-+oo

On a donc construit une suite (an)neny d’éléments de A qui converge vers M.

e Réciproquement, soit M € R. Supposons que M majore A et qu’il existe une suite (an)pen d’éléments de A qui converge
vers M. Utilisons la caractérisation de la borne supérieure.

1. Par hypotheése, M majore de A.

2. Soit € > 0. Comme lim an, = M, il existe ng € N tel que pour tout n > ng, an > M — €. En particulier, on a an, € A
n—-+oo

et M —e<ap, <M.

Donc, par la caractérisation de la borne supérieure, M = sup(A).

1

EXEMPLE 50 — Retrouvons la valeur de borne inférieure de l’exemple A = { |ne N*}.
n

1. A est minoré par 0.

1
2. Posons, pour tout n € N*, u, = —. Pour tout n € N*, u,, € A et u,, — 0 lorsque n tend vers +o00. La
n

suite (un)nen+ d’éléments de A converge donc vers 0.

Done, d’aprés la caractérisation séquentielle de la borne supérieure, inf(A) = 0.

EXEMPLE 51 — Soit B = { | (p,q) € N*2}.

q
2P +q
q
’ 2p+q
une partie de R non vide majorée, B admet une borne supérieure.

e Remarquons que B est non vide et pour tout (p,q) € N*2

<1 donc B est magjoré par 1. B étant

1. 1 majore B.

n
2. Posons, pour tout n € N*, u,, = T Alors, pour tout n € N* u, € B et (u,)nen+ converge vers 1.

2+

Done, par la caractérisation séquentielle de la borne supérieure sup(B) = 1.

e Remarquons que B est non vide et pour tout (p,q) € N*2, 0 <

donc B est minoré par 0. B étant
2P +¢q

une partie de R non vide minorée, B admet une borne inférieure.

1. 0 minore B.

2. Posons, pour tout n € N*, v, Alors, pour tout n € N*, v,, € B et (vy)nen+ converge vers 0.

1
U

Done, d’apreés la caractérisation séquentielle de la borne inférieure, inf(B) = 0.
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Chapitre 4 Arithmétique dans 7Z

4.1 DIVISIBILITE DANS Z

4.1.1 Définitions et premiéres propriétés
DEFINITION 1
Soit (a,b) € Z2. On dit que a divise b \¥2[%\ s%l existe un entier k € Z tel que b = ka. On note a | b.

On dit aussi que a est un diviseur de b, ou que b est divisible par a, ou que b est un multiple de a.

EXEMPLES 2
e 2 divise 6 mais 2 ne divise pas 7.

e Soita € Z. Alors 1, —1, a et —a divisent a.

REMARQUES 3

e Soit a € Z. L’ensemble des multiples de a est ’ensemble

aZ ={ak | keZ}=A{...,-3a,—2a,—a,0,a,2a,3a,...}.

Rappelons que pour tout a € Z, aZ est un sous-groupe de Z (voir cours de Géométrie 1). Plus précisément,

les sous-groupes de Z sont de la forme nZ ou n € N.

e Si un entier a divise un entier b alors l’ensemble des multiples de b est inclus dans l’ensemble des

multiples de a :

alb < bZCaZ.

Preuve — Supposons que a | b. Soit m € bZ. Alors il existe p € Z tel que m = pb. Comme a | b, il existe k € Z tel que

b= ka. Donc m = pka € aZ car pk € Z. Donc bZ C aZ.
Supposons bZ C aZ. Comme b=1xb € bZ, b € aZ donc il existe k € Z tel que b = ka. Donc a divise b.

D’ou le résultat.

PROPOSITION 4
Soient (a,b) € Z x Z*. Si a divise b alors |a| < |b].

Preuve — Supposons que a divise b. Alors il existe k € Z tel que b = ka. Comme b est non nul, k Pest également et |k| > 1.

Donc |b| = |ka| > |al.

PROPOSITION 5 Soient a, b, ¢ et d des éléments de Z.
o La relation de divisibilité est une relation d’ordre partiel sur N mais n’est pas une relation d’ordre sur Z
(non antisymétrique) :
albetbla & aZ=bZ < o= < a=boua=-b
La transitivité s’écrit : Sia|b etb|c alorsa | c.
e Sid|a etd]|b alors pour tout (u,v) € Z%, d | (au + bv).
e Sia|betc|d alorsac|bd. En particulier, si a | b alors pour tout n € N, a™ | b".
e Siab|calorsalceth]|ec.

Preuve —

e Nous avons vu au chapitre 3 que la relation de divisibilité sur N est une relation d’ordre partiel. Nous avons également
vu que la relation de divisibilité sur Z est réflexive et transitive mais n’est pas antisymétrique car 1| —1et —1 |1
mais 1 # —1.

Si b est nul alors a est nul puisque b divise a. De méme, si a est nul alors b est nul. Supposons donc a et b non nuls.
Onaa|betb]asiet seulement si bZ C aZ et aZ C bZ, soit si et seulement si aZ = bZ.
Onaa|betb|asiet seulement si |a| < |b] et |b] < |al, soit si et seulement si |a| = |b].
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e Supposons que d | a et d | b. Alors il existe k1 € Z tel que a = kid et il existe ko € Z tel que b = kad. Donc
au + bv = d(uk1 + vk2) et uki + vks € Z.
Donc d | au + bv.

e Supposons que a | b et ¢ | d. Alors il existe k1 € Z tel que b = aky et il existe k2 € Z tel que d = cka. Donc bd = acki k2
et k1k2 € Z. Donc ac | bd.

O

REMARQUE 6 — La réciproque de la derniére proposition est fausse : 4|12 et 6 | 12 mais 4 X 6 = 24 ne
divise pas 12.

EXEMPLE 7 — Déterminons les entiers naturels n tels que 2n + 3 divise 3n + 7.
Soit n € N. Supposons que 2+ 3n | 3n+7. Alors 2n+3|2n+3 et 2n+3 | 3n+ 7. Donc
24+3n]2(3n+7) —3(2n+3) =5.

Donc, commen € N, on a 2n+ 3 € N* et 2n + 3 divise 5. Or, les diviseurs positifs de 5 sont 1 et 5. Donc
2n+3=1ou2n+3 =05, soit n=—1 oun =1. Comme n est positif, on en déduit que n = 1.

Réciproquement, sin =1 alors 2n+3 =5 et 3n+7 =10, et donc 2n+3 | 3n+ 7.

1l existe donc un unique entier naturel, n = 1, tel que 2n + 3 divise 3n + 7.

4.1.2 Division euclidienne

THEOREME 8
Soit (a,b) € Z x N*. Il existe un unique couple (q,7) € Z x N tel que

a=bg+r e 0<r<b

Lentier q est appelé le quotient \ [\ et lentier r est appelé le reste \ %0\ de la division euclidienne

de a par b \BEHH RERIE (BUULEERIE) \.

Preuve —

e Existence : Posons ¢ = E (%) et r =a — gb. Alors (q,7) € Z X N et a = bg + r. De plus, comme ¢ = E (%), on a

a
q < 3 < g+ 1, donc, b étant strictement positif, bg < a < bg 4+ b. Donc 0 < r = a — bg < b. Ainsi, le couple (g,r)
convient.

e Unicité : Soient (g1,71) et (g2,72) deux couples vérifiant I’énoncé. Alors a = bqi + r1 et a = bga + r2, donc
bgi + r1 = bga + r2. Donc b(q1 — q2) =12 — 1.
Comme |r2 — 71| < b, on en déduit que b|g1 — g2| < b. Donc |g1 — g2] < 1. Comme q1 — g2 € Z, on obtient g1 — g2 = 0,
soit q1 = q2, et donc r; = ra.

O
a

REMARQUE 9 — On a donc montré en particulier que ¢ = E (Z)

ExEMPLES 10
e Ona22=3x6+4et0<4<6, donc le quotient de la division euclidienne de 22 par 6 est 3 et le
reste est 4.
Les relations 22 =2 x 6 4+ 10 ou 22 = 4 X 6 — 2 ne vérifient pas les relations imposées sur le reste r.

e Ona—12=-3x5+4+3 et 0<3<5, donc le quotient de la division euclidienne de —12 par 3 est
—3 et le reste est 3.

PROPOSITION 11
Soit (a,b) € Z x N*. Alors b divise a si et seulement si le reste de la division euclidienne de a par b est nul.

Preuve —

e Supposons que b divise a. Alors il existe k € Z tel que a = kb. Donc a = kb+ 0 et par unicité de la division euclidienne,
le reste de la division euclidienne de a par b vaut 0.

e Supposons que le reste de la division euclidienne de a par b soit nul. Alors il existe ¢ € Z tel que a = ¢gb + 0, soit
a = gb. Donc b divise a.

O
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4.1.3 Relation de congruence modulo un entier

DEFINITION 12
Soient a, b et n € Z. On dit que a est congru a b modulo n si n divise b — a, soit encore, s’il existe
k € Z tel que b= a+ kn. On note alors a = b mod n.

EXEMPLE 13 — 11 =1mod 5, —1=2mod 3, 0= 100 mod 2.

REMARQUE 14 — n | a2 < a = 0 mod n.

La proposition suivante a déja été vue dans le chapitre 3.

PROPOSITION 15
La relation de congruence est une relation d’équivalence.

En particulier, la relation étant symétrique, on a a = b mod n si et seulement si b = @ mod n. On peut
donc dire que des entiers sont congrus modulo n.

PROPOSITION 16 (Opérations sur les congruences)
Soit a,b,c,d,m,n € Z.

1. a=bmod n si et seulement si a+c=b+ c¢mod n.

. Sia=bmod n et c=dmod n alors a+c¢=b+ dmod n.

2
3. Sia=0bmod n alors ac = bc mod n.
4

. Sia=bmod n et c =dmod n alors ac = bd mod n.

En particulier, si a = b mod n alors pour tout k € N, a

k = p% mod n.

5. Sim est non nul, alors a = b mod n si et seulement st ma = mb mod mn.

Preuve —

1. On a a = b mod n si et seulement si n divise b —a = (b+ ¢) — (a + ¢), soit si et seulement si a + ¢ = b+ ¢ mod n.

2. Supposons a = b mod n et ¢ = d mod n. D’aprées le point précédent, a +c=b+ cmod n et b+ ¢ = b+ d mod n.
Donc, par transitivité, a + ¢ = b+ d mod n.

3. Supposons a = b mod n. Alors n divise b — a, donc n divise ¢(b — a) = bc — ac. Donc ac = bc mod n.

4. Supposons a = b mod n et ¢ = d mod n. D’apres le point précédent, ac = bc mod n et bc = bd mod n. Donc, par
transitivité, ac = bd mod n.

5. Supposons que a = b mod n. Alors il existe k € Z tel que b = a + kn. Donc mb = ma + k(mn) et ma = mbmod mn.

Réciproquement, supposons que ma = mb mod mn. Alors il existe k € Z tel que mb = ma + kmn. m étant non nul,
par division par m, on obtient b = a + kn, donc a = b mod n.

O
EXEMPLES 17
o 2918 1 8211 ogt divisible par 3.
Preuwve — En effet, on a 2 = —1mod 3, donc 2518 = (—=1)518 = 1 mod 3 et 8 = —1 mod 3 donc 82!! = (-1)2!! =
—1 mod 3 donc
2518 4 8211 — 1 _ 1 = (0 mod 3.
Donc 3 divise 2518 4 8211, )

Déterminons les entiers n tels que 3n 4+ 5 =4 mod 7.
Soit n € Z. Alors

N+s5=4dmod7<3n=-1mod7<5x3n=—-1x5mod 7< n=2mod 7.

Donc l’ensemble des entiers tels que 3n +5 =4 mod 7 est l’ensemble {2+ Tk |k € Z} =2+ 7Z.
Pour tout entier n € Z impair, 8 divise n®> — 1.

Preuve — En effet, soit n un entier impair. Il existe donc k € Z tel que n = 2k+1. Alors n? —1 = 4k +4k = 4k(k-+1).
Or k et k+1 étant deux entiers successifs, l’'un d’entre euz est pair et donc k(k+1) est pair. Donc k(k+1) = 0 mod 2.
Donc 4k(k + 1) = 0 mod 8. Donc n? —1 =0 mod 8. D’ou le résultat. O
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D’apres le théoreme de division euclidienne dans Z, pour tout a € Z, il existe un unique r € {0,...,n — 1}
tel que a = r mod n. Dire que a = b mod n est donc équivalent a dire que a et b ont le méme reste dans
la division euclidienne par n.

La relation de congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z et la classe d’équivalence d’un
élément a € Z est notée a” ou lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, @ :

a={a+kn|ke€eZ}=a+nZ.
L’ensemble de toutes ces classes d’équivalence modulo n, appelé ensemble quotient, est noté Z/nZ.

EXEMPLES 18
e Dans Z/37, on a1 =1+3Z=1{...,—-5,-2,1,4,7,10,...} et par ezemple 1 = 7.

e Dans /77, on a2 ={...,—12,-5,2,9,16,...} et par ezemple —12 = 2.

PROPOSITION 19
Pour tout n € N*, on a Z/nZ = {0,1,...,n— 1} et cet ensemble est constitué de n éléments distincts.

Preuve — Cela découle du théoréme de division euclidienne. O

EXEMPLE 20 — Z/1Z = {0}, Z/2Z = {0,1}

Rappelons (voir cours de Géométrie 1) que 'on définit une somme + et un produit x dans Z/nZ de la
n n

fagon suivante : pour a et b éléments de Z/nZ, en notant T et § des représentants de a et b,

a+b=x4+y et axb=zXxy.
n n

Ces opérations sont bien définies car elles ne dépendent pas du choix des représentants d’apres la proposition
16.

EXEMPLE 21 — Dans Z/6Z, 4+3=T7T=1et4x3=12=0.

Enfin, rappelons que (Z/nZ, +) est un groupe.
n

4.2 PGCD, PPCM

4.2.1 Plus grand diviseur commun

DEFINITION 22
Soient a1, ..., a, des éléments de Z. On appelle diviseur commun \ APIECHNPIE S\ de ay, ..., a,
tout élément d € 7 tel que pour tout i € {1,...,n}, d | a;.

EXEMPLES 23
o G est un diviseur commun de 12 et 18.

o 3 est un diviseur commun de 9, 12 et 21.

LEMME 24
Soient a et b deux éléments de Z. L’ensemble aZ + bZ = {ak;y + bk | (k1, k2) € Z%} est un sous-groupe de
(Z,+).

Preuve — D’apres la définition, aZ + bZ est un sous-ensemble de Z.

e0=0xa+0xbdoncO0 € aZ+ bZ.
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e Soient (x,y) € (aZ + bZ)2. 1l existe ki, ko, k3 et k4 dans Z tels que x = aky + bka et y = aks + bky.
Donc = — y = aky + bka — (aks + bka) = a(k1 — k3) + b(k2 — ka) et k1 — ks € Z et ko — ks € Z. Donc © — y € aZ + bZ.

De ces deux points, il vient que aZ + bZ est un sous-groupe de (Z, +). O

DEFINITION 25

Soient a et b des éléments de Z. 1l existe un unique élément d € N tel que aZ + bZ = dZ. Cet élément d est
appelé le plus grand diviseur commun \5: X AEL\ de a et b, en abrégé pged. Il s’agit de l'unique
générateur positif de aZ + bZ. On note d = pged(a,b) ou encore d = a A b.

Preuve — D’apres le lemme, aZ + dZ est un sous-groupe de (Z,+). Or pour tout sous-groupe H de (Z,+), il existe un

unique n € N tel que H = nZ. O

PROPOSITION 26
Soient a et b des éléments de Z. Alors d = pged(a,b) si et seulement si

1. d|aetd|b, (autrement dit, d est un diviseur commun & a et b),

2. Pour toutd € Z, sid | a etd |balors d | d. (autrement dit, tout diviseur commun de a et b divise d).

Preuve —

e Supposons que d = pged(a, b). Alors aZ + bZ = dZ. Comme a =a X 1+ b X 0 € aZ + bZ, a € dZ donc d | a. De méme,
b € dZ et d | b. D’ou le premier point.

Soit d' € Z tel que d' | a et d’ | b. Alors aZ C d'Z et bZ C d'Z donc aZ + bZ C d'Z. Donc dZ C d'Z et d' | d. D’ou le second
point.

e Réciproquement, supposons 1 et 2. Montrons par double inclusion que aZ + bZ = dZ.
> Comme d | a et d|b,onaaZ CdZ et bZ C dZ donc aZ + bZ C dZ.
< Soit d' € N tel que d'Z = aZ + bZ. Alors a € d'Z donc d’' | a et b € d'Z donc d’ | b. Donc d’ | d. Donc dZ C d'Z = aZ + bZ.

Finalement, dZ = aZ + bZ. O
REMARQUE 27 — On peut également définir le pged d’une famille d’éléments aq, ..., a, comme étant le
générateur positif de a1Z+ . ..+ a,Z, sous-groupe de (Z,+). On montre que ce sont des diviseurs communs
de aq, ..., a,, multiples de tout autre diviseur commun.

REMARQUE 28 — Le pgcd de a et b est le plus grand diviseur commun pour la relation d’ordre < sur N.
C’est aussi le plus grand diviseur commun pour la relation d’ordre de divisibilité sur N.

EXEMPLE 29 — pged(12,18) = 6, pged(10,12,18) = 2.
ProrositioN 30

Soient a et b des éléments de Z. Notons d = pged(a,b). Alors il existe deuz éléments ug et vo de Z tels que

aug + bvg = d.

Preuve — Par définition, on a dZ = aZ + bZ. Donc d € aZ + bZ. Tl existe donc (ug,vo) € Z2 tel que d = aup + bug. O

EXEMPLE 31 — On a pged(4,6) =2 et 4 x (—1)+6 x 1 =2 mais aussi 4 x 246 x (—1) = 2.

On voit donc que les entiers u et v ne sont pas uniques.

PROPOSITION 32
Soient a, b, ¢ et k des éléments de Z. On a

e pged(a, b) = pged(lal, |b]), e pged(a, b) = pged(b, a),
e pged(a,0) = |al, e pged(a, pged(b, ¢)) = pged(pged(a, b), ¢),
e pged(a,1) =1, e pged(ka, kb) = |k|pged(a,d).
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Preuve — Ces propriétés découlent immédiatement de la définition du pged comme 'unique générateur positif de aZ + bZ.

1. aZ 4+ bZ = |a|Z + |b|Z, 3. aZ+ 7 =17, 5. aZ+ (bZ + cZ) = (aZ + bZ) + Z,
2. aZ + 0Z = aZ, 4. dZ = aZ + VZ = bZ + aZ, 6. akZ + bkZ = aZ + bZ.

4.2.2 Calcul du PGCD avec l’algorithme d’Euclide

Le pged se calcule facilement de maniere algorithmique. Il est basé sur le résultat suivant.

LEMME 33
Soient a et b deuz éléments de Z. Notons r le reste de la division euclidienne de a par b. Alors

pged(a,b) = pged(b, 7).

Preuve — Par division euclidienne, il existe g € Z tel que a = bg + r. On vérifie alors que aZ + bZ = rZ + bZ. Par définition
du pged, on a donc pged(a, b) = pged(b, r). O

L’algorithme d’Euclide permet de calculer le pged de deux entiers, il est basé sur des divisions euclidiennes
successives. D’apres le lemme, le pged est le dernier reste non nul obtenu.

PRINCIPE DE L’ALGORITHME D’EUCLIDE

Soient a et b deux entiers tels que 0 < b < a.

Si b =0 alors pged(a,b) = a et c’est terminé. On suppose donc b non nul.

- Etape 1 : On effectue la division euclidienne de a par b : a = bgy + r¢ avec 0 < ro < b.
D’apreés le lemme, pged(a,b) = pged(b, o).
Siro =0 alors pged(a,b) = b et c’est terminé.
Sinon, on passe a l’étape suivante.
- Etape 2 : On effectue la division euclidienne de b par ro : b=r9q1 + 11 avec 0 <11 < 1g.
D’apres le lemme, pged(a,b) = pged(b, ro) = pged(ro, r1)-
Siry =0 alors pged(ro,r1) = 1o et donc pged(a,b) = rg et ¢’est terminé.
Sinon, on passe a l’étape suivante.
- Etape 3 : On effectue la division euclidienne de rg par vy : rg = 1192 + 72 avec 0 < rg < 77.
D’apres le lemme, pged(a,b) = pged(rg, r1) = pged(ry, r2).
Sire =0 alors pged(ry,r2) = 11 et donc pged(a,b) = ry et ¢’est terminé.
Sinon on passe a l’étape suite, etc.

La suite des restes obtenus est une suite strictement décroissante d’entiers positifs, il existe donc un élément
no € N tel que r,, = 0. Alors, d’apreés le lemme, pged(a, b) = pged(b,ro) = ... = pged(Tng—1,Tng) = Tno—1-

REMARQUE 34 — On peut toujours se ramener au cas ot 0 < b < a en utilisant que pged(a,b) = pged(b, a)
et pged(a, b) = pged(|al, [b]).
ExEMPLE 35 — Clalculons le pged de 721 et 658 a l'aide de algorithme d’Euclide.

1. Division euclidienne de 721 par 658 : 721 = 658 x 1 + 63. Le reste vaut 63.

2. Division euclidienne de 658 par 63 : 658 = 63 x 10 + 28. Le reste vaut 28.

3. Division euclidienne de 63 par 28 : 63 = 28 X 24 7. Le reste vaut 7.

4. Division euclidienne de 28 par 7 : 28 =7 x 4+ 0. Le reste est nul!

Le dernier reste non nul dans la suite des divisions euclidienne est donc 7. Ainsi, pged(721,658) = 7.
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4.2.3 Entiers premiers entre eux
§ 1. Définitions

DEFINITION 36
Soient a et b deur éléments de Z. On dit que a et b sont premiers entre euzx \ 0.7\ si pged(a,b) = 1.

EXEMPLE 37 — 2 et 3 sont premiers entre eux. 9 et 16 sont premiers entre euzr. 6 et 4 ne sont pas
premiers entre euz.

% Si a ne divise pas b et b ne divise pas a, on ne peut pas dire que a et b sont premiers entre eux! Par
exemple, 6 ne divise pas 15 et 15 ne divise pas 6 mais pged(6,15) = 3, donc 6 et 15 ne sont pas premiers
entre eux.

DEFINITION 38
Soient ay, ..., a, des éléments de Z. On dit que a1, ..., a, sont premiers entre eur deux a deux si
pour tout i et tout j éléments distincts de {1,...,n}, a; et a; sont premiers entre eux.

§ 2. Théoréme de Bezout et théoréme de Gauss

THEOREME 39 (Théoreéme de Bezout)
Soient a et b des éléments de Z.. Alors a et b sont premiers entre euzx si et seulement s’il existe deux
éléments u et v dans Z tels que

au+bv=1.

Preuve — Supposons a et b premiers entre eux. Alors pged(a,b) = 1. D’apres la proposition 77, il existe donc u et v dans
Z tels que au + bv = 1.

Réciproquement, supposons qu’il existe u et v dans Z tels que au + bv = 1. Alors 1 € aZ + bZ et donc 1Z = 7Z C aZ + bZ.
Comme aZ + bZ C 7Z, on en déduit que aZ + bZ = 1Z. Donc pged(a,b) =1 et a et b sont premiers entre eux. O

EXEMPLE 40 — n et n+ 1 sont premiers entre euz car (n+1) x 1+ n x (=1) = 1.

L’algorithme d’Euclide étendu permet d’obtenir les coefficients u et v, appelés coefficients de Bezout.
Alors que 'algorithme d’Euclide s’intéresse uniquement aux restes successifs, 1’algorithme d’Euclide étendu
considere également les quotients successifs.

PRINCIPE : A Daide de I’algorithme d’Euclide, on construit de proche en proche des éléments uj et vy de
Z tels que, a chaque étape,
rr = auy, + by,

ol les i sont les restes des divisions euclidiennes successives de ’algorithme d’Euclide.

EXEMPLE 41 — FExpliquons sur un exemple, avec a = 1795 et b = 343.

1795 = 1 x1795 + x 343
343 = 0 x1795 + 1 x343
80 = 1 x1795 + (—=5) x343 | 1795 —5 x 343 =80
23 = -4 x179 + 21 x343 | 343 —4x80=23
11 = 13 x1795 + (—68) x343 |80-3x23=11
1 = =30 x179 + 157 x343 | 23—-2x11=1

On a donc1 = 1795 xu~+343xv avec u = —30 et v = 157. On en déduit également que pged (1795, 343) = 1.

THEOREME 42 (Théoréme de Gauss)
Soient a, b et ¢ des éléments de Z. Si a et b sont premiers entre eux et si a | be alors a | c.
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Preuve — Supposons que a et b sont premiers entre eux et que a | be. D’apres le théoréme de Bezout, il existe des éléments u et
v dans Z tels que au+bv = 1. Comme a | be, il existe k € Z tel que be = ak. On a donc ¢ = auc+bve = auc+avk = a(uc+vk).

Donc a | c. |

% Si a et b ne sont pas premiers entre eux, et méme si a | be et a ne divise pas b, on ne peut pas dire que
a | ¢! Par exemple, 8 divise 4 X 6 mais 8 ne divise ni 4 ni 6.

EXEMPLE 43 — Si4|3n alors 4 | n car 4 et 3 sont premiers entre eut.

§ 3. Conséquences

PROPOSITION 44
Soient a, b et ¢ des éléments de Z. Supposons a et b premiers entre euz. Sia | c et b| c alors ab | c.

Plus généralement, soient a1, ..., a,, ¢ des éléments de Z. Supposons que les a; sont premiers entre eux

deuz o deux. Si, pour tout i € {1,...,n} a; | ¢ alors a1 X ag X ...a, | c.

Preuve — Supposons que a | c et b | ¢ avec pged(a,b) = 1. a et b étant premiers entre eux, d’apres le théoréme de Bezout,
il existe des éléments u et v de Z tels que au + bv = 1. Donc ¢ = auc + bvc. Or a | ¢ donc ab | be et b | ¢ donc ab | ac. Donc
ab divise acu + bcv = c.

La généralisation se montre alors par récurrence. O

@ Si a et b ne sont pas premiers entre eux, on ne peut rien dire! Par exemple 4 | 4 et 2 | 4 mais 4 x 2 =8
ne divise pas 4.

EXEMPLE 45 — Si4|n et 3| n alors 12 | n car 4 et 3 sont premiers entre eu.

PROPOSITION 46
Soient a, b et ¢ des éléments de 7. Si a est premier avec b et si a est premier avec ¢ alors a est premier
avec be.

Plus généralement, soient a, by, ..., b, des éléments de Z. Si, pour tout i € {1,...,n}, a; est premier
avec b; alors a est premier avec by X ba X ... X by,.

De plus, si a est premier avec b alors, pour tout (m,n) € N2, a™ est premier avec b".

Preuve — Supposons a premier avec b et avec c. D’apres le théoreme de Bezout, il existe u1, uz, v1 et vy éléments de Z
tels que 1 = auj + bvy et 1 = aus + cvz. Par produit, on obtient

1 = a(auiuz + uicva + bviuz) + be(viva).

D’apres le théoreme de Bezout, a et bc sont donc premiers entre eux.

On peut démontrer la généralisation par récurrence. O
EXEMPLE 47 — Soit n € N*. n est premier avec n—1 et avec n+1 doncn est premier avec (n—1)(n+1) =

n?—1.

PROPOSITION 48
Soient a et b des éléments de Z. Posons d = pged(a, b). Alors il existe des éléments a’ et V' de Z tels que

a=dd, b=db, et pged(a,b)=1.

Preuve — Si (a,b) = (0,0) alors a’ = b’ = 1 conviennent.

Supposons (a, b) # (0,0). Comme d = pged(a, b), on sait que d | a et d | b. Il existe donc a’ € Z et b’ € Z tels que a = da’ et
b =db'. On a alors d = pged(a,b) = pged(da’, db’) = dpged(a’,b’). Donc, comme d est non nul, pged(a’,b’) = 1. (]

ProrosiTioN 49 »
Soit r un nombre rationnel. Alors il existe un unique couple (p,q) € Z x N* tel que r = = avec p et q

premiers entre eux. L’écriture d’un rationnel sous cette forme est appelée forme irréductible.
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4.2. PGCD, PPCM

Preuve — e Existence : Comme r € Q, il existe (a,b) € Z x N* tel que r = %. Posons d = pged(a, b). Il existe donc

a d
(p,q) € Z x N* tel que a = pd, b = qd et pged(p,q) = 1. On a donc r = 3 = p—d e et p et ¢ sont premiers entre eux.
q q
e Unicité : Supposons qu'’il existe (p1,q1) € ZXN* et (p2,g2) € ZxXN* tels que r = PL_ P2 peged(p1, 1) = pged(p2, g2) = 1.
q1 q2
Alors p1g2 = p2q1. Donc g2 | p2g1. Comme g2 et p2 sont premiers entre eux, donc d’aprés le théoréme de Gauss, ¢2 | g1.
Par symétrie des roles de q1 et g2, on en déduit que q1 | g2. Donc |q1| = |g2] et par positivité de q1 et g2, g1 = g2. Comme
P1g2 = p2q1, on obtient également p1 = pa. O
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