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Exercice 1. Déterminer I’ensemble des solutions maximales de 1’équation différentielle

Yy =1+y> (1)

— Identification : Il s’agit d’une équation différentielle scalaire non linéaire du premier ordre. Remarquons que
l'application f: R x R — R ; (¢,9) —> 1+ y? est de classe C!, donc d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz, tout
probleme de Cauchy admet une unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert.

— Résolution par séparation des variables : Soit ¢ une application d’un intervalle I de R dérivable.
 est solution sur I de (1) si et seulement si, pour tout ¢ € I,
¢'(t) =1+ ¢(t)?,
soit encore, puisque 2 + 1 ne s’annule pas sur I, si et seulement si pour tout ¢ € I,
©'(t)
1+ ()2

Par intégration, ¢ est donc solution sur I si et seulement s’il existe A € R tel que pour tout ¢t € I,

arctan(p(t)) =t + A.
Comme pour tout t € I, arctan(p(t)) € } -5 5 [, on en déduit que ¢ est solution si et seulement s’il existe A € R tel
que pour tout t € I, t + X € ] -5 5 [ et p(t) = tan(t + A).

Ainsi, ’ensemble des solutions maximales de I’équation (1) est
T T
S:{}fgf)\,if)\[—)]]{; t>—>tan(t+)\)|)\€R}.
Exercice 2. Soit (tg,%0) € R2. Déterminer la solution maximale du probléme de Cauchy

y' = ch(t +y),
y(to) = yo-

— Identification : Il s’agit d’une équation différentielle autonome d’ordre 1.

L’application f: R x R — R ; (¢,y) — ch(t + y) est de classe C! donc d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, le
probléme de Cauchy (2) admet une unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert.

— Résolution par séparation des variables : Soit ¢, la solution maximale définie sur un intervalle I, contenant
to de ce probleme de Cauchy.

Posons, pour tout ¢t € I, ¥(t) = @m(t) + t. Alors ¢ est dérivable et pour tout ¢t € Iy,
P (t) = @i () + 1 = ch(t + om(t)) + 1 = ch(¥(t)) + L.

De plus, ¥(to) = yo + to-
Donc 1 est la solution maximale du probléeme de Cauchy

y' =ch(y) +1

y(to) = yo + to.
Comme 1 + ch est strictement positive, pour tout ¢ € I,,, on a donc

O
ch(y(t)) +1



Donc par intégration, pour tout ¢t € Iy,

—————ds=t—tg.
/ s) )+ 1 s 0
/ dS—t—to
to 2ch2

Par le changement de variables « u = 1(s) », de classe C1 pour tout t € Iy,

p(t)
/ du =1t —to,
yo+to 2Ch

th (@) :t—hﬁ-th(@),

Donc pour tout t € I,

soit

t
Posons A\g = tg — th (%)
¥(t)
Comme th - €] —1,1[, t — Ao €] — 1,1] et pour tout t € I,

W(t) = 2argth (t — Ao) |

soit
@m(t) = 2argth (t — Ao) — t,

Réciproquement, on vérifie que I’application
@:]-14+Xo,1+ X[ — R; t — 2argth (t — Xg) — ¢

est solution de ’équation et vérifie la condition initiale y(to) = yo. Cette solution est maximale car elle tend vers oo
aux bornes de U'intervalle. Il s’agit donc d’une solution maximale du probleme de Cauchy (2), et par unicité de la
solution maximale, on en déduit que @m = @ et I, =]—1+ Ao, 1+ Aol

Ainsi la solution maximale du probléme de Cauchy est ’application

em 1 ]=14+Xo, 1+ X[ — R; t — 2argth (t — X\o) — ¢,

y0+t0)

ou l'on a posé \g = tg — th ( 2

Exercice 3. On considere I’équation différentielle

y' =2ty(y —1).
1. Donner les solutions constantes de cette équation.

Soit Yo un nombre réel distinct de 0 et 1. Dans la suite de 'exercice, on s’intéresse au probleme de
Cauchy

y' =2ty(y —1)
y(0) = o
2. Justifier qu’il existe une unique solution maximale & ce probleme de Cauchy.

3. Soit ¢ une solution définie sur un intervalle I de R de ce probleme de Cauchy.
(a) Montrer que ¢ ne peut pas prendre les valeurs 0 et 1.
p(t) =1
o(t)

(c) Déterminer 'expression de ¢ sur I. On pourra discuter selon la valeur de yo

(b) Justifier que l'application t — garde un signe constant sur I.

4. En déduire la solution maximale du probleme de Cauchy en fonction de la valeur de yy. On précisera
son intervalle de définition.

1. Posons f:R%2 — R; (t,y) — 2ty(y — 1). Soit y € R. Alors pour tout t € R, f(¢,y) = 0 si et seulement si y = 0 ou
y=1.
L’application nulle et I’application constante égale & 1 sont donc les solutions constantes de cette équation.

2. L’application f est de classe C, donc d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz, ce probleme de Cauchy admet une
unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert de R.



3. (a) Supposons que ¢ prenne la valeur 0 (resp. 1) en un point tg. Alors ¢ est solution du probléme de Cauchy
Y =2ty(y — 1)

y(to) = 0 (resp. 1)

et donc par unicité de la solution a ce probleme de Cauchy d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz, ¢ est égale

a la fonction constante égale & 0 (resp. 1). Or ¢(0) = yo est distinct de 0 et 1, ce qui est absurde. Donc ¢ ne
peut pas prendre les valeurs 0 et 1.

)

t)—1
& est bien définie et est continue. De plus,

©(t)
t)—1
cette application ne s’annule pas car pour tout ¢ € I, ¢(t) # 1. Ainsi, application ¢t — % garde un
®

(b) Comme ¢ ne s’annule pas et est continue, l’application ¢ —

signe constant sur I.
(¢) Pour tout t € I,
¢ () = 2tp(t) () — 1).
Comme ¢ ne s’annule pas sur I, pour tout ¢t € I, on a donc
©'(t)
e(t)(p(t) — 1)

()
P8 s =42
/0 EEICOES

Par le changement de variables « u = ¢(s) », de classe C!, pour tout t € I,

»(t) 1
/ 71du =t2.
vo  wWu—=1)

Donc par intégration, pour tout ¢t € I,

1 -1 1
Or — = — .
u(u — 1) u u—1

Donc, pour tout t € I,

/y:(t) ﬁdu = [~ In(Jul) + In(|u — 1)]${? = In (‘%D B ln<
ln(

]D()l’].C7 pour tout t € I,
790 ‘)

+2

)
Yo

) s

soit
yo— 1

Yo

‘w(t) -1 ‘ _
o(t)

Si yo > 1 alors ¢ est strictement supérieure a 1 sur I donc L

est strictement positive sur I et =—— > 0.

Si yo < 0 alors ¢ est strictement inférieure a 0 sur I et donc P77 est strictement positive sur I et =—— > 0.

Si yo €]0, 1], alors ¢ est & valeurs dans |0, 1[ sur I et donc P 7 est strictement négative sur I et
® Yo

On en déduit que pour tout t € I,

pt)—1 Yo — 1 42

w(t) Yo

1 -1 1

LR (U (1——)et2.
w(t) Yo Yo

1 1
est non nul, on en déduit que pour tout t € I, 1 — (1 — —) et #0 et
p(t) Yo

)

soit

Comme pour tout t € I,

o) = —— v (1_11)

Yo

1
4. Déterminons les plus grands intervalles I possibles contenant 0 tels que pour tout ¢t € I, 1 — (1 — —) et # 0, ie
Yo
1
et #*1—-—.
Yo

Remarquons que pour tout ¢ € R, ot €]0, 1[.

1 1 1
e Siyp < 0 alors 1 — — > 1 donc pour tout t € R, et # 1 — —. De méme, si yo €]0,1[ alors 1 — — < 0, donc
Yo Yo Yo
1
pour tout t € R, e t? #1-—.
Yo



Ainsi, pour yg < 1 et yo # 0, on vérifie que 'application

1
om R—R; t—

1
lf(L——>é2
Yo

est solution du probléeme de Cauchy et est globale donc maximale. Par unicité de la solution maximale du probleme
de Cauchy, c’est donc LA solution maximale du probléme de Cauchy.

1 1 1
e Siyog > 1, alors 1 — — €]0,1[. On a alors et =1 — — si et seulement si t2 = — In (1 — —), soit si et seulement

1>.

Posons ay, = 4/ —1In (1 - —
Yo

Yo

Yo

Comme 0 appartient a 'intervalle de définition de la solution maximale, on vérifie que ’application

1
@] —ayy, oy [— R; t—

l)et2

1—(1——
Yo

est solution du probleme de Cauchy et est maximale car tend vers I'infini en £ay,. Par unicité de la solution maximale

du probléme de Cauchy, c’est donc LA solution maximale du probléeme de Cauchy.
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Exercice 4.

1. Déterminer les solutions

a
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valeurs dans R* de I’équation différentielle

(t* + 1)y — 4ty = 4t \/y.

[ NN

2. Soit yo € R*. Déterminer la solution maximale du probleme de Cauchy

1
2 __ —2t
Yy+yt=gem,
y(0) = yo.
1. — Identification : Sur ]Ri, I’équation est équivalente a
4t 4t
Y VY-

e’ T era

1
On reconnait donc une équation de Bernoulli avec a = 3

Remarquons que 'on a ' = f(t,y) avec f: R x RY — R (t,y) —>

4ty
t2+1+

[ NN
N

4t
241

NN 1

VY et f est de classe ctl.

Donc d’apres le théoréme de Cauchy-Lipschitz, tout probléeme de Cauchy admet une unique solution maximale
définie sur un intervalle ouvert.



— Changement de fonction inconnue :
Soit ¢ une application d’un intervalle J de R dérivable a valeurs dans Rj_.
1
Posons, pour tout ¢ € J, (t) = @(t)1 72 = 1/p(t). ¥ est bien définie car ¢ est & valeurs dans RY, ¥ est a
valeurs dans ]Rj_ et v est dérivable car ¢ est sur J et t — v/t Pest sur R*.

Pour tout t € J, ¢/(t) = ﬂ
2¢/¢(t)

Alors ¢ est solution sur J de I’équation si et seulement si, pour tout ¢t € J,

Atp(t) + 4t/ p(t) — 2u() + 2t

24/ (1)

soit encore, si et seulement si ¢ est solution a valeurs dans R’jr de ’équation différentielle linéaire du premier
ordre

(* +1)y' (1) =

(2 4+ 1)y’ = 2ty + 2t.

L’ensemble des solutions de I’équation homogene (t2 + 1)y’ = 2ty est
Sn={R—R; tr— At +1) | AeR}.

Une solution particuliere de (t2 + 1)y’ = 2ty + 2t est t — —1.
On en déduit que ’ensemble des solutions de I'équation (¢2 + 1)y’ = 2ty + 2t est

Si={R—R;t— At +1)—1|X€R}.

Donc ¢ est solution sur J de 1’équation si et seulement s’il existe A € R tel que pour tout t € J, () = A(t2+1)—1
et 1) est a valeurs strictement positives.
— Recherche des solutions maximales :
e 1°7 cas : A < 0. Alors, pour tout ¢t € R, 9(¢) < 0.
e 28me cas : A > 1. Alors, pour tout ¢ € R, ¥(¢) > 0.
Posons alors
Oox:R—R; t— A2 +1)—1
solution globale donc maximale.

N 1—X
e 3®me cas : \ €]0,1]. Alors () > 0 si et seulement si ¢ € |—co, —a)[U]ay, +0o[, olt oy = 5
Posons alors
Py ] — o0, an[—R; t— A2 +1)—1,
et
Lp;\"' Jan, Foo[— Rt — A(t2 4+ 1) — 1.
Ces solutions sont maximales car tendent vers 0 en +ay.
Ainsi, 'ensemble des solutions maximales & valeurs dans R% de I’équation est

{ex A €], oo} U {py, A €0, 1]} U {ef, A €o,1]} .

— Identification : L’application exp étant strictement positive, une solution de ’équation ne s’annule jamais.
L’équation se ramene donc a I’équation
R |
2 Y
On reconnait une équation de Bernoulli avec @ = —1.
1 1
L’application f : R X R* — R ; (t,y) —> —y + 5e72t7 est de classe C' donc d’apres le théoreme de
Yy
Cauchy-Lipschitz, le probleme de Cauchy admet une unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert.
— Changement de fonction inconnue : Soit ¢, la solution maximale définie sur un intervalle I, contenant 0
de ce probleme de Cauchy.
Posons, pour tout t € I, ¥(t) = @(t)2. Alors v est bien définie car ¢ ne s’annule pas, est dérivable et pour
tout t € I,
P (t) = 2¢" (V)e(t).
Donc pour tout ¢ € I, ¥/ (t) = —2p(t)2 + 2t = —24(t) + e~ 2.
Donc 1 est solution sur I, de I’équation différentielle linéaire du premier ordre
Y = —2y+e 2t
L’ensemble des solutions de I’équation homogene y’' = —2y est
Sh:{R*)]R; t>—>)\e72t\)\€lR}.

On peut chercher une solution particuliere de 'équation 3 = —2y + e~2? sous la forme t — ate™2* et apres
calculs, on trouve ¢t — te~2t,
On en déduit que I’ensemble des solutions de 1’équation 3y = —2y + e~ 2? est

Si={R—R;t— re 2 +te"2 | A€ R}.



Il existe donc A € R tel que pour tout t € I, ¥(t) = (A + t)e 2. De plus, ¢(0) = ¢(0)? = y2. Donc A = y2.
Comme 1) = 2 est & valeurs strictement positives, pour tout t € J, yg +t>0.

On a donc, pour tout t € I, p(t) = /yg +tet.
Réciproquement, on vérifie que I’application
@:]—yé,—l—oo[—HR;t»—) yg—l-te_t

est solution de I’équation et vérifie la condition initiale y(0) = yo. Cette solution est maximale car elle tend
vers 0 en —y(Q). 11 s’agit donc d’une solution maximale du probléeme de Cauchy (2). Par unicité de la solution
maximale, on en déduit que pm = @ et I, =] — yg, ~+00].

Ainsi la solution maximale du probléme de Cauchy est I’application

Pm —y§,+oo[—> R;t— yg +te b,



