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Exercice 1. Déterminer l’ensemble des solutions maximales de l’équation différentielle

y′ = 1 + y2. (1)

– Identification : Il s’agit d’une équation différentielle scalaire non linéaire du premier ordre. Remarquons que
l’application f : R× R −→ R ; (t, y) 7−→ 1 + y2 est de classe C1, donc d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, tout
problème de Cauchy admet une unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert.

– Résolution par séparation des variables : Soit ϕ une application d’un intervalle I de R dérivable.

ϕ est solution sur I de (1) si et seulement si, pour tout t ∈ I,

ϕ′(t) = 1 + ϕ(t)2,

soit encore, puisque ϕ2 + 1 ne s’annule pas sur I, si et seulement si pour tout t ∈ I,

ϕ′(t)
1 + ϕ(t)2 = 1.

Par intégration, ϕ est donc solution sur I si et seulement s’il existe λ ∈ R tel que pour tout t ∈ I,

arctan(ϕ(t)) = t+ λ.

Comme pour tout t ∈ I, arctan(ϕ(t)) ∈
]
−π2 ,

π
2

[
, on en déduit que ϕ est solution si et seulement s’il existe λ ∈ R tel

que pour tout t ∈ I, t+ λ ∈
]
−π2 ,

π
2

[
et ϕ(t) = tan(t+ λ).

Ainsi, l’ensemble des solutions maximales de l’équation (1) est

S =
{ ]
−
π

2
− λ,

π

2
− λ
[
−→ R ; t 7−→ tan(t+ λ) | λ ∈ R

}
.

Exercice 2. Soit (t0, y0) ∈ R2. Déterminer la solution maximale du problème de Cauchy{
y′ = ch(t + y),
y(t0) = y0.

(2)

— Identification : Il s’agit d’une équation différentielle autonome d’ordre 1.

L’application f : R× R −→ R ; (t, y) 7−→ ch(t+ y) est de classe C1 donc d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, le
problème de Cauchy (2) admet une unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert.

— Résolution par séparation des variables : Soit ϕm la solution maximale définie sur un intervalle Im contenant
t0 de ce problème de Cauchy.

Posons, pour tout t ∈ Im, ψ(t) = ϕm(t) + t. Alors ψ est dérivable et pour tout t ∈ Im,

ψ′(t) = ϕ′m(t) + 1 = ch(t+ ϕm(t)) + 1 = ch(ψ(t)) + 1.

De plus, ψ(t0) = y0 + t0.

Donc ψ est la solution maximale du problème de Cauchy{
y′ = ch(y) + 1
y(t0) = y0 + t0.

Comme 1 + ch est strictement positive, pour tout t ∈ Im, on a donc

ψ′(t)
ch(ψ(t)) + 1

= 1.
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Donc par intégration, pour tout t ∈ Im, ∫ t

t0

ψ′(s)
ch(ψ(s)) + 1

ds = t− t0.

Donc pour tout t ∈ Im, ∫ t

t0

ψ′(s)

2ch2(
ψ(s)

2
)

ds = t− t0.

Par le changement de variables « u = ψ(s) », de classe C1, pour tout t ∈ Im,∫ ψ(t)

y0+t0

1

2ch2(
u

2
)

du = t− t0,

soit

th
(
ψ(t)

2

)
= t− t0 + th

(
y0 + t0

2

)
.

Posons λ0 = t0 − th
(
y0 + t0

2

)
.

Comme th
(
ψ(t)

2

)
∈]− 1, 1[, t− λ0 ∈]− 1, 1[ et pour tout t ∈ Im,

ψ(t) = 2argth (t− λ0) ,

soit
ϕm(t) = 2argth (t− λ0)− t,

Réciproquement, on vérifie que l’application

ϕ̃ : ]−1 + λ0, 1 + λ0[ −→ R ; t 7−→ 2argth (t− λ0)− t

est solution de l’équation et vérifie la condition initiale y(t0) = y0. Cette solution est maximale car elle tend vers ±∞
aux bornes de l’intervalle. Il s’agit donc d’une solution maximale du problème de Cauchy (2), et par unicité de la
solution maximale, on en déduit que ϕm = ϕ̃ et Im = ]−1 + λ0, 1 + λ0[.
Ainsi la solution maximale du problème de Cauchy est l’application

ϕm : ]−1 + λ0, 1 + λ0[ −→ R ; t 7−→ 2argth (t− λ0)− t,

où l’on a posé λ0 = t0 − th
(
y0 + t0

2

)
.

Exercice 3. On considère l’équation différentielle

y′ = 2ty(y − 1).

1. Donner les solutions constantes de cette équation.

Soit y0 un nombre réel distinct de 0 et 1. Dans la suite de l’exercice, on s’intéresse au problème de
Cauchy {

y′ = 2ty(y − 1)
y(0) = y0

.

2. Justifier qu’il existe une unique solution maximale à ce problème de Cauchy.

3. Soit ϕ une solution définie sur un intervalle I de R de ce problème de Cauchy.

(a) Montrer que ϕ ne peut pas prendre les valeurs 0 et 1.

(b) Justifier que l’application t 7−→ ϕ(t)− 1
ϕ(t) garde un signe constant sur I.

(c) Déterminer l’expression de ϕ sur I. On pourra discuter selon la valeur de y0

4. En déduire la solution maximale du problème de Cauchy en fonction de la valeur de y0. On précisera
son intervalle de définition.

1. Posons f : R2 −→ R ; (t, y) 7−→ 2ty(y − 1). Soit y ∈ R. Alors pour tout t ∈ R, f(t, y) = 0 si et seulement si y = 0 ou
y = 1.

L’application nulle et l’application constante égale à 1 sont donc les solutions constantes de cette équation.

2. L’application f est de classe C1, donc d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, ce problème de Cauchy admet une
unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert de R.
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3. (a) Supposons que ϕ prenne la valeur 0 (resp. 1) en un point t0. Alors ϕ est solution du problème de Cauchy{
y′ = 2ty(y − 1)
y(t0) = 0 (resp. 1)

,

et donc par unicité de la solution à ce problème de Cauchy d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, ϕ est égale
à la fonction constante égale à 0 (resp. 1). Or ϕ(0) = y0 est distinct de 0 et 1, ce qui est absurde. Donc ϕ ne
peut pas prendre les valeurs 0 et 1.

(b) Comme ϕ ne s’annule pas et est continue, l’application t 7−→
ϕ(t)− 1
ϕ(t)

est bien définie et est continue. De plus,

cette application ne s’annule pas car pour tout t ∈ I, ϕ(t) 6= 1. Ainsi, l’application t 7−→
ϕ(t)− 1
ϕ(t)

garde un

signe constant sur I.

(c) Pour tout t ∈ I,
ϕ′(t) = 2tϕ(t)(ϕ(t)− 1).

Comme ϕ ne s’annule pas sur I, pour tout t ∈ Im, on a donc

ϕ′(t)
ϕ(t)(ϕ(t)− 1)

= 2t.

Donc par intégration, pour tout t ∈ I, ∫ t

0

ϕ′(s)
ϕ(s)(ϕ(s)− 1)

ds = t2.

Par le changement de variables « u = ϕ(s) », de classe C1, pour tout t ∈ I,∫ ϕ(t)

y0

1
u(u− 1)

du = t2.

Or
1

u(u− 1)
=
−1
u

+
1

u− 1
.

Donc, pour tout t ∈ I,∫ ϕ(t)

y0

1
u(u− 1)

du = [− ln(|u|) + ln(|u− 1|)]ϕ(t)
y0

= ln
(∣∣∣ϕ(t)− 1

ϕ(t)

∣∣∣)− ln
(∣∣∣y0 − 1

y0

∣∣∣) .
Donc, pour tout t ∈ I,

ln
(∣∣∣ϕ(t)− 1

ϕ(t)

∣∣∣) = t2 + ln
(∣∣∣y0 − 1

y0

∣∣∣) ,
soit ∣∣∣ϕ(t)− 1

ϕ(t)

∣∣∣ =
∣∣∣y0 − 1

y0

∣∣∣ et2 .
Si y0 > 1 alors ϕ est strictement supérieure à 1 sur I donc

ϕ− 1
ϕ

est strictement positive sur I et
y0 − 1
y0

> 0.

Si y0 < 0 alors ϕ est strictement inférieure à 0 sur I et donc
ϕ− 1
ϕ

est strictement positive sur I et
y0 − 1
y0

> 0.

Si y0 ∈]0, 1[, alors ϕ est à valeurs dans ]0, 1[ sur I et donc
ϕ− 1
ϕ

est strictement négative sur I et
y0 − 1
y0

< 0.

On en déduit que pour tout t ∈ I,
ϕ(t)− 1
ϕ(t)

=
y0 − 1
y0

et
2
,

soit
1
ϕ(t)

= 1−
y0 − 1
y0

et
2

= 1−
(

1−
1
y0

)
et

2
.

Comme pour tout t ∈ I,
1
ϕ(t)

est non nul, on en déduit que pour tout t ∈ I, 1−
(

1−
1
y0

)
et2 6= 0 et

ϕ(t) =
1

1−
(

1−
1
y0

)
et2

.

4. Déterminons les plus grands intervalles I possibles contenant 0 tels que pour tout t ∈ I, 1 −
(

1−
1
y0

)
et2 6= 0, ie

e−t2 6= 1−
1
y0

.

Remarquons que pour tout t ∈ R, e−t2 ∈]0, 1[.

• Si y0 < 0 alors 1 −
1
y0

> 1 donc pour tout t ∈ R, e−t2 6= 1 −
1
y0

. De même, si y0 ∈]0, 1[ alors 1 −
1
y0

< 0, donc

pour tout t ∈ R, e−t2 6= 1−
1
y0

.
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Ainsi, pour y0 < 1 et y0 6= 0, on vérifie que l’application

ϕm : R −→ R ; t 7−→
1

1−
(

1−
1
y0

)
et2

est solution du problème de Cauchy et est globale donc maximale. Par unicité de la solution maximale du problème
de Cauchy, c’est donc LA solution maximale du problème de Cauchy.

• Si y0 > 1, alors 1−
1
y0
∈]0, 1[. On a alors e−t2 = 1−

1
y0

si et seulement si t2 = − ln
(

1−
1
y0

)
, soit si et seulement

si t = ±
√
− ln

(
1−

1
y0

)
.

Posons αy0 =
√
− ln

(
1−

1
y0

)
.

Comme 0 appartient à l’intervalle de définition de la solution maximale, on vérifie que l’application

ϕ :]− αy0 , αy0 [−→ R ; t 7−→
1

1−
(

1−
1
y0

)
et2

est solution du problème de Cauchy et est maximale car tend vers l’infini en ±αy0 . Par unicité de la solution maximale
du problème de Cauchy, c’est donc LA solution maximale du problème de Cauchy.

-2.6-2.6 -2.4-2.4 -2.2-2.2 -2-2 -1.8-1.8 -1.6-1.6 -1.4-1.4 -1.2-1.2 -1-1 -0.8-0.8 -0.6-0.6 -0.4-0.4 -0.2-0.2 0.20.2 0.40.4 0.60.6 0.80.8 11 1.21.2 1.41.4 1.61.6 1.81.8 22 2.22.2 2.42.4 2.62.6

-1.4-1.4

-1.2-1.2

-1-1

-0.8-0.8

-0.6-0.6

-0.4-0.4

-0.2-0.2

0.20.2

0.40.4

0.60.6

0.80.8

11

1.21.2

1.41.4

00ff11ggpp

Exercice 4.

1. Déterminer les solutions à valeurs dans R∗+ de l’équation différentielle

(t2 + 1)y′ − 4ty = 4t
√

y.

2. Soit y0 ∈ R∗. Déterminer la solution maximale du problème de Cauchyy′y + y2 = 1
2e−2t,

y(0) = y0.

1. — Identification : Sur R∗+, l’équation est équivalente à

y′ −
4t

t2 + 1
y =

4t
t2 + 1

√
y.

On reconnâıt donc une équation de Bernoulli avec α =
1
2

.

Remarquons que l’on a y′ = f(t, y) avec f : R× R∗+ −→ R ; (t, y) 7−→
4ty
t2 + 1

+
4t

t2 + 1
√
y et f est de classe C1.

Donc d’après le théorème de Cauchy-Lipschitz, tout problème de Cauchy admet une unique solution maximale
définie sur un intervalle ouvert.
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— Changement de fonction inconnue :

Soit ϕ une application d’un intervalle J de R dérivable à valeurs dans R∗+.

Posons, pour tout t ∈ J , ψ(t) = ϕ(t)1− 1
2 =

√
ϕ(t). ψ est bien définie car ϕ est à valeurs dans R∗+, ψ est à

valeurs dans R∗+ et ψ est dérivable car ϕ l’est sur J et t 7−→
√
t l’est sur R∗.

Pour tout t ∈ J , ψ′(t) =
ϕ′(t)

2
√
ϕ(t)

.

Alors ϕ est solution sur J de l’équation si et seulement si, pour tout t ∈ J ,

(t2 + 1)ψ′(t) =
4tϕ(t) + 4t

√
ϕ(t)

2
√
ϕ(t)

= 2ψ(t) + 2t,

soit encore, si et seulement si ψ est solution à valeurs dans R∗+ de l’équation différentielle linéaire du premier
ordre

(t2 + 1)y′ = 2ty + 2t.
L’ensemble des solutions de l’équation homogène (t2 + 1)y′ = 2ty est

Sh =
{
R −→ R ; t 7−→ λ(t2 + 1) | λ ∈ R

}
.

Une solution particulière de (t2 + 1)y′ = 2ty + 2t est t 7−→ −1.

On en déduit que l’ensemble des solutions de l’équation (t2 + 1)y′ = 2ty + 2t est

Sl =
{
R −→ R ; t 7−→ λ(t2 + 1)− 1 | λ ∈ R

}
.

Donc ϕ est solution sur J de l’équation si et seulement s’il existe λ ∈ R tel que pour tout t ∈ J , ψ(t) = λ(t2+1)−1
et ψ est à valeurs strictement positives.

— Recherche des solutions maximales :

• 1er cas : λ ≤ 0. Alors, pour tout t ∈ R, ψ(t) ≤ 0.

• 2ème cas : λ > 1. Alors, pour tout t ∈ R, ψ(t) > 0.

Posons alors
ϕλ : R −→ R ; t 7−→ λ(t2 + 1)− 1

solution globale donc maximale.

• 3ème cas : λ ∈]0, 1]. Alors ψ(t) > 0 si et seulement si t ∈ ]−∞,−αλ[∪]αλ,+∞[, où αλ =

√
1− λ
λ

.

Posons alors
ϕ−
λ

:]−∞, αλ[−→ R ; t 7−→ λ(t2 + 1)− 1,
et

ϕ+
λ

:]αλ,+∞[−→ R ; t 7−→ λ(t2 + 1)− 1.
Ces solutions sont maximales car tendent vers 0 en ±αλ.

Ainsi, l’ensemble des solutions maximales à valeurs dans R∗+ de l’équation est

{ϕλ, λ ∈]1,+∞[} ∪
{
ϕ−
λ
, λ ∈]0, 1]

}
∪
{
ϕ+
λ
, λ ∈]0, 1]

}
.

2. — Identification : L’application exp étant strictement positive, une solution de l’équation ne s’annule jamais.
L’équation se ramène donc à l’équation

y′ + y =
1
2

e−2t 1
y
.

On reconnait une équation de Bernoulli avec α = −1.

L’application f : R × R∗ −→ R ; (t, y) 7−→ −y +
1
2

e−2t 1
y

est de classe C1 donc d’après le théorème de

Cauchy-Lipschitz, le problème de Cauchy admet une unique solution maximale définie sur un intervalle ouvert.

— Changement de fonction inconnue : Soit ϕm la solution maximale définie sur un intervalle Im contenant 0
de ce problème de Cauchy.

Posons, pour tout t ∈ Im, ψ(t) = ϕ(t)2. Alors ψ est bien définie car ϕ ne s’annule pas, est dérivable et pour
tout t ∈ I,

ψ′(t) = 2ϕ′(t)ϕ(t).
Donc pour tout t ∈ Im, ψ′(t) = −2ϕ(t)2 + e−2t = −2ψ(t) + e−2t.

Donc ψ est solution sur Im de l’équation différentielle linéaire du premier ordre

y′ = −2y + e−2t.

L’ensemble des solutions de l’équation homogène y′ = −2y est

Sh =
{
R −→ R ; t 7−→ λe−2t | λ ∈ R

}
.

On peut chercher une solution particulière de l’équation y′ = −2y + e−2t sous la forme t 7−→ ate−2t et après
calculs, on trouve t 7−→ te−2t.

On en déduit que l’ensemble des solutions de l’équation y′ = −2y + e−2t est

Sl =
{
R −→ R ; t 7−→ λe−2t + te−2t | λ ∈ R

}
.
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Il existe donc λ ∈ R tel que pour tout t ∈ Im, ψ(t) = (λ+ t)e−2t. De plus, ψ(0) = ϕ(0)2 = y2
0 . Donc λ = y2

0 .

Comme ψ = ϕ2 est à valeurs strictement positives, pour tout t ∈ J , y2
0 + t > 0.

On a donc, pour tout t ∈ Im, ϕ(t) =
√
y2

0 + t e−t.

Réciproquement, on vérifie que l’application

ϕ̃ :
]
−y2

0 ,+∞
[
−→ R ; t 7−→

√
y2

0 + t e−t

est solution de l’équation et vérifie la condition initiale y(0) = y0. Cette solution est maximale car elle tend
vers 0 en −y2

0 . Il s’agit donc d’une solution maximale du problème de Cauchy (2). Par unicité de la solution
maximale, on en déduit que ϕm = ϕ̃ et Im =]− y2

0 ,+∞[.
Ainsi la solution maximale du problème de Cauchy est l’application

ϕm :]− y2
0 ,+∞[−→ R ; t 7−→

√
y2

0 + t e−t.
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