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Exercice 1. On s’intéresse au probleme de Cauchy

;L 1
4 1+ty
y(0) =0

1. Justifier que ce probleme de Cauchy admet une unique solution maximale @,,.
2. Montrer que ¢,, est impaire.
3. Montrer que ¢, est strictement croissante.
4. Montrer que ¢, est une solution définie sur tout R.
5. Déterminer les limites en 'infini de ¢,,. En déduire que ¢,, est bijective de R sur son image, a
préciser. On note 1 la bijection réciproque de 'application ¢,,.
6. Exprimer ¢ a l’aide d’une intégrale en formant une équation différentielle vérifiée par cette fonction.
1. Il s’agit d’une équation différentielle non linéaire du premier ordre.
Posons J = {(t,y) ER? | 1+ty # 0}, ouvert de R2.
L’application f: J — R; (¢,y) —> 1t est de classe C1. D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe donc
Y
une unique solution maximale ¢, définie sur un intervalle ouvert I =]a, b[ contenant 0.
2. Posons, pour tout t €] —b, —a[, ¥(t) = —@(—t). Alors 1) est bien définie, dérivable car ¢ l’est, et pour tout t €] —b, —a[
1 1
Y(t) =¢'(-t) = = :
1—tpm(—t) 1+ tom(t)
De plus, ¥(0) = —¢(—0) = 0. Donc ¥ est solution du probléme de Cauchy
1
! _—
Y 14ty
y(0) =0.
Or ¢ est LA solution maximale de ce probléme de Cauchy, donc 1) est une restriction de ¢ et | — b, —a[C]a, b[. On en
déduit donc que a = —b et ¢ = 1) sur 'intervalle | — b, b|.
Donc ¢ est impaire et I =] — b, b].
1
3. Pour tout ¢ €]a, b[, ¢}, () = m # 0 donc, ¢, étant de classe C1, ¢! est continue et ne s’annule pas, donc
®m
garde un signe constant. Or ¢},(0) = ————— = 1. Donc ¢}, est strictement positive sur I et ¢,, est donc
1+ 0pm (0)
strictement croissante sur R.
4. Supposons par ’absurde que b < +o0.

Pour tout t € [0,b[, pm étant croissante et nulle en 0, ,, est positive sur I'intervalle [0, b].
Donc pour tout ¢ € [0,b], tp(t) > 0 et
1

=———=<
1+ tom(t)

¢ t
em(t) = / @l (s)ds < / 1ds <t <b.
0 0

Donc ¢, est majorée par b sur [0,b[ et strictement croissante, donc ¢, admet une limite £ finie en b. Comme
pm(0) = 0 et par croissance de ¢m, on a £ € Ry. Par positivité de b et £, on en déduit que 1+ b¢ # 0 et donc (b, £) € J.
D’apres le théoreme des bouts, ¢, est donc prolongeable en b et n’est donc pas maximale, ce qui est absurde.

Donc b = 400 et I =] — b,b[=R. Donc ¢, est une solution définie sur tout R.

O (t)

Alors, pour tout t € [0, b],



5. om étant strictement croissante, elle admet une limite £ € Ret £ >0 car pm(0) =0.
Supposons par ’absurde que £ < +oo0.

t t 1
Pour tout t € Ry, t) = r(s)ds= | ——————ds.
+rom(t) = [ @m(s)ds = [ T
Or ¢m(t) tend vers £ lorsque ¢ tend vers 4+oco0. Donc
1 1

1+ tom(t) totoo

1
Or t —> — est non intégrable au voisinage de +o00. Donc par comparaison de fonctions positives, t —» ————
74 1+ tem(t)
est positive et non intégrable au voisinage de +oo.

Donc ¢ ds tend vers +o0 lorsque t tend vers +oo, ce qui est absurde.

t 1
O
fo 1+ spm(s)
Donc ¢y, tend vers +oco en +o0o et par imparité, ¢, tend vers —oo en —oo.
La fonction ¢, étant strictement croissante sur R, elle induit donc une bijection de R sur ¢m (R) = R d’apres les
calculs de limites en l'infini.

6. @m étant bijective, de classe C! et de dérivée qui ne s’annule pas, sa bijection réciproque v est de classe C! et pour
tout t € R,

. 1 _
O =y T

1 est donc solution de I’équation différentielle lindaire du premier ordre y’ = ty + 1.
L’ensemble des solutions de I’équation homogene est

2
Sh:{R—HR;t»—))\e%H\E]R}.

2
2

On cherche une solution particuliere par la méthode de variation des constantes sous la forme ¢, () = f(t)e 2, avec f

dérivable sur R. )

t
On obtient alors f/(t) = e~ 2.

s

g2 2
Choisissons par exemple, f(t) = fot e 2 ds. Alors pp(t) = e'T fot e” 2 ds.
Donc I’ensemble des solution de 4" = ty + 1 est
2 2 b2
S=<(R—R;t— Xe2 +e2 e"zds|AeR .
0
Il existe donc X\ € R tel que pour tout ¢t € R,
t2 t2 t s2
P(t) =XeZ +e2 e~ 2 ds.
0

Or 9(0) = 0. Donc A = 0 et pour tout ¢ € R,

Exercice 2. On considére sur I'intervalle R% 1'équation différentielle
ty' =t+y> (1)

1. Montrer que les solutions sont définies sur des intervalles bornés de R? .

2. Etudier le comportement d’une solution maximale aux bornes de son intervalle de définition.

1. L’application f : Ri x R — R étant de classe C!, d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, il existe une unique

solution maximale définie sur un intervalle ouvert inclus dans R & tout probleme de Cauchy.

Soit ¢m une solution maximale de 1’équation définie sur un intervalle I =|a, b inclus dans Rj_. Ainsi, a > 0. Montrons

que b < +o0.
Pm) _ _em® 1 e

1
Soit tg € I. Pour tout t € I tel que t > tg, — = < .
t t+ pm(t)? to + om(t)? to 1+ Pm () 2
Vito

t
Donc, pour tout ¢t € I tel que t > to, par intégration et changement de variables u = SD;;) de classe C1,
0
1 em(t) 1 =
ln(t)g—arctan( A< —=—+A
Vto Vto Vito 2 ’
)
ol A € R. Donc, pour tout t € I tel que t > tg, t < eVi0 > . Donc, en laissant tendre t vers b, on obtient

N . ,
b<eVio et donc b < +o00. Donc I est un intervalle borné de R:.
Toute solution étant restriction d’une solution maximale, on en déduit que les solutions sont définies sur des intervalles
bornés de ]R:.



2.

Soit ¢, une solution maximale de ’équation définie sur un intervalle I =]a, b[ inclus dans R7.

_t+ em(t)?

Etude de la limite en b : Pour tout ¢ € I, ¢}, (t) .

> 0 donc ¢, est strictement croissante. Elle admet

donc une limite £ € R en b.

Comme b < 400, d’apres le théoreme des bouts, on en déduit que ¢, n’admet pas de limite finie en b, puisque sinon,
on aurait (b,f') € ]R: X R et ¢m ne serait pas maximale. Donc ¢, tend vers 4+co en b.
Etude de la limite en a : De la méme maniere, (p,, admet une limite £ € (]E en a.
e 1°" cas : a > 0. Comme 0 < a, d’apres le théoréme des bouts, on en déduit que ¢, n’admet pas de limite finie en a,
puisque sinon, on aurait (a, ¢') € R% X R et ¢m ne serait pas maximale. Donc ¢m tend vers —co en a.
e 27d cas : g = 0. Attention, le théoréme des bouts ne s’applique plus car a ¢ Rj_ !
pm étant strictement croissante, elle s’annule au plus une fois en un point ¢1. Considérons alors un élément to de I tel
que tp < t1 si ¢, s’annule en ¢q.
Pour tout t € I tel que t < tg, @m(t) # 0 et

1 ()

t ot em(t)?

Par intégration, pour tout t €]0, to[,
to P () ol (s) 1 1
In (—) = m72ds§ i 5ds = - .
t . st om(s) . Pm(s) em(t)  pm(to)

Supposons par I’absurde que ¢’ # 0. Alors ¢t —

0 est continue sur l'intervalle |0, b[ et se prolonge par continuité
Pm
en 0, donc est une fonction bornée sur [0, b].

t
Mais In (%) tend vers +oco lorsque t tend vers 0.

Ceci est absurde.
Donc ¢/ = 0 et ¢, tend vers 0 en 0.

Exercice 3. On s’intéresse au probleme de Cauchy

y, = eitya
y(0) =0.

Justifier qu’il existe une unique solution maximale ¢,, a ce probleme de Cauchy.

Montrer que ¢, est définie sur R.

Montrer que ¢, posseéde une limite finie a en +ooc.

1
Montrer que a — @, (t) = 9 (t>
— 400

7 . _ 1 —at —at
En déduire que ¢,,(a) = a — e + tﬁ‘jroo(e )-

L’application f:R?2 — R ; (t,y) — e~ t¥ est de classe C'. D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, ce probléme de
Cauchy admet donc une unique solution ¢, définie sur un intervalle ouvert I =|a, b[ de R contenant 0.

Posons, pour tout t €] —b, —a[, ¥(t) = —¢(—t). Alors 1) est bien définie, dérivable car ¢ l’est, et pour tout t €] —b, —a[
P (8) = ' (—t) = e~ (TDPm (=) = glom (1) — o= t(1)

De plus, ¥(0) = —p(—0) = 0. Donc 9 est solution du probléeme de Cauchy

y/ — efty
y(0) =0.

Or ¢m est LA solution maximale de ce probléeme de Cauchy, donc ¢ est une restriction de ¢m et | — b, —a[Cla, b[. On
en déduit donc que a = —b et ¢ = 1 sur l'intervalle | — b, b].

1.
2. Montrer que ¢, est impaire.
3.
4.
5. Montrer que a > 1.
6.
7.
1.
2.
Donc ¢ est impaire et I =] — b, b].
3.

Version 1 : Pour tout t € I, ¢, (t) = e~tem(t) > 0. Donc @, est strictement croissante sur I. De plus, comme
em(0) =0, on en déduit que ¢y, est positive sur [0, b].



Soit tg €]0,b[. Posons ¢ = ¢m (to). Alors ¢ > ¢, (0) = 0. Pour tout t € [to, b,

t

sam(t):som(toH/ sa’m(s)ds:sam(toH/ e sem(®)ds

to to

t
1 1
< pm(to) + / ™% ds = pm(to) + — "0 — ~e~
c c
to

1
< om(to) + —e~ 0,
C

Donc ¢m, est croissante et majorée sur U'intervalle [to, b[. Elle admet donc une limite finie £ en b.

Supposons par ’absurde que b < +oco. Alors (b, £) € R?, et d’apres le théoréme des bouts, ¢, est prolongeable en b et
n’est donc pas maximale. Ceci est absurde.

Donc b = +oco et I =R.

Version 2 : Pour tout ¢t € I, ¢}, (t) = e~t¥m(*) > 0. Donc pm est strictement croissante sur I. De plus, comme
©m(0) =0, on en déduit que ¢, est positive sur [0, b[.
Supposons par ’absurde que b < 4oc0.

Pour tout ¢t € [0, b,
t t t
pm(t) = / ol (s)ds = / e 5¥m(s)ds < / lds=t<b
0 0 0

Donc @, est croissante et majorée sur l'intervalle [0, b[. Elle admet donc une limite finie £ en b. Comme (b, £) € R?,
d’apres le théoreme des bouts, @, est prolongeable en b et n’est donc pas maximale. Ceci est absurde.

Donc b =+4oco et I =R.

L’application ¢y, est donc définie sur R.

. Version 1 : Dans la question précédente (V1), nous avons déja vu que ¢,, admet une limite finie en b = +oo0.

Version 2 :
Soit to € R% . Posons ¢ = ¢m (to). Alors ¢ > 0. Pour tout ¢ € [to, +00],

t t
om(t) = em(to) +/ @ (8)ds = om (to) +/ e~ sem()ds
to to
§ 1 1
< om(to) + / e ds = pm(to) + —e 0 — —e~ ¢
to C C

1
< pm(to) + —e~ 0.
C

Donc ¢m, est croissante et majorée sur U'intervalle [to, +oo[. Elle admet donc une limite finie a en +o0.

. Par intégration, comme ¢, (0) = 0, on a, pour tout ¢ € [0, +o0],

t
@m(t):/ e—5Pm(s)ds.
0

Comme ¢, admet une limite a finie en +00, on obtient la convergence de

+oo
/ o= sem(9) 4
0
+ oo
a:/ e—5¢m(s)gs.
0

pm étant strictement croissante, pour tout ¢t € Ry, om(t) < a.

—+o0 —+o0 1
a= / e 59 ds > / e *ds = —.
0 0 @

Par positivité de @, sur Ry, a > 0 et donc a® > 1. D’oti a > 1.

et

Donc

. Version 1 : Pour tout ¢t € Ry, par croissance de ¢m, on a

oo Foo —tom (t)
_ - —s5¢pm(s) —om(t)sqg—4& 7
0<tla—pm(t) =t e ds <t e ds=1t .
t t em(1)
e—tem(t)
Or ¢, étant strictement positive et de limite finie strictement positive en +oo, tﬁ tend vers 0 en +00. On
Pm

déduit de cet encadrement que t(a — ¢m(t)) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo.

1
Donc a — pm(t) = o (7)
t—+oo \



Version 2 : Pour tout t € Ry, on a

+o00 t “+oo
0<tla—pm(t) =t (/ e sPm(s)qs — / e_s‘pm(s)ds> = t/ e 5¢m(s)qs,
0 0 t

1
Or, par stricte croissante de @, et positivité sur Ry, te=tem®) = o (—)
t——+oo t2

1
t— = étant intégrable au voisinage de +oco d’apres le critere de Riemann, par comparaison de fonctions positives,

t —s tet¥m(®) est intégrable sur R.
Comme

+oo
0 <tla—em(t) < / se”s¢m()ds,
t
on en déduit que t(a — om(t)) = f+°°

t
1
Donc a — pm(t) = o (7)
t——4oo \

se~5¢m(5)ds tend vers 0 lorsque t tend vers +oo.

. Comme at — tpm(t) tend vers 0 lorsque ¢t tend vers 400, on a e~tem(t)  ~  e~at Donc par intégration des
t——+oo

équivalents entre fonctions positives intégrables,

400 —+o0 1
e vm(s)ds  ~ e"%ds = —e™ 9,
t t——+oo t a

Comme a — pm(t) = f;roo e=s#m(s)ds, on en déduit que

1
a— Qﬁm(t) ~ 7e_at7
t——+oco a
soit

1
omt)=a——e 4+ o (e ).
a

t—+oo



