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CORRIGE DU TD N° 6

Arithmétique dans Z et groupes d’tsométries.
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Exercice 1.
1. Soit n € N. Démontrer que 11 | 357 4 55n+1 4 45n+2,
Déterminer le reste de la division euclidienne de 26%362 par 7.

Soit n € N. Montrer que 3 ne divise pas n? + 1.

Ll

Déterminer les solutions de I’équation d’inconnues (z,y) € N2
2® =y + pged(@,y) +2.

5. Déterminer les nombres premiers p tels que p + 2 et p + 4 soient premiers.

1. Version 1.
e On a 32 = —2 mod 11, donc 3* = (-2)2 = 4 mod 11, puis 3° =4 x 3 = 1 mod 11. Donc, comme 33" = (3%)", on
en déduit que 35" = 1™ =1 mod 11.
e On a 52 = 3 mod 11, donc 5* = 32 = 9 mod 11, puis 5° = 9 x 5 = 45 = 1 mod 11. Donc comme 571 = (5%)™ x 5,
on en déduit que 5°"*t1 = 1" x 5 =5 mod 11.
e On a 42 = 5 mod 11, donc 4* = 52 = 3 mod 11, puis 4° = 3 x 4 = 1 mod 11. Donc comme 45712 = (45)" x 42, on
en déduit que 45712 = 1" x 16 = 5 mod 11.
Finalement, 35" 4 557+1 4 45742 =1 41 545 =11 = 0 mod 11.
Donc 11 divise 357 + 557+1 4 45n+2,

Version 2. On démontre le résultat par récurrence. Notons pour tout n € N, (Hy,) la propriété « 11 | 357 + 5om+1
45m+2

e Initialisation. Pour n = 0, on a 3% 4 557F1 4 45742 — 1 4 5 4 42 = 22 et 11 divise 22. Donc (Hp) est vraie.
e Hérédité. Soit n € N. Supposons (Hy) et montrons (Hyp+1).

On a 35(n+1) + 55(n+1)+1 + 45(n+1)+2 — 35n x 35 + 55n+1 % 55 4 45n+2 45,

On montre comme précédemment que 3° =1 mod 11, 5° = 1 mod 11 et 45 = 1 mod 11.

11 existe donc k1, ko et k3 des éléments de Z tels que 3° =1 + 11k1, 5° = 1+ 11ko et 4° = 1 + 11k3.

Donc

35(n+1) + 55(n+1)+1 +45(n+1)+2 _ 3511(1 + llkl) +55n+1(1 + llkg) +45n+2(1 + 11k3)
— 35n + 55n+1 + 45n+2 + 11(35nk1 + 55n+1k2 + 45n+2k3).

Par hypothese de récurrence, 11 divise 35 + 557+1 4+ 457+2 o comme 11 divise 11(3%7ky + 5271k +45712k3), on
en déduit que 11 divise leur somme, égale & 35(n+1) 4 55(nt1)+1 4 g5(nt+1)+2
D’ou (Hn+1).
Ainsi, pour tout n € N, 11 divise 357 + 557+1 4 45n+2,
2. Ona?29=1mod 7,2 =2mod 7, 22 =4 mod 7, 23 = 1 mod 7. Maintenant que ’on est retombé sur le 1, on va
raisonner sur l’exposant modulo 3.
Or 65362 = 3 x 21787 + 1.
Donc 265362 — (23)21787 x 2. D’apres les calculs précédents, 23 = 1 mod 7, donc 269362 =1 x 2 = 2 mod 7.

265362

Comme 0 < 2 < 7, on en déduit que le reste de la division euclidienne de par 7 vaut 2.

3. On sait que n est congru & 0, 1 ou 2 modulo 3 (reste de la division euclidienne de n par 3).
-1 cas : n = 0 mod 3. Alors n2 = 0 mod 3 et donc n2 +1 =1 mod 3.
-28me cag i =1 mod 3. Alors n2 = 1 mod 3 et donc n? +1 =2 mod 3.
-3®me cas : n = 2 mod 3. Alors n?2 =4 =1 mod 3 et donc n? +1 =2 mod 3.
Donc dans tous les cas, n2 + 1 n’est pas congru & 0 modulo 3. Donc 3 ne divise pas n2 + 1.



4. Version 1 : Soit (x,y) € N2. On suppose que 2 = y2 + pged(z, y) + 2. Alors (z,y) # (0,0). Posons d = pged(zx,y) > 0.
On sait qu'il existe (z/,y’) € Z2 tel que = = dz’, y = dy’ et pged(x’,y’) = 1. On a donc

22" = &2y + d+ 2.

Donc d(dz'? — dy'? — 1) = 2 et d divise donc 2. Donc d = 1 ou d = 2.

-1°* cas : d = 1. Alors 2’2 = y'2 + 3, soit encore (z' — y') (2’ +’) = 3. Or 3 est un nombre premier et 2’ —y’ < =’ +v’
puisque y’ > 0, donc nécessairement =’ —y’ =1 et '’ + 3y’ = 3. Donc ' =2 et y/ = 1, et finalement x = 2 et y = 1.
-2nd cas : d = 2. Alors en divisant par 4, on obtient /2 = 3’241, soit encore (2’ +y)(2’ —y’) = 1. Donc nécessairement
' +y =letz' —y =1.Donca’ =1ety =0, et finalement z =2 et y =0.

Réciproquement, on vérifie que les couples (2,1) et (2,0) vérifient I’équation :

22=124+1+42 et 22=02+2+2.
D’oli 'ensemble des solutions de 'équation est {(2,1),(2,0)}.

Version 2 : Soit (z,y) € N2. Supposons que 22 = y? + pged(z,y) + 2. Posons d = pged(z,y). Comme d divise z et d
divise y, 1’égalité modulo d donne 2 = 0 mod d. Donc d divise 2 et d =1 oud = 2. De plus,on a (z+y)(z —y) = d+2.
Sid =1, on résout (z + y)(z — y) = 3 comme précédemment et on trouve (z,y) = (2,1).
Sid =2, on a alors (z +y)(x —y) = 4 = 22. Comme = et y sont pairs,  + y et © — y le sont également, donc
nécessairement c +y=2et z —y=2. Dotz =2et y =0.
Réciproquement, on vérifie que les couples (2,1) et (2,0) sont bien solutions de I’équation.

5. Version 1 : Soit p un nombre premier tel que p + 2 et p + 4 soient également premiers.
-1¢r cas : p est congru & 0 modulo 3. Alors 3 divise p et p étant premier, on a nécessairement p = 3. De plus, p+2 =15
et p+4 = 7 sont premiers.
-28me cas : p est congru a 1 modulo 3. Alors p +2 = 3 = 0 mod 3. Donc 3 divise p + 2. Or p + 2 est strictement
supérieur & 3 (puisque p > 2), ce qui contredit le fait que p + 2 soit premier. Donc p n’est pas congru & 1 modulo 3.
-3%me cas : p est congru & 2 modulo 3. Alors p+4 =6 = 0 mod 3. Donc 3 divise p + 4. Comme précédemment, ceci
contredit le fait que p + 4 soit premier. Donc p n’est pas congru & 2 modulo 3.
Donc finalement, 3 est le seul nombre premier p tel que p + 2 et p + 4 soient premiers.

Version 2 : Pour tout nombre p € N*| les classes de p — 1, p et p + 1 sont les trois éléments de Z/3Z, donc les classes
de p+ 2, p et p+ 4. Par hypotheése, p + 2 et p + 4 sont des nombres premiers > 4, ils ne sont pas divisibles 3. On en
déduit que p = 0[3], et comme p est premier, p = 3.

Exercice 2.

1. Soit n € N. Montrer que /n € Q si et seulement s’il existe m € N tel que n = m?2.

2. En déduire que v2 ¢ Q et v/3 ¢ Q.

1. Version 1 : = Supposons que y/n € Q. Alors il existe (p,q) € Z x N* tel que /n = L pged(p, q) = 1.
q

On a donc ¢?n = p?. Comme gn € N, on en déduit que g divise p> = p x p. Or p et g sont premiers entre eux. Donc,
d’apres le théoreme de Gauss, ¢ divise p = p X 1, puis en appliquant a nouveau le théoréeme de Gauss, q divise 1.
Donc g = 1 et donc n = p2. (On pourrait également utiliser que q et p> sont premiers entre euz car q et p le sont et
obtenir que q divise 1 en appliquant une seule fois le théoréme de Gauss).
<« Réciproquement, s'il existe m € N tel que n = m? alors v/n =m € Q.
D’ou le résultat.
Version 2 : De méme, on écrit v/n = P avec p et ¢ premiers entre eux. D’apres le théoréme de Bézout, il existe
q

(ar, B) € Z2 tel que ap + Bg = 1. D’ott ap = 1[q] et a?p? = 1[q].
De plus, comme a?p? = a2¢?n, il vient a?p? = 0[q].
On en déduit 1 = 0[g], c’est-a-dire ¢ = 1. Donc n = p2.

2. 2 ne s’écrit pas sous la forme 2 = m? avec m € N (par exemple, 1 = 12 < 2 < 22 = 4) donc, d’aprés la question
précédente, V2 ¢ Q. De méme pour 3.

Remarque : un entier n qui s’écrit sous la forme n =m
carrés parfaits.

2 s’appelle un carré parfait. Par exemple, 4, 9, 16 sont des
Exercice 3 (Equations dans Z/nZ).

1. Résoudre dans Z/10Z 'équation 3z + 5 = 0.

2. Résoudre dans Z ’'équation bx = 3 mod 28.

Uniquement la réponse. Correction détaillée dans le document Algl Geol-TD6-Notes-Ex1a5
1. L’équation admet une unique solution, 5.
2. L’ensemble des solutions de 1'équation est S = {23 + 28k | k € Z}.

Exercice 4 (Equations diophantiennes). Résoudre les équations d’inconnues (z,y) € Z2 suivantes :



1. 20x — 53y = 3,
2. 162z + 207y = 27,
3. 2345 =117y3. On pourra réduire modulo 9.

Uniquement la réponse. Correction détaillée dans le document Algl Geol-TD6-Notes-Ex1ab
1. L’ensemble des solutions est S = {(24 + 53k,9 + 20k) | k € Z}.
2. L’ensemble des solutions est S = {(27 + 23k, —21 — 18k) | k € Z}.

3. L’équation n’admet pas de solutions.

Exercice 5 (Théoreme des restes chinois). Résoudre les systémes de congruences suivants :

z = 2 mod 10 z =3 mod 17
z=5mod 13 2. ¢z =4mod 11
z =5 mod 6

Uniquement la réponse. Correction détaillée dans le document AlglGeol-TDG6-Notes-Exlab
1. L’ensemble des solutions est S = {122 4 130k, k € Z}.
2. L’ensemble des solutions est S = {785 + 1122k | k € Z}.

Exercice 6. Soit A, B et C trois points du plan euclidien deux & deux distincts non alignés : A ¢ (CD).
On appelle triangle (ABC), la partie du plan [AB] U [AC] U [C, D).

1. Montrer que les trois médiatrices de [AB], [AC] et [BC] se coupent en un méme point Q. On dit
que les droites sont concourantes.

2. Le triangle (ABC) est équilatéral si AB = AC' = BC. Trouvez le groupe G des isométries du plan
qui conservent un triangle équilatéral. On pourra se placer dans le repere (£2, i, j ).

3. Montrer que G est ismorphe a un groupe que nous avons déja rencontré.

1. On procede par analyse-synthese : Si  existe, Q est le point d’intersection des médiatrices de [AB] et de [BC].
Synthese, les droites (AB) et (AC) sont distinctes, les médiatrices de [AB] et [A, C] se coupent en un point . Par
définition de la médiatrice, QA = QB et QB = QC, donc QA = QC et Q appartient aussi & la médiatrice de [AC]. Ce
qui montre que les trois médiatrices se coupent en 2.

2. Soit C cercle de Q et de rayon r = QA = QB = QC. Si (ABC)) est invariant par une isométrie s, alors C est invariant
par s. On a vu en cours que s est alors une rotation de centre 2 ou une réflexion d’axe passant par 2. En particulier,
Q est un point fixe. De plus, Qs(A) = Qs(B) = Qs(C) = r montre que I'image d’un sommet est un sommet.

(a) Sis(A) = A, alors s est soit une réflexion 7 d’axe (QA) soit I'identité.

2
(b) Si s(A) = B, alors s est soit la rotation r de centre € et d’angle % (on oriente le plan de sorte que 1’angle soit

105 admet A pour point fixe et n’est pas I'identité, donc s = r o 7.

(c) Si S(A) = C, alors s est soit la rotation 72 soit r~20s =T et donc s =720 7.

correctement orienté) ; soit o~

3. On vérifie facilement que r et 7 laissent bien invariant (ABC) et G = {id,r,r?, 7,7 o 7,72 o 7}. On remarque que
r3 = id. De plus, Tor(A) = s(B) = C et roror(A) = A, donc 7o or est soit 'identité (impossible car sinon 7 = id)
soit 7 et donc T o7 =72 07 # 7 o 7. Le groupe n’est pas abélien.

4. On remarque qu’une isométrie de G est uniquement déterminée par 'image des sommets A, B et C. On construit un
isomorphisme entre G et S3 de la maniére suivante : on pose a(A) = 1, a(B) = 2 et a(C) = 3 puis

.G S5, 5 ( ! 2 3 )
. s a(s(4))  als(B))  als(C)))
L’application est bijective, il reste & vérifier que c’est un morphisme, ce qui ne ose pas de probleme.
. . — > . .1 . N -
Exercice 7 (Le groupe dihedral, \ [ {&#¥\). Soit P le plan euclidien rapporté au repere (O, i, j)
2ikm
et n € N, n > 3. Pour tout k € [0,n — 1], on pose zp = exp <> et Ai le point du plan euclidien P
n

d’affixe z;. On s’intéresse au groupe D,, des isométries du plan qui conservent A = {Ag, -, An_1}.

1. Montrer que si ¢ € D,, alors ¢(0) = O.

2. Trouver toutes les rotations appartenant & D, et montrer que I’ensemble des rotations forme un
sous-groupe cyclique de D,,.



Vérifier que la réflexion s d’axe (Ox) appartient & D,,.

4. Décrire les éléments de D,,.

. Pour tout k € [0,n — 1], OA; = 1. Donc O appartient & toutes les médiatrices des segments [Ay Ay/] pour k # k. Si

s € Dy, on a encore s(O) appartient & toutes les médiatrices des segments [AxAy/] pour k # k’. On en déduit que

2
Toute rotation de Dy, est donc de centre O et si r est la rotation de centre 0 d’angle =, alors la rotation ¥, vérifie
n

r%(Ap) = Ap,. On en déduit que {id,, - , 7"~ '} est un ensemble de n rotations qui conservent A.

De plus, si s est une rotation de D, telle que s(Ag) = Ay, alors r~F 0 s(Ag) = Ag est une rotation avec au moins
deux points fixes, c’est 'identité donc s = r”.

Nous avons donc montré que {id,r,--- ,7" "1} est ’ensemble des rotations qui conservent A, c’est un sous-groupe

En termes d’affixes, s correspond a ’application z +— Z et z; étant les racines n-iéme de 'unité, on a bien z, € A.
Sit € Dy, avec t(Ag) = Ay, alors r—F o t(Ag) = Ag donc r—F ot est soit I’identité et ainsi t = r*, soit la réflexion

d’axe (OAp), c’est-a-dire s et ainsi t = ¥ o t.
On en déduit que Dy, = {id,r,--- ,r" 1 5,--- ;r" "1 os}. C’est un groupe d’ordre 2n.

5. Le groupe D, est-il abélien ?
1
S(0) =o.
2.
cyclique engendré par 7.
3.
Donc s € D,,.
4.
5.

sor(Ag) = Ap—1 dolt sor =" os et Dy n'est pas commutatif pour n > 3.

Il existe donc des groupes non abélien dordre 2n pour tout n > 3. le cas impair est beaucoup plus délicat. Nous avons déja

vu que tout groupe d’ordre p premier est cyclique (donc abélien). On peut vérifier qu’il en est de méme si G d’ordre pq avec

p et ¢ premiers : G est encore cyclique.



