EcoLE CENTRALE DE PEKIN COURS : EQUATIONS DIFFERENTIELLES

CORRIGE DU TD N° 10

Equations différentielles

29 NOVEMBRE 2020

Exercice 1.

1. (a) Calculer une primitive de

1
LA R u— ——
=11l Y 1—wu?
(b) En déduire une primitive de
2
}_E’z{ R: ¢ _sin (t)
272 cos(t)

On pourra effectuer le changement de variables « u = sin(t) » .

2. Déterminer un systéme fondamental de solutions définies sur }—37 3 [ de I'équation différentielle

, (0 1
(Y D

3. En déduire I'ensemble des solutions définies sur ]—%, g[ de I'équation différentielle

V(o) (o)

1 1 1 1

1
1. Pour tout u €] — 1,1, B - .
(a) Pour tout u €] L= 3Tra 21

Donc, une primitive de u —

/t 7sin2(x) do = — /t sinz(m)Qcos(:r) de
o cos(z) o cos?(x)
t . o
_ 7/ sin (m) c2os(:r) de
o 1-—sin?(z)
Donc, par le changement de variables « u = sin(z) » de classe C!,
t . o sin(t) o
/sm(z)dx:_/ u _du
o cos(x) o 1—u
sin(t) sin(t) 1
:/ 1du—/ ——du
0 0 1—u

= sin(t) — % In(sin(t) + 1) + %ln(l — sin(t)).

1 1 1 1 1
5 est ur— 51n(|1 + ul) — 5 In(|]1 —u|) = 5 In(1+4u) — 5111(1 —u).

(b) Pour tout t € } 5y [,




2. Soit <£1> une application de ]—g, g [ dans R2. Alors (gl) est solution de I’équation si et seulement si
2 2

@) =2
¥y = —p1

2 étant de classe C1, @1 est de classe C? et ¢} = ).

Donc (sm) est solution si et seulement si

@] = p2
o =—p1

Donc <21> est solution de I’équation si et seulement s'il existe (A1, A\2) € R? tel que
2

1 = A1 cos+Agsin
2 = —A1 sin+A2 cos
0

La famille (( oS ) , (Sm)) engendre donc ’espace vectoriel des solutions de ’équation Y = (71

—sin cos
d’apres le cours, de dimension 2. C’est donc une base.

On en déduit que (( o8 ) , (Sm)> forme un systéeme fondamental de solutions de I’équation ¥ = (_01 1) Y.

é) Y, qui est,

—sin cos 0
3. Appliquons la méthode de variations des constantes pour déterminer une solution particuliere de I’équation avec
second membre. Posons &1 = (::(;sn) et Py = ((S:s;,) Alors (®1,®2) forme un systéme fondamental de solutions de
I’équation homogene.
On cherche une solution particuliere ¢y : ]f%, g [ — R2 sous la forme pp = P1P1 + YP2P2 ol Y1 et P2 sont des
applications dérivables de ] —5: 5 [ dans R.
Alors ¢p est solution de I’équation si et seulement si

P P1 + PhPo = ( 0),

tan

soit encore, si et seulement si,

] cos +4p} sin = 0
— cos +9} (t) sin = tan

Donc ¢, est solution de I’équation si et seulement si

2
, _ sin
e
cos
Pl = sin

Choisissons par exemple, pour 11 et 2 les fonctions définies pour tout ¢t € ] fg, % [ par

P1(t) = sin(t) + % In(1 + sin(t)) — %hl(l — sin(t))
Pa(t) = — cos

1 1 in(t i

La fonction ¢p : t — (sin(t) + = In (Ln()) ( cos(t) ) — cos(t) (sm(t)) est alors une solution particuliere de
2 1 — sin(t) ) cos

I’équation.

L’ensemble des solutions de I’équation est donc

=3 () o ()« (4) - I () () 1w <)

Exercice 2. Déterminer ’ensemble des solutions définies sur R de ’équation différentielle

—2t

e
1 4/ 4: .
VAW =1s

— Identification : Il s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du deuxiéme ordre a coefficients constants et
second membre continu sur R.

— Solutions de I’équation homogene : Le polynéme caractéristique est X2 +4X + 4 = (X + 2)2, de racine double —2.
L’ensemble S;, des solutions de 1’équation homogene y’’ + 4y’ + 4y = 0 est donc

Sn={R—R; t— (A1 +Xat)e > | (A1, X2) e R?}.



— Solution particuliere de I’équation : Appliquons la méthode de variations des constantes. Posons, pour tout t € R,
p1(t) = e 2t et pa(t) = te~2t. D’aprés le point précédent, la famille (¢1,p2) forme un systéme fondamental de
solutions de ’équation homogene (puisqu’elle engendre 1’espace vectoriel des solutions qui est de dimension 2, ou on
peut aussi calculer le wronskien en 0 par exemple).

On cherche une solution particuliére ¢, sous la forme ¢, (t) = 11 (t)p1(t) +1P2(¢)p2(t) ol 1 et P2 sont des applications
dérivables de R dans R et telles que ¢, (t) = 11 (t)@] (t) + P2 ()5 ().
Alors ) est solution de ’équation si et seulement si, pour tout ¢t € R,

Y1 (D)1 (t) + Yy (H)p2(t) =0

—2t
e )

11 () + P35 (1) = 1 >

soit encore si et seulement si, pour tout t € R,
(B2 + Y (t)te2t = 0

—2t
—oy! (t)e=2t 4y (t)e~2t(1 — 2t) = —
PO + v (e (1 - 2) = T

Donc ¢, est solution de I’équation si et seulement si, pour tout ¢t € R,

Y1) = —thy(t)

200+ VA1 -2 = 1

soit encore, si et seulement si pour tout t € R,

, —t
Py (t) = @
o=

Choisissons par exemple, pour 11 et 2 les fonctions définies pour tout ¢ € I par

P1(t) = —% In(1 + ¢2),
P2 (t) = arctan(¢)

1
La fonction ¢p : R — R ; t — -3 In(1 + #2)e2 + tarctan(t)e ™2 est alors une solution particuliere de 1’équation.

— Conclusion : L’ensemble des solutions de ’équation est donc
1
S = {R — R t— (A +tAg)e 2 — 5 In(1 + t?)e ™2t + tarctan(t)e ™2t | (A1, A2) € RQ} .

Exercice 3.

1. Calculer une primitive de
—t

t— —————.
2e~2t 13

On pourra effectuer le changement de variables « u=-e~t » .

2. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R de I'équation différentielle

//_3/ 2 -
A T

1. Soit t € R. On effectue le changement de variables « u = e~% » de classe C1,

—t

k e ?® N du
———dx = — _—
0 2e—2¢ 1 3 L 2u2 + 3

|

|
o
=
Q
-+
o
=

oo\&wl

@
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Jr

1 © aret 2
—_— arctan -
V6 3



2. Le polyndme caractéristique associé & I’équation homogene est X2 —3X + 2 = (X — 1)(X — 2) de racines réelles
distinctes 1 et 2. Donc ’ensemble des solutions de ’équation homogene est

Sh={R—R; t— Me' + X | (A1, )) €R?}.

Appliquons la méthode de variations des constantes. Posons, pour tout t € R, ¢1(t) = et et @a(t) = te?t. D’apres le
point précédent, la famille (1, ¢2) forme un systéme fondamental de solutions de ’équation homogene (puisqu’elle
engendre ’espace vectoriel des solutions qui est de dimension 2, ou on peut aussi calculer le wronskien en 0 par
exemple).

On cherche une solution particuliére ¢}, sous la forme ¢, (t) = ¥1(t)@1(t) +1P2(t)p2(t) ol 1 et Y2 sont des applications

dérivables de R dans R et telles que ¢}, (t) = 11 ()@’ (t) + 2 ()5 ().
Alors ¢ est solution de I’équation si et seulement si

Y1e1 + Yap2 =0

1
/ ! ! A )
Pie] + Yoy = 262t 3
soit encore si et seulement si, pour tout ¢t € R,
Yi(t)et + Py (H)e?t =0
/ t / 2t _
P (t)et + 25 (t)e*t = 22113

Donc ¢, est solution de I’équation si et seulement si, pour tout ¢ € R,

—t

e
1) = —

¥1(®) 2e=2t 43
') = o2t

va(t) = 2e—2t 4+ 3

Choisissons par exemple, pour 11 et ¥2 les fonctions définies pour tout ¢ € R par

P1(t) = —i}é arctan( %e_t)
Pa(t) = 1 In(2e~2¢ + 3).

1
i . . _ 1 2,-t) ot _ = —2t 2t g S oluti cculie
La fonction ¢p : R — R ; ¢t —> 75 arctan (\/;e ) e -1 In(2e4t 4 3)e“* est alors une solution particuliere de

I’équation.
L’ensemble des solutions de I’équation est donc

1 2 1
S=<{R—R; t—> Arel + Age? — 7 arctan \/;et et — 1 In(2e72 +3)e?! | (A1, X2) € R?

Exercice 4. Considérons ’équation différentielle
z(z—1)y" +3zy +y=0. (E)

1. Trouver les solutions de cette équation différentielle développables en série entiere sur un intervalle
] — R,R[ de R, avec R > 0.

On précisera la somme des séries entieres obtenues.

2. Est-ce que toutes les solutions de z(x — 1)y” 4+ 3zy’ + y = 0 sur |0, 1| sont les restrictions d’une
fonction développable en série entiere sur | —1,1[7

3. Bonus Déterminer ’ensemble des solutions définies sur un intervalle I ne contenant ni 0, ni 1, de
léquation ().

4. Bonus En déduire I’ensemble des solutions définies sur R de 1’équation (F).

1. Soit Zn>0 anx™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme f.

La fonction f est de classe C* sur | — R, R[ et pour tout t €] — R, R|, par dérivation terme & terme de la somme d’une
série entiére, on a



—+oo

+oo +oo
z(x — 1) f"(x) + 3z f'(2) + f(zx) = (z — x) Zn(n —Danz" "2 + SxZ nanz" ! + Z anx™
n=1 n=0

n=2
+o0 +o0 +o0 o0
= Z n(n —1)apz™ — Z n(n — 1)anxn_1 + Z 3nanz™ + Z anx”™
n=2 n=2 n=1 n=0
(changement d’indice m =n — 1)
+o0 ~+o0 +oo +oo
= Z n(n —1)apz™ — Z(m + Dmam1z™ + Z 3nanpx™ + Z anz”
n=2 m=1 n=1 n=0
“+o0
= Z(n(n — 1Dan —n(n+ 1)an4+1 + 3nan + an)z™
n=0
—+oo

= ((n+1)2%an —n(n + Danr1)z™.

n=0
Ainsi, f est solution de I’équation sur | — R, R[ si et seulement si pour tout = €] — R, R,
400
Z((n +1)2an —n(n + Dani1)z™ =0,
n=0

soit, par unicité du développement en série entiere de 'application nulle, si et seulement si pour tout n € N,
(n+1)%an +n(n+ 1)ans1 = 0. (%)
La relation () est vérifiée si et seulement si pour tout n € N,
nan+1 = (n+ 1)an,

soit encore si et seulement si, ag = 0 et pour tout n € N,

n+1
an+4+1 = Qn
n
n+1 n 2
= X X ... X —a1
n n—1 1
=(n+1)ai.
P A € R, la série entit Anz” d 1 A
our tout A € R, la série entiere ano nx"™ a pour rayon de convergence 1 et pour somme t — m
En effet, la suite (nz™),cn est bornée si et seulement si z < 1 et par dérivation terme a terme de la série entiére
. +oo -1 _ 1 +oo _ +oo —1 _
ano z" de somme z — T—2’ on obtient anl nx™ = m Donc En:(} nx" = zznzo nx™ =
x
(1—-2)*
Ainsi, pour tout A € R, I'application
x

—-1,1 R; A
] ’ [H HE (1_$)2

est solution de I’équation sur | — 1, 1].
En conclusion, I’ensemble des solutions de I’équation (/) développables en série entiere est ’ensemble des fonctions

A
]71,1[—>R;tr—>7xavec)\€R.

(1—=)?
. D’apres la question précédente, I’ensemble des solutions définies sur ]0, 1[, qui sont des restrictions de fonctions
x
développables en série entiere de 1’équation (F) est {]0, 1f—R; z+— )\ﬁ | Ae R}, espace vectoriel de
—x

dimension 1. Or I’équation est une équation différentielle linéaire homogene d’ordre 2 a coefficient continus, sous
forme non résolue mais le coefficient de y” ne s’annule pas sur ]0, 1[. Donc ’ensemble des solutions de 1’équation (F)
sur |0, 1] est de dimension 2.

11 existe donc des solutions de (Z) sur ]0,1[ qui ne sont pas des restrictions d’une fonction développable en série
entiere sur | — 1,1].

. Soit I un intervalle de R ne contenant ni 0, ni 1.

Résolvons I’équation sur I par la méthode d’abaissement de I’ordre (voir chapitre 2). Posons, pour tout = € I,
5 Alors 1 est solution de (7) et ne s’annule pas sur ]0, 1.

e1(z) = m

Soit ¢ une application de I dans R deux fois dérivable. Posons ¢ = L de sorte que ¢ = Yp1. 1 est bien définie et
®1
est deux fois dérivables car ¢ et 1 le sont.

Alors ¢ est solution de (F) si et seulement si (apres simplification), pour tout z € I,

z(z — D1 ()9 () + 22(z — 1)) () + 3zp1(2))¢' () =0,



soit apreés calculs, si et seulement si 1)’ est solution de ’équation différentielle linéaire du premier ordre
, T —2

V= =

-2 -2 1 -2 1-—
Comme —— = _ = —= _ ——, une primitive de  — LT esta— —2In(|z|) + In(J]1 — z]) = 1n(| zl ).
z(1—x) x 1—z z(1—x) x?

L’ensemble des solutions de 3’ = y est donc

r-s
z(1—x)
1—x
Sl:{l—>R;tb—>)\T\)\6R}.
z

Donc ¢ est solution sur I de (F) si et seulement si ¢’ € S, soit, aprés primitivation, si et seulement s’il existe
(A1, A2) € R2 tel que pour tout z € I,

$(@) = N+ Inle]) + da,
soit

A1+ zIn(lz])) + X
- i-o2

e(z)
L’ensemble des solutions définies sur I de (£) est donc

A (1 4+ zIn(|z])) + Aoz
(1)

S:{I—)R;x»—> \(/\1,)\2)ER2},

. Soit ¢ une solution de (/) définie sur R. Alors #|j0,1[ est solution de I’équation sur 10, 1[. D’apres la question précédente,
comme l'intervalle ]0, 1[ ne contient ni 0, ni 1, il existe donc (A1, A2) € R? tel que pour tout = €]0, 1],

o(z) = Al +g lil(;j))Q) + Aoz

o étant une solution sur R, elle est de deux fois dérivables sur R, en particulier en 0 et en 1.
On a hm+ @(z) = A1 donc par continuité de ¢ en 0, ¢(0) = A;.
z—0

A1+ A2

De plus, p(z) ~,_y1— = Donc, comme ¢ admet une limite en 1, on a A\; = —Aa.
— (0 A Al + i 0
Enfin, (@) — ¢(0) = ! 1 In(z) 0% oo si A # . Donc comme ¢ est dérivable en 0, A\; = 0.
1-2) (1-=x)2 0siA1 =0

Donc A1 = A2 =0 et ¢ est 'application nulle.
Donc Sg = {Or}.



