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Exercice 1. Déterminer I’ensemble des solutions de R & valeurs dans M3 1 (R) de I’équation

1 2 -1
Y= 2 4 =21Y.
-1 -2 1
1 2 —1
Posons A=\ 2 4 —2|.Lerang de A est 1, donc dimker(A) = 2. Donc 0 est valeur propre de A de multiplicité au
-1 -2 1
2 0
moins 2 et ’espace propre associé a la valeur propre 0 est Fy = vect 11,11
0 2
La trace de A est égale & 6 = 0+ 0 + 6 donc 6 est valeur propre de A. L’espace propre associé a la valeur propre 6 est
1
Eg¢ = vect 2
—1

On peut trouver les espaces propres par résolution de systéme AX = AX par exemple.

2
Donc A est diagonalisable dans M3(R) et un systéme fondamental de solutions est (¢1,p2,¢3) out @1(t) = €% | —1
0
0 1
pa(t) =% | 1] et p3(t) =% | 2
2 -1

L’ensemble des solutions de I’équation est donc

2 0 1
S = R—)MgJ(R) st—>cer | -1 4+ |1 +C3€3t 2 | (c1,c2,c3) eR3
0 2 -1

Remarque : on pouvait également calculer x o pour déterminer les valeurs propres, mais c’est plus long.

Exercice 2. Déterminer ’ensemble des solutions de R & valeurs dans Ms 1(R) de 'équation

, (1 8 el
e ()

1 8
Posons A = (2 1).

Onaxa=(X—-1)2-16 = (X +3)(X — 5). xa étant scindé sur R[X], A est diagonalisable dans M3(R) et ses valeurs
propres sont —3 et 5.

AN -2 AN 2
Un vecteur propre associé a —3 est ( 1 ) et un vecteur propre associé a 5 est (1)

. 5 0 1o~ p_ (2 =2
OnadoncAfP(O _3)P ouP7<1 1).



Soit ® : R — M 1(R) une application dérivable. Alors ® est solution de I’équation si et seulement si, pour tout t € R,
5 0 _ et
vw=r(y %) e+ ().
soit encore si et seulement si P~1® est solution de 1’équation
; (1 0 Ry
Y‘(o 10) VP (o8t )
1/1 2
-1 _ =
Or P~' = 1 (71 2).
Donc ® est solution de 1’équation si et seulement si P~1® est solution du systéme différentiel
1 1
yi =5y1 + —ef + —e™ 3
4 1 2
/o -3 _ 7et 7e73t
Ya Y2 1 + D)
4 : / 1 t 1 —3t
— Résolution de y| = 5y1 + Ze + —e™ "t

2
L’ensemble des solutions de I’équation homogene 3} = 5y1 est

§h,1:{R—>R;tHA1e5t|,\leR}.

1
Par le principe de superposition des solutions, on cherche d’abord une solution particuliere de y’l = by1 + Zet sous la

—1 1
forme ¢p,1(t) = cet. Apres calculs, on trouve ¢ = T Donc ¢p1(t) = —I—Get.
1

Puis, on cherche une solution particuliere de y] = 5y1 + 5673t sous la forme ¢p, 2(t) = ce—3t, Apres calculs, on trouve

. 1

16

. 1 1

Donc Iensemble des solutions de y] = 5y1 + Zet + §e_3t est

1 1
S1={R—R; tn—>/\1e5t——et——673t|)\1 € R}.

16 16
A : / > 1 t 1 —3t
— De la méme fagon, I’ensemble des solutions de y5 = —3y2 — Ze + Ee est

1 1
Sy ={R—R; t —> dge 3t — TGEt + 5te—f”t | A2 € R}.

Ainsi, ® est solution de 1’équation si et seulement s'il existe (A1, A2) € R2 tel que pour tout t € R,

Apedt — % t_ o —3t
Plo(t) = ,
W= emst - Loty Lo
16 2
soit
ALedt — iet _ ie—st 5 9 —le—3t _ o3t
o) = P S e () e () Ly B
Age 3t — —et 4 —te—3¢ —=et — —e 3t 4 —te=3¢
16 2 8 16 2
Donc ’ensemble des solutions réelles de ’équation est
9 9 776_375 _ te—St
S=¢R— Ma1(R); t —> e (1)+)\2e_3t( 1>+ 1 8 1 1 | (A1, A2) € R?
_get _ 176e73t + 2t —3t

Remarque : On pourrait également appliquer la méthode de variation des constantes au systeme fondamental de solutions

(®1,®2) ou 1(t) = €5 (?) et ®o(t) = =3 (712> On cherche alors une solution particuliére sous la forme pp =

t
P1P®1 + P2 Pa. Alors @p est solution de l’équation si et seulement si 1/1’1<I>1 + wéq)g = (eio,t)‘ Etc (voir TD10).

Exercice 3. Déterminer I'ensemble des solutions de R & valeurs dans M3 1 (R) de ’équation

1 0 1
Y=|0 -1 -1|Y.
0 2 1



1 0 1
Posons A=|0 -1 -1
0 2 1

Le polynoéme caractéristique se calcule facilement en développant le déterminant par rapport & la premiére colonne. On
obtient x4 = (X — 1)(X? + 1). Donc x4 n’est pas scindé sur R donc A n’est pas diagonalisable dans M3(R). Comme
X241 = (X —14)(X +1), xa est scindé & racines simples sur C donc A est diagonalisable dans M3(C), de valeurs propres 1,
7 et —i.

Apres calculs (par résolution du systéme AX = iX pour la valeur propre ¢ par exemple), on trouve que les espaces propres
associées a ces valeurs propres sont

1 1414 1—1
E1 = vect 0 , BE; = vect 1—1 et E_; = vect 141 (E—; se déduit par conjugué car si V est un
0 -2 -2

vecteur propre associé & A alors la matrice étant & coefficients réels, V' est un vecteur propre associé a \).

141
et pa2(t) = e’ [ 1—1i |. Alors (¢1, 2, p2) forme un systéme fondamental de solutions complexes de
-2

Posons ¢1(t) = et

O O

I’équation.
Ainsi, ’ensemble des solutions complexes de 1’équation est

Sc={R— M2,1(C) ; t —> c101(t) + co2(t) + c3pa(t) | (c1,c2,¢3) € C*} .

Attention, on cherche les solutions réelles.
Remarquons déja que (1 est une solution réelle de 1’équation.

Ensuite, puisque @2 est une solution complexe non réelle et que M est une matrice réelle, les applications

cos(t) — sin(t) sin(t) + cos(t)
t — Re(p2)(t) = | cos(t) + sin(t) et t+—— Im(p2)(t) = | sin(t) — cos(t)
—2cos(t) —25sin(t)

sont alors des solutions réelles de ’équation.
Le calcul du wronskien de (41, Re(¢2),Im(¢2)) en 0 donne

1 1 1
wO)=[0 1 —1|=2#0.
0o -2 0
Donc la famille (1, Re(¢2),Im(¢2)) forme un systéme fondamental de solutions réelles de I’équation.

Ainsi, ’ensemble des solutions réelles de ’équation est

1 cos(t) — sin(¢) cos(t) — sin(¢)
Sg =< R— M31(R); t+—>die’ [ 0| +da [ cos(t) +sin(t) | +ds | cos(t) +sin(t) | | (d1,da,ds) € R
0 —2cos(t) —2cos(t)

Exercice 4. Résoudre dans R le systéme différentiel suivant :
) =(2—t)x; + (t — Dao
ah =2(1 —t)ay + (2t — 1)xs.

On pourra commencer par écrire le systeme sous forme matricielle et diagonaliser la matrice associée a
l’équation.

2—-t t—1
Posons, pour tout t € R, A(t) = (2(1 1 2t 1).
Alors le systeme différentiel se réécrit sous la forme X' = A(¢) X.
Pour tout t € R, on a xa(t) = X2 - (t+ D)X +t=(X—-1)(X —t).

Soit ¢t € R. Supposons t # 1. Alors x 4(¢) est scindé a racines simples sur R donc A(t) est diagonalisable sur R de valeurs

propres 1 et t. Les espaces propres sont F1(A(t)) = vect ((1)) et Er(A(t)) = vect ((;))



1 1
1 2
encore vraie pour ¢t = 1 puisque A(1) = I».

1 0

Posons P = ( 0 ¢

), matrice indépendante de ¢. Alors pour tout ¢t € R distinct de 1, on a A = P ( ) P~ relation

Soit ® : R — M 1 (R) une application dérivable. Alors ® est solution de I’équation si et seulement si, pour tout t € R,

P'(t)=P (é ?) Pla(t),

soit encore, puisque P~ est & coefficients constants (et donc ((P~1®)’ = P~1®’), si et seulement si, P~1® est solution de

I’équation
, (1 0
y' = (0 t) Y,

soit finalement si et seulement si P~1® est solution du systeme différentiel
vy =u
Yy = ty2

Les solutions de ce systéme sont les application

t2 5

{%(t) = \iet,
1,[)2(15) = Xge'2

avec (A1, \2) € R2.

Ainsi, ® est solution de I’équation si et seulement s’il existe (A1, A2) € R? tel que pour tout ¢ € R,

et
Prlam ="z,
Aoe’Z
o =P %) et (1) +ae (2
0=r () =2 (1) 25 (3)

Donc I’ensemble des solutions réelles du systéme différentiel est

soit

2
: 2
S={R—R?; t—s e +/\2622 | (A1, A2) € R?

t
el + 2 e 2

Remarque : En général dans le cas non constant, la matrice de passage P dépend du temps et cette méthode ne s’applique

plus.

Exercice 5 (Facultatif ). On considére la matrice A = (11 34).

1. Démontrer que A n’est pas diagonalisable.
2. Déterminer une matrice P € GL5(R) telle que

A:P(a b)P—l,
0 ¢

3. En déduire la résolution du systeme différentiel suivant

ol a, b et ¢ sont des réels a préciser.

!

T =—x—4y
Yy =x+3y

1. Onaxa = (X — 1)2, donc A admet une seule valeur propre 1. Donc A n’est pas diagonalisable car sinon elle serait
semblable donc égale a Ia.

AN 2
2. L’espace propre associé a la valeur propre 1 est E1 = vect ((_1> )

La famille ((_21> R ((1))) est une base de Mz 1(R).

2 2 1 1 2 1
onaa ()= (4) e a(o) - (7)1 (5)+ ()
En posant P = (_21 é), on a donc A =P ((1] _11) P,
D’ou le résultat.



3. Le systéme se rameéne & 1’équation Y/ = AY.
Soit ® : R — M 1 (R) une application dérivable. Alors ® est solution de I’équation si et seulement si

=P ((1) _11) P lo,

soit encore, si et seulement si P~1® est solution de I’équation

;{1 =1
Yf<0 )Y

Donc ® est solution de I’équation si et seulement si P~1® du systeme différentiel

Yy =v1 — Y2
Yy = y2
Les solutions de y} = y2 sont les fonctions t — Azet avec A2 € R.

Les solutions de y’1 = y1 — A2e? sont les fonctions t — Ajet — Aatet avec A\ € R.
Ainsi, ® est solution de I’équation si et seulement s’il existe (A1, A2) € R2 tel que pour tout t € R, P*1<I>(t) =

(Alet — )\Qtet soit
A2€t i

_ _(2h1et + Aa(—2t + 1)et
(b(t) =P ( - ( —A1et + Aotet ’

Donc ’ensemble des solutions réelles du systéme différentiel est

2X1ef + A2 (1 — 2t)et 9
S={R—R?; t+—> A1, A2) €R? 5.
{ {Alet + Aotet | ( ! 2)

et — )\Qtet
Agel



