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Exercice 1. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur R? de 1’équation

af _,0f _
B (L Y) 35‘y (z,y) = g(x,y).
ott, pour tout (z,y) € R?,

L. g(z,y) =0,

2. g(x,y) =2 +y,

3. g(z,y) = f(z,y).

1. Posons e} = (1,—3) et e}, = (0,1) de sorte que B = (€, e}) forme une base de R%. On a Pg, 3 = (_13 (1))

On effectue donc le changement de variables

T=u ¢ u=zx
e
y=—-3u-+v v=3r+y

Considérons alors Iapplication ¢ : R2 — R? ; (u,v) — (u, —3u + v), bijective de R? sur R?, de classe C! et de
bijection réciproque ¢! : (x,y) — (x,3z + y).

Soit f € C1(R2,R). On note f 'application définie pour tout (u,v) € R2 par f(u,v) = f(u, —3u+v). Alors f = foe
est de classe C1 comme composée de fonctions de classe C1.

Pour tout (u,v) € R?, )

g—i(u,v) = Z—i(u, —3u+v) — 32—5(% —3u +v).

Par surjectivité de ¢, on en déduit que f est solution sur R? de I’équation si et seulement si, pour tout (u,v) € R2,
of
a(u7 v) =0,

soit encore si et seulement s'il existe une application h € C!(R,R) tel que, pour tout (u,v) € R2,
F(u,v) = h(v),

, si et seulement si pour tout (x,y) € R2,
f(@,y) =hBz+y).

soit finalement, puisque f = fop et f = fop™?

Donc ’ensemble des solutions de I’équation est
S = {R2 —R; (z,y)— h(Bz+y) | he Cl(R,R)}.

2. Avec les notation de la question précédente, f est solution de 1’équation si et seulement si, pour tout (u,v) € R2,

7]
—f(u, v) = —2u + v.
ou
Posons P(u,v) = —u? + uv. Alors P est de classe C' et g—f(u,v) = —2u+w.
Donc f est solution de ’équation si et seulement si
of—pP
ou

soit si et seulement s’il existe h € C*(R,R) tel que pour tout (u,v) € R2, f(u,v) = —u? 4 uv + h(v), soit finalement,
si et seulement si, pour tout (z,y) € R2,

fla,y) = —2® + 23z +y) + h(3z +y).
Donc ’ensemble des solutions de ’équation est

Sg:{RQHR; (x,y)>—>2x2+zy+h(3a:+y)|h€Cl(R,]R)}.



3. Avec les notations de la question 1, f est solution de I’équation si et seulement %(u,v) = f(u7 v).
-Méthode 1 : Posons j(u,v) = e~ *f(u,v).

Alors § est de classe C! et
o u,0) = (giw v - f<u,v>> -

Donc f est solution si et seulement si ~
% ) = 0,

soit si et seulement ’il existe h € C1 (R, R) tel que pour tout (u,v) € R?,
g(u,v) = h(v),

soit encore

Flu,v) = eh(v),
soit finalement, si et seulement si, pour tout (z,y) € R?,
f(@,y) =e"h(3z +y).
Donc ’ensemble des solutions de ’équation est

S3={R* —R; (z,y) — e"h(3z+y) |h€C'(R,R)}.

-Méthode 2 : Soit vg € R. Considérons I'application fi i u— f(u,v0). Alors fi est dérivable sur R, de dérivée
f{ (u) = %(u,fuo) = f(u,v0) = fi(u). Donc fi est solution de ’équation différentielle y’ = y Il existe donc h(vg) € R
tel que, pour tout u € R, fi (u) = h(vo)e". Il existe donc une application h : R — R telle que pour tout (z,y) € R2,
f(u,v) = h(v)e*. Comme h(v) = f(0,v), h est de classe C! comme composée de fonctions de classe C!.
Réciproquement, pour tout h € CH(R,R), 'application (u,v) — h(v)e* est de classe C! et vérifie 'équation
8 ra ~

2L (u,v) = f(u,v).

Donc ’ensemble des solutions de ’équation est

S3 = {R2 — R; (z,y) — e"h(Bx+y) | h € Cl(R,R)} .
Exercice 2. Déterminer ’ensemble des solutions définies sur R? de I’équation

0 0
)~ o (5.9) =0,

1
. u=-2%2+y
On pourra effectuer le changement de variables 6
V=21
On effectue donc le changement de variables
1 _
— 2 Xr =7
VSTV 1,
v=1 y=u=5Y

1
Considérons alors I’application ¢ : R2 — R? ; (u,v) — (v,u — 61)2), bijective de R? sur R2, de classe C! et de bijection
‘o -1 1
réciproque ¢! : (z,y) — Pt +y,z).
~ ~ 1 ~
Soit f € C'(R2,R). On note f 'application définie pour tout (u,v) € R? par f(u,v) = f(v,u — 61)2). Alors f = f o est de

classe C! comme composée de fonctions de classe C1.

Pour tout (u,v) € R?,

ﬁ(u,v):ﬂ(v,uflv2 711;%(1),1171112)
ov oxr 6 3 Oy 6
= % (3%(v,u - évQ) - vg—i’c(v,u - évQ))

Par surjectivité de ¢, on en déduit que f est solution sur R? de I’équation si et seulement si, pour tout (u,v) € R2,

%(uzv) =0,

soit encore, si et seulement s'il existe une application h € C'(R,R) tel que, pour tout (u,v) € R?,

F(u,v) = h(u),



1

soit finalement, puisque f =fopet f= fo 1, si et seulement si pour tout (z,y) € R?,

1
flz,y)=h (ng +y) :
Donc ’ensemble des solutions de 1’équation est

1
S1 = {R2 —R; (m,y)b—>h(8x2+y) |hecl(R,R)}.

Exercice 3. Soit U = R3 x R.

1. Justifier que I'application

0 R x }*%%[H U (r,0) —> (rcos(6), rsin(6))

T T
est un C!-difféomorphisme de R% x ]—5, 5 [ sur U. On donnera la bijection réciproque.

2. Déterminer ’ensemble des solutions définies sur U de ’équation

l’%(fﬂ,y) + y%(m,y) =0.

3. Déterminer ’ensemble des solutions définies sur U de ’équation

w%(% y) + y%(w, y) = (2% + %) f(z, ).

T
1. ¢ est une bijection de R’jr X } 33 { sur U de bijection réciproque

U —RY X}ig’g[ i (z,y) — (\/ 2?2 + y2, arctan (g))
x

¢ est de classe C! car ses composantes le sont.

T
La jacobienne de ¢ est égale a r en tout point de Ri X } 33 { donc ne s’annule pas.
Donc ¢ est un C!-difféomorphisme.

2. Soit f € C1(U,R). On note f I'application définie, pour tout (r,0) € RY ] —g, g [, par f(r,0) = f(rcos(6), rsin(9)).

Alors f = fo ¢ est de classe C' comme composée de fonctions de classe C1.
T
Pour tout (r,0) € R* —= =,
our tout (7, 6) X } 3’5 [
of d )
—f(r, 0) = cos(@)—f(r cos(0),rsin(0)) + sin(@)—f(r cos(0),rsin(0))
or ox dy

1 0 0
=- (r cos(@)—f(r cos(0),rsin(0)) + rsin(G)—f(r cos(0), rsin(@)))
r ox oy
Par surjectivité de ¢, on en déduit que f est solution de I’équation sur U si et seulement si pour tout (r,0) €

T T
R*X77777
+ } 22[

of
—(r,0) =0,
or (r,6)
soit encore, comme R’; X] — m, @[ est un produit d’intervalles, si et seulement s’il existe une application h €
ct G —g, g [,R) telle que, pour tout (r,0) € RY x } —g, g [,
F(r,0) = h(0),

soit finalement, puisque f = fop et f = fop™!

flz,y)=h (arctan (g)> .
T
Donc ’ensemble des solutions sur U est

Sy = {U—HR; (@) b—>h(arctan (g)) |hec'(—- g,g[,R)}.

, si et seulement si pour tout (z,y) € U,



3. En reprenant les notations de la question précédente, f est solution de I’équation si et seulement si g—f(r, 0)=r f (r, 6).
r2 -
-Méthode 1 : Posons g(r,0) =e~ 2 f(r,6).
Alors § est de classe C! et
dg 2 [ of
Broy=c7 (o) —rrer0)).
or or

Donc f est solution si et seulement si

a. 79 - 07
or (r,)
soit si et seulement s'il existe h € C'(] — %, Z[,R) tel que
g(r,0) = h(8),

soit

soit finalement si et seulement si, pour tout (z,y
flz,y)=e 7 h(arctan(%).
Donc ’ensemble des solutions de I’équation est
Sy = {R2 —R; (z,y) — Ly, (arctan (g)) —| h et (] - g g[,R)} .
-Méthode 2 : Comme celle de la question 3. de l’exercice 1.
Exercice 4. On considere ’équation

2f

2f o f f
Ox?

(xvy)_zaTay(xvy)—i_ 8y2 (‘T>y> =0. (1)

1. Soit f : R2 — R une application de classe C2. Soient a, b, c et d des réels. Exprimer Da,p)(D(c,a)f)

2 2 2
0, Lot O,

en fonction de 5.3, 520y

2. En déduire que si f est solution de I’équation (1) alors
D(l,fl)(D(l,fl)f) =0.

3. Déterminer alors 'ensemble des solutions définies sur R? de I’équation (1) & I'aide d’un changement
de variables adapté.

1. OnaD(cd)f:cngdﬂ
’ Oz

oy’
Puis, par le théoréme de Schwarz, on obtient
o%f o%f 9% f

—_— b d bd .
* or2 +(beta )8183,/ + Oy?

Dapy(Dic,ayf) = —
2. Enprenanta=c=1letb=d=—-1,onaac=1,bc+ad =—-2et bd=1.
Donc si f est solution de 1’équation alors D(1,71)(D(1,71)f) =0.

3. Introduisons alors les vecteurs e} = (1, —1) et e, = (0,1) de sorte que la famille (e}, e}) forme une base de R2. On a
PB..B = (_11 (1)> On dérivera donc deux fois par rapport au premier vecteur de la nouvelle base.

On va donc effectuer le changement de variables

r=u u=2x
et
{y:—u+v {v:x—i—y

L’application ¢ : RZ — R2 ; (u,v) — (u, —u + v) bijective de R? sur R?, de classe C? et de bijection réciproque
@_1 : (I’y)'_>(x’I+y)' _ ~ ~
Soit f € C2(R2,R). On note f l’application définie, pour tout (u,v) € R2, par f(u,v) = f(u,—u+v). f = fop est
de classe C? comme composée de fonctions de classe C2.
Pour tout (u,v) € R?,
of
ou

of

(u,v) = = (u, —u +v) — = (u, —u +v)



et

2 2 2
Sk ) = g o) = Lt )
an 82
_azay(u’ u+v)+87y2(u’ u+v)
Donc f étant C2, par le théoréme de Schwarz,
*f o f *f 02
ﬁ(u,v) = @(u, —u+v) — 28v8u (u, —u+v) + 8—y2(u7 —u+v).

Par surjectivité de ¢, on en déduit que f est solution de 1’équation si et seulement si, pour tout (u,v) € R?,
LI
soit si et seulement s’il existe deux applications hi et ho éléments de C2(R,R) telles que pour tout (u,v) € R?,
F(u,v) = uhi(v) + ha(v),
soit finalement, puisque f = fop et f = fow 1, si et seulement si, pour tout (z,y) € R2,
flz,y) =ahy (z+y) + ha (z+y).
Donc ’ensemble des solutions de I’équation est

S={R> —R; (z,y) — zh1 (z+y) + ha (z +y) | (h1,h2) € C*(R,R)*} .



