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Exercice 1. Déterminer I’ensemble des solutions définies sur } —5'5 [ de I'équation différentielle

y" + 4y = tan(t).

— Identification : 1l s’agit d’une équation différentielle linéaire scalaire du deuxieme ordre a coefficients constants et
T
second membre continu sur } —3'3 {
— Solutions de I’équation homogéne : Le polynéme caractéristique est X2 + 4 = (X + 2i)(X — 2i).
L’ensemble Sj, des solutions de I’équation homogene 3"’ + 4y = 0 est donc

Sp = ﬂ—g g [ — R t— Ay cos(2t) + Aasin(2t) | (A1, \2) € R2}.

— Solution particuliére de I’équation : Appliquons la méthode de variations des constantes. Posons, pour tout ¢ €
T
}75, 5 {, p1(t) = cos(2t) et pa(t) = sin(2t). D’apres le point précédent, la famille (¢1,p2) forme un systéme
fondamental de solutions de ’équation homogene (puisqu’elle engendre I’espace vectoriel des solutions qui est de
dimension 2).
On cherche une solution particuliére ¢, sous la forme ¢y, (t) = ¥1(t)@1(t) +1P2(t)p2(t) ol Y1 et P2 sont des applications

dérivables de } 7%’ g { dans R et telles que @}, (t) = 1 (t)] (t) + p2(t) 0 (t).

I

w3

™
Alors ) est solution de ’équation si et seulement si, pour tout t € } -3

P11 (t) + 5 (t)p2(t) =0
Y107 (1) + 5 (1) (t) = tan(t)
soit encore si et seulement si, pour tout t € } ,E? il {,
2 2
P! (#) cos(2t) + 15 (t) sin(2t) = 0
—2¢ (t) sin(2t) + 2¢}(t) cos(2t) = tan(t)

Donc ¢, est solution de I’équation si et seulement si, pour tout ¢t € } —g, g {,
1 .
Py (t) = — 3 tan(¢) sin(2t)
1
Ph(t) = 5 tan(t) cos(2t)
sin(t) 5 . . . . .
Comme tan(t) = @’ cos(2t) = 2cos?(t) — 1 et sin(2t) = 2sin(t) cos(t), ¢p est solution si et seulement si, pour
cos
T
tout ¢ 6}7*,* [,
2°2 )
P (t) = —sin?(t) = 75(1 — cos(2t))
. 1 sin(t) 1 . 1 sin(t)
5 (t) = sin(t) cos(t) — = = —sin(2t) — =
¥a(®) () cos(®) 2 cos(t) 2 ) 2 cos(t)
Choisissons par exemple, pour 11 et 2 les fonctions définies pour tout ¢t € } —g, g { par
1 1 .
da(t) =~ (3 sin(20)),
1
Pa(t) = 1 cos(2t) + 5 In(cos(t))
. T T t 1 . 1 1 .

La fonction ¢p : 5| R;¢t+— (—5 + 1 sin(2t)) cos(2t) + (_Z cos(2t) + 5 In(cos(¢))) sin(2t) est alors une

solution particuliere de I’équation.



— Conclusion : L’ensemble des solutions de I’équation est donc

S= {} —g, g [ — R; t — Aq cos(2t) + A2 sin(2¢) + (—g + isin(2t)) cos(2t) + (—i cos(2t) + % In(cos(¢))) sin(2t) | (A1, A2) € RQ} .

Exercice 2. On considere I’équation différentielle
(1—22)y —ay =2. (E)

1. Déterminer les solutions développables en série entiére de I’équation (I).

2. Résoudre 'équation (E) sur | — 1,1].

3. (Facultatif) En déduire le développement en série entiere de (arcsin(z))?2.

1. Soit En>0 anx™ une série entiere de rayon de convergence R > 0 et de somme f.

La fonction f est de classe C* sur | — R, R[ et pour tout t €] — R, R|, par dérivation terme & terme de la somme d’une
série entiere, on a

—+oo +o0
1 —2)f'(z) —af(z) = (1 —z?) Z nanz™ "1 — Z anz"™ 1
n=1 n=0

~+o0 +o0 ~+o0
= nanpz™ "t — Znanw"+1 — Z anxt!
n=1 n=1 n=0
+o0 foo foo
= (m+1amt1z™ — Z(m —Dam—12™ — Z am—12™
m=0 m=2 m=1
+o0 +oo +oo
=ai + Z(n + Dapt1z™ — Z(n —Dap—12" — Zan_lx"
n=1 n=1 n=1
—+oo
=ai + Z ((n + 1Dan41 — nan,1)x"
n=1

Ainsi, f est solution de I’équation sur | — R, R] si et seulement si pour tout =z €] — R, R|,

+o0o
a1+ Z ((” + Dans1 — nan_1)m” —-2=0,

n=1
soit, par unicité du développement en série entiére de ’application nulle, si et seulement si a1 = 2 et pour tout n € N*,
(n+ 1)an+1 — nap—1 =0. (%)

La relation () est vérifiée si et seulement si a; = 2 et pour tout n € N,

2nasn—1
(2n — 1)azn—2

2n 4+ Daz2n+1
2naon,

soit encore

2n---2 (27n!)?
a = =
T Qn+ )37 (2n+ 1)
2n—1)---1 (2n)!
a = agp = a
an m---2 07 (22 ™
La série entiere @)% o d R=1.En effet, soit z € R*. P tout
a série entiere — = a pour rayon de convergence R =1 . En effet, soit . Posons pour tou
n20 (an 3 1 p ¥ g P
(2"77/!)2 2 1 . Un+1 2 N s :
n€N, uy, = —2—z2"tl £0. Alors lim |—"—| = |z|2. Donc d’apres le critére de d’Alembert, si |z| < 1 alors
2n+ 1)! n—+oo  Un

ano uy, converge donc R > 1, et si |z| > 1 alors ano un, diverge donc R < 1. Donc R = 1. On note g la somme

de cette série entiere.
(2n)!

T 2n _
n>0 (grn))2 =™ a pour rayon de convergence R = 1. On note h sa somme.

On montre de méme que la série entiére Z
L’ensemble des solutions est donc

Sp={]—-1,1[— R; z — 2g(x) + ah(x), a € R}.



T
est

2. Une primitive de x —
1— 22

1 1
z+— ——In(1 — 22 :1n(7>.
5 In ) —

L’ensemble des solutions de I’équation homogeéne sur | — 1; 1] est

Sp={-1,1[—R; z+— 2|)\€R}.

A
V1—2x

1
Par la méthode de variation de la constante, on cherche une solution particuliere ¢, sous la forme ¢, (z) = ¥ (x)

V1—a?

avec 9 :] — 1, 1[— R dérivable. Alors ¢, est solution de I’équation si et seulement si

(1 —:ﬁ)w'(m)ﬁ =2,

2
VI—22

soit encore si et seulement si

¥ (@) =

Choisissons par exemple 9 (x) = 2arcsin(z).
2arcsinx

V1— 22

L’ensemble des solutions est donc

Donc ¢p(z) = est une solution particuliere de ’équation.

1 2arcsinx
S={]-L1[—R; z+— A + A € R}
U=l Viee e EH

arcsin x

VI—22

3. D’apres les questions précédentes, on peut montrer que g(z) =

On a donc
“+oo
Z (2"n!)2 5.,  arcsin(z)
— = —.
‘ (2n + 1)! V1— 22
n=
Donc par intégration,

= (2n)? 1

n:

2 ot = i’
n 4

n=0

soit encore
+oo

22m—1 -1 !2
arcsin(z)? = E #agm.
m)!
m=1

Exercice 3. Déterminer ’ensemble des solutions définies sur R & valeurs dans M3 1(R) de 'équation
différentielle

-1 1 -1 1
Y'=|-4 3 —4|Y+|[4+1
-2 1 =2 2t+1
-1 1 -1
Posons A=| -4 3 —4
-2 1 =2
On axa = X(X —1)(X + 1), donc A admet trois valeurs propres distinctes —1, 0 et 1. Des vecteurs propres respectifs
0 1 1
associés sont | 1 |, 0 et | 2
1 -1 0

Soit on donne alors ’ensemble des solutions de l’équation homogeéene puis on applique la méthode de variations des constantes,
soit on diagonalise la matrice A.

-1 0 0 0o 1 1
Diagonalisons la matrice A. Ona A= PDP lavecD=[ 0 0 0]etP=[1 0 2
0 0 1 1 -1 0

Soit ® € C1(R, M3,1(R)).

Alors @ est solution de ’équation si et seulement si pour tout ¢t € R,

1
®'(t) = PDP 1o@t) 4+ [ 4t +1 |,
2t +1
soit encore, si et seulement si, pour tout t € R,
1
P o'ty =DP o)+ Pt [4t+1],
2t+1



soit finalement si et seulement si, pour tout ¢t € R, P~1® est solution de 1’équation

-1 0 0 3
Y= 0 0 0|Y+|—-2t+2],
0 0 1 2t —1
1 2 -1 2
aprés calculde P~ [ 4t +1 ] ou P~ 1= 2 -1 1
2t+1 —1 1 —1

Donc ® est solution de 1’équation si et seulement si P~1® est solution du systeme différentiel
yll =-y1+3
yh=—2t+2
Yy =y3+2t—1

En résolvant séparément chacune des équations (on peut chercher les solutions particulieres sous la forme polynéme
exponentielle), on obtient que I’ensemble des solutions de ce systéme est I’ensemble des fonctions de la forme

P1 (t) = Aleit +3
Po(t) = Ao —t2 42t
Y3 (t) = Azet — 2t — 1

olt (A1, A2,A3) € R3.

)\1677: +3
Ainsi, pour tout t € R, P71®(t) = | A2 —t2+2t |, et donc
Azet —2t —1
Ae t+3 0 1 1 —t?2 -1
M) =P | do—t2+2t | =Xe [ 1| +x2| O | +2zef [ 2]+ —4t+1
Azet —2t —1 1 -1 0 2 —2t+3
D’ou ’ensemble des solutions de ’équation est
0 1 1 —t2 -1 ,
S={(R—M31(R); t— e [ 1] +x| 0 | +xset | 2]+ —4t+1 || (1,A2,23) €R®
1 -1 0 2 —2t+3

Exercice 4. Déterminer I’ensemble des solutions maximales de 1’équation différentielle

y = exp(t+y).

— Identification : 1l s’agit d’une équation différentielle scalaire non linéaire du premier ordre de la forme y' = f(¢,y)
avec f:RZ — R; (t,y) — exp(t +y).
Remarquons que f est de classe C1 sur R? donc d’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz non linéaire, tout probléme
de Cauchy admet une unique solution mazimale définie sur un intervalle ouvert.

— Résolution par séparation des variables : Soit ¢ une application d’une intervalle I de R dérivable.
Alors ¢ est solution de I’équation si et seulement si, pour tout ¢t € I,

¢’ (t) = exp(t) exp((t)),
soit encore, si et seulement si pour tout ¢t € I,
@' () exp(—p(t)) = exp(t).
Par intégration, ¢ est donc solution sur I si et seulement s’il existe A € R tel que pour tout t € I,
—exp(—¢(t)) = exp(t) + A,
soit

exp(—¢p(t)) = —exp(t) — A
Comme pour tout ¢ € I, exp(—¢p(t)) > 0, on en déduit que ¢ est solution si et seulement si, pour tout ¢ € I,

et = A>0 et p(t) = —In(—e’ —N).

— Recherche des solutions mazimales :
e 1°F cas : A > 0. Alors, pour tout t € R, —et — X\ < 0.
e 27d cas : A < 0. Alors —e® — X > 0 si et seulement si t < In(—M).
Posons alors @y :] — 0o, In(—=A)[— R ; t — —In(—e~! — \), solution maximale car elle tend vers +oco en In(—\).
Ainsi, I’ensemble des solutions maximales est {¢x, A € R* }.



Exercice 5. On considere le probleme de Cauchy

—_

y/ = 72 +y2
y(0)=0

. Justifier qu’il existe une unique solution maximale ¢,, a ce probleme de Cauchy, définie sur un
intervalle ouvert I,,, contenant 0.

2. Montrer que ,, est une fonction impaire.

3. Montrer que ¢, est strictement croissante.

/
Justifier que pour tout x €]0, +00[N L, @m(x) # 0 et <pm((x)2 > 1.
Pm T

5. En déduire que I,,, est un intervalle borné de R.

6. Déterminer 'image de I,, par ¢,,.

L’application f : R? — R ; (z,y) — 22 + 92 est de classe C!. D’aprés le théoréme de Cauchy-Lipschitz, ce probléeme
de Cauchy admet donc une unique solution ¢,, définie sur un intervalle ouvert I =Ja, b[ de R contenant 0.

Posons, pour tout z €]—b, —al, ¥(z) = —p(—x). Alors 1) est bien définie, dérivable car ¢ l'est, et pour tout z €] —b, —a[
V' (2) = @' (—2) = (—2)* + p(=2)? = 2° + (—¢(2))? = 2* + ¥ (2)*.
De plus, ¥(0) = —¢(—0) = 0. Donc ¥ est solution du probléme de Cauchy

y/ — x2 + y2
y(0) = 0.

Or ¢ est LA solution maximale de ce probléme de Cauchy, donc 9 est une restriction de ¢m et | — b, —a[C]a, b[. On
en déduit donc que a = —b et ¢ = 1 sur l'intervalle | — b, b].
Donc ¢ est impaire et I =] — b, b].

Pour tout = € R*, ! (z) = 22 + ¢(z)2 > 22 > 0 donc ¢, est strictement croissante sur I. (une fonction dont la
dérivée est strictement positive sauf en un nombre fini de points est strictement croissante.)
Comme ¢ (0) = 0 et @, est strictement croissante, pour tout  €]0, ] = |0, +00[NIm, Ym(z) > 0.
On a donc , )
T T
LG/ T
em(z)?  om(z)

Soit xo €]0,b[. Alors, en intégrant, pour tout x €]xo, b|,

P )2dt > — xo,
z0 om (1)

1 1
——+ —— 2z — 0.
em(@)  pm(z0)

soit

Donc, pour tout z €]z, b[, x < zo +

em(xo)
1
Donc en laissant tendre z vers b, b < g + —— < 4o00.
<Pm($0)
Donc I =] — b, b| est un intervalle borné de R.

pm étant strictement croissante, on a Im(¢vm) = pm (] — b, b)) =] lim m(z), im @m(x)[.
rz——b x—b

Posons £ = lim pm(z). ¢m étant strictement croissante, £ € R.
z—b

Comme b < +00, d’apres le théoréeme des bouts, on en déduit que ¢, n’admet pas de limite finie en b, puisque sinon,
on aurait (b,¢) € R? et ¢, ne serait pas maximale. Donc ¢y, tend vers 400 en b.

La fonction ¢y, étant impaire, ¢, tend vers —oo en —b.

Donc 'image de I, par ¢ est R.



