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Exercice 1. On munit R2 des lois + et · définies, pour tout (x1, x2) et (y1, y2)
éléments de R2 et tout λ ∈ R, par

• (x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2),
• λ · (x1, x2) = (λx1, 0).

(R2,+, ·) est-il un R-espace vectoriel ?

Exercice 2. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels ?

1. {(x, y) ∈ R2 | 2x− 5y − 1 = 0},
2. {(x, y) ∈ R2 | x3 + x+ y2 = 0},
3. {(x, y, z) ∈ R3 | x− y + z = 0 et 2x− y = 0}
4. {P ∈ R[X] | deg(P ) ≥ 2},
5. {P ∈ R[X] | P (X2) = P ′ +X4P},
6. {f ∈ F(R,R) | f(0) = 0},
7. {f ∈ F(R,R) | f(a) = f(b) + 1} où a, b ∈ R.

8. {f ∈ C1(R,R) | f(0) + f(1) = f ′(0)}.
9. {f ∈ F(R,R) | f est injective},

10. {f ∈ C0([a, b],R) |
∫ b

a
f(t)dt = 0}

11.

{(
a+ b c

2c −b

)
| (a, b, c, d) ∈ R4

}
,

12.

{(
1 a
0 b

)
| (a, b) ∈ R2

}
.

13. {(un)n∈N ∈ KN | lim
n→+∞

un = 1},

14. {(un)n∈N ∈ KN | ∀n ∈ N, un+2 = un+1 + un}
15. {(un)n∈N ∈ KN | (un)n∈N est convergente}.

Exercice 3. Soit E = F(R,R).
1. L’ensemble des fonctions majorées de R dans R est-il un sous-espace

vectoriel de E ?

2. Montrer que l’ensemble des fonctions bornées de R dans R est un sous-
espace vectoriel de E.

3. L’ensemble des fonctions croissantes de R dans R est-il un sous-espace
vectoriel de E ?

4. Soit C l’ensemble des fonctions croissantes de R dans R. Montrer que
l’ensemble F = {f − g | f, g ∈ C} est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 4.

1. Dans R[X], 7X2 + 2X − 4 est-il combinaison linéaire de 2X3 − 5X + 1 et
X2 +X − 2 ?

2. Dans F(R,R), la fonction f : x 7−→ cos2(x) est-elle combinaison linéaire
des fonctions f1 : x 7−→ 1 et f2 : x 7−→ cos(2x) ?

3. Dans F(R,R), la fonction g : x 7−→ sin(2x) est-elle combinaison linéaire
des fonctions sin et cos ?

4. Dans R3, à quelle condition nécessaire et suffisante sur a ∈ R, le vecteur
(1,−a, 1) est-il combinaison linéaire de (1, 1, 1) et (a, 0, 2) ?

5. Montrer que pour tout A ∈ M2(R), A2 est combinaison linéaire de

I2 =
(

1 0
0 1

)
et A.


