EcoLE CENTRALE DE PEKIN COURS : ALGEBRE 2 - GEOMETRIE 2

CORRIGE DU TD nN° 2

Structure d’espace vectoriel, sous-espaces vectoriels et combinaisons
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Exercice 1. On munit R? des lois + et - définies, pour tout (z1,x2) et (y1,y2) éléments de R? et tout
A € R, par

o (xz1,22) + (y1,12) = (1 + Y1, 22 + Y2),
o X\ (z1,22) = (Ax1,0).

(R%, +, ) est-il un R-espace vectoriel ?

Seul le point 1 - (z1,22) = (21, z2) de la définition d’un K-espace vectoriel n’est pas vérifiée. En effet, pour z2 # 0, on a

1- (xl,xg) = (]. X Il,o) = (m,O) 75 (Il,xg).

Muni de ces deux lois, R? n’est donc pas un R-espace vectoriel.

Exercice 2. Les ensembles suivants sont-ils des sous-espaces vectoriels ?
1. {(z,y) €eR?| 2z — 5y —1 =0},

{(z,y) e R? | 2® + 2 + y? = 0},

{(z,y,2) ER3 |z —y+2=0et 22—y =0}

{P e R[X] | deg(P) = 2},

{P e R[X]| P(X?) = P+ X*P},

{f e F(R,R) | f(0) =0},

{f e FR,R) | f(a) = f(b) + 1} ot a,b € R.

{f € CH(R,R) | f(0) + f(1) = f(0)}.

{f € FR,R) | f est injective},

{feC(a,bl,R) | [} f(t)dt = 0}

. {(“;;b _Cb> | (a,b, ¢, d) 6R4},
12. {(é Z) |(a,b)eR2}.

13. {(un)neN S KN | nll)l}_loo Up = 1}7
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14. {(un)nen € KN |Vn € Ny upyo = Upy1 + Un}

15. {(un)nen € KN | (un)nen est convergente}.

1. Non : (0,0) ¢ Eq.
2. Non : par exemple, (—1,v/2) € E2 mais —1(—1,v/2) = (1, —v/2) ¢ E2 donc E> n’est pas stable par combinaisons
linéaires.
3. Oui.
o F3 C R3.
e Ops =(0,0,0) € E3car0—0+0=0et2x0—0=0.



e Soient (z1,y1,21) et (z2,y2,22) des éléments de E3 et A € R.
Montrons que )\(xlyylyzl) + ($2,y2,22) S R3. On a A(Il»ylyzl) + (x27y27z2) = ()\271 +9627>\y1 +y27)‘22 + y?)
et
(Az1 +22) — (Ay1 +y2) + (Az1 +22) = AM(z1 —y1 + 21) + (22 — Y2 + 22)
=Ax04+0=0
car (z1,y1,21) et (x2,y2, 22) appartiennent & F3, et de méme
2(Az1 4+ y1) — (Am2 +y2) = AM221 — 22) + 251 — 92
=Ax04+0=0.

De ces trois points, on en déduit que E3 est un sous-espace vectoriel de R3.
4. Non : le polynéme nul 0 est de degré —co donc n’appartient pas a Fj.
5. Oui.
e E5 C R[X].
e Le polynoéme nul appartient a Es.
e Soient P; et Py des éléments de E3 et soit A € R.
On a
(AP1 + P2)(X?) = AP1(X?) + P2(X?)
= AP + X*P1) + P} + X*P»
= (AP 4+ P) + X1(\P1 + P»).
Donc APy + P> € E5.
De ces trois points, on en déduit que E5 est un sous-espace vectoriel de R[X].
6. Oui.
e Eg C F(R,R).
e L’application nulle appartient & Eg puisqu’elle vaut 0 en 0.
e Soient f et g des éléments de F(R,R) et soit A € R.
On a
(Af +9)(0) = A x f(0) + g(0)
=Ax0+4+0
=0
car f et g appartiennent & Eg.
De ces trois points, on en déduit que Fg est un sous-espace vectoriel de F (R, R).
7. Non : application nulle n’appartient pas & E7 puisque qu’elle vaut 0 en a et en b et 0 7% 0+ 1!
8. Oui.
e Eg C CY(R,R) qui est un espace vectoriel.
e L’application nulle appartient & Fg puisqu’elle vaut 0 en 0 et en 1 et sa dérivée est nulle en 0.
e Soient f et g des éléments de Eg et soit A € R. On a
Af+9)0) + (Af +9)(1) = Af(0) +9(0) + Af(1) + 9(1)
= A(f(0) + f(1)) + 9(0) + g(1)
=Af'(0) +4'(0)
= (M +9)'(0).
Donc \f + g € Es.
De ces trois points, on en déduit que Fg est un sous-espace vectoriel de C! (R,R).
9. Non : I'application nulle n’appartient pas & E7 puisqu’elle n’est pas injective.
10. Oui.
e Eip C C%Ja,b],R) qui est un espace vectoriel.
e L’application nulle appartient a F1¢ puisque f; 0dt = 0.

e Soient f et g des éléments de F1g et soit A € R.
On a

b b
/ (,\f+g)(t)dt=/ Af(t) + g(t)dt

b b
:,\/ f(t)dt+/ g(t)dt

=Ax040
=0.
Donc \f + g € E1p.



De ces trois points, on en déduit que E1¢ est un sous-espace vectoriel de C°(|a, b], R).
11. Oui.

e Fi1 C M2(R) qui est un espace vectoriel.

e La matrice nulle appartient & F11 aveca =b=c=0.

e Soient M; = (“1 tba ) ot My = (“2+b2 €2 ) et soit A € R.

2c1 —b1 2co _b2
On a
_ (Aa1 +b1)+ a2 + b2 Act + ¢2
AM + My = ( A2c1 + 2¢2 A(=b1) — b2
(a1 + a2 + (Aby + b2) Act + c2
- 2()\01 —+ 02) 7()\b1 + b2) :

Donc AM; + Ms € FEq1.
De ces trois points, E11 est un sous-espace vectoriel de Ma(R).
12. Non : la matrice nulle n’appartient pas & E12.
13. Non : la suite nulle n’appartient pas a E13 puisqu’elle est de limite 0 en I'infini.
14. Oui.
e Eiqs CKN qui est un espace vectoriel.
e La suite nulle appartient & F14 puisque la relation de récurrence est vérifiée.
o Soient (un)nen €t (Un)nen des éléments de E14 et soit A € R. Notons (wn)neN = (Aun + Un)nen-
Pour tout n € N,
Wp+2 = ANUn+t2 + Vp42
= A(Un+1 + Un) + Unt1 + vn
= Mn+1 +Unt1 + Aun + vn
= Wn+1 + Wn.
Donc (wn)nen € E14.
De ces trois points, F14 est un sous-espace vectoriel de K.
15. Oui.
e E15 C KN
e La suite nulle appartient & E15 puisqu’elle est convergente.

e Soient (un)nen et (vn)nen des éléments de Eq5 et soit A € R. Posons (wn )neN = (Aun +vn)nen. Alors (wn)nen
est convergente car (un)nenN €t (Un)nen le sont.

De ces trois points, FE15 est un sous-espace vectoriel de KN.
Exercice 3. Soit £ = F(R,R).
1. L’ensemble des fonctions majorées de R dans R est-il un sous-espace vectoriel de E 7
2. Montrer que ’ensemble des fonctions bornées de R dans R est un sous-espace vectoriel de E.
3. L’ensemble des fonctions croissantes de R dans R est-il un sous-espace vectoriel de £ 7
4

. Soit C I'ensemble des fonctions croissantes de R dans R. Montrer que 'ensemble F' = {f—g | f,g € C}
est un sous-espace vectoriel de F.

1. Non. Par exemple, la fonction f : 2 — —x? est majorée par 0 mais —1 x f = —f : z — 2 n’est pas majorée.
2. Oui. Notons B ’ensemble des fonctions bornées de R dans R.
s BCE.
e L’application nulle est bornée donc appartient a B.
e Soient f et g deux éléments de B et soit A € R.
Comme f € B, il existe M1 € Ry tel que, pour tout z € R, |f(z)| < M;.

Comme g € B, il existe M2 € R4 tel que, pour tout z € R, |g(z)| < Mo.
On a donc, pour tout z € R,

[(Af +9)(@)| = [Af(z) + g(z)|
< Af ()] + [g(@)]
< |A|M7 + M.

Donc A\f + g est bornée et donc appartient a B.

De ces trois points, B est un sous-espace vectoriel de E.



3. Non. Par exemple, la fonction f : z — x est croissante mais la fonction —1 X f = —f :  —— —x n’est pas croissante
(puisque strictement décroissante).
4. e FFCE.
e Ona OF(R,R) = OF(R,R) — OF(R,R) et OF(R,IR) € C. Donc l’application nulle OF(R,R) e F.
e — Soient hy et hy deux éléments de F. Il existe (f1, 91, f2,92) € C* tel que h1 = f1 — g1 et hy = fo — go.
Alors h1 + ha = (f1 + f2) — (g1 + g2) et f1 + f2 € C comme somme de deux fonctions croissantes, et de
méme g1 + g2 € C.
Donc hy + ho € F.
— Soit h € F et soit A € R. 1l existe (f,g) € C? tel que h = f —g.
SiA>0alors \h=Af —Aget A\f € C et A\g € C (car A > 0).
Si A <O0alors Ah =Af —Ag = (—=Ag) — (—=Af) et =Ag € C et =Af € C (car —A > 0).
De ces trois points, F' est un sous-espace vectoriel de E.

Exercice 4.
1. Dans R[X], 7X? 4 2X — 4 est-il combinaison linéaire de 2X3 —5X + 1 et X2+ X — 27
2. Dans F(R,R), la fonction f : z — cos?(z) est-elle combinaison linéaire des fonctions fi : & — 1
et fo:ax+— cos(2z)?
3. Dans F(R,R), la fonction ¢ :  — sin(2x) est-elle combinaison linéaire des fonctions sin et cos?

4. Dans R3, & quelle condition nécessaire et suffisante sur a € R, le vecteur (1, —a, 1) est-il combinaison
linéaire de (1,1,1) et (a,0,2)?

5. Montrer que pour tout A € Ms(R), A? est combinaison linéaire de Iy = ((1) (1)) et A.

1. Non, sinon il existe (\, p) € R? tel que 7X2 +2X —4 = A\(2X3 —5X + 1) + u(X? + X — 2) et donc, par identification

0=2X
. N . . T=p
des coefficients, le systéme suivant admet des solutions :
2=-5A+pu
—4=X\—-2u

ce qui n’est pas le cas.

1 2 1 1
= Jrc%(z) =3 + 3 cos(2z), donc f est combinaison linéaire des fonctions f1 et fa.

3. Non, sinon il existe (), ) € R? tel que, pour tout = € R, sin(2z) = Asin(z) + pcos(x). En particulier, pour z = 0, on

2. Pour tout z € R, on a cos?(z)

obtient 0 = p puis pour & = 3 0 = \. Donc pour tout z € R, sin(2z) = 0, ce qui est absurde.

4. Soit a € R tel que (1,—a, 1) soit combinaison linéaire de (1,1,1) et (a,0,2). Alors, il existe (A, u) € R? tel que
(1,—a,1) = A(1,1,1) 4+ pu(a,0,2). On obtient donc le systéme

l=XA+ap

—a=A

1=X+2p
On en déduit

a=—-A\

ma—2)=0

1=A+2u

Donc a =2 ou p =0 et donc a = —1.
2
Pour a = 2, on obtient A= —2 et 4 = — et pour a = —1, on a p =0 et A = 1, et dans ces deux cas, (1,—a,1) est

bien combinaison linéaire de (1,1,1) et (a,0,2).
Donc le vecteur (1, —a,1) est combinaison linéaire de (1,1,1) et (a,0,2) si et seulement si a =2 oua = —1.

5. Soit A € M2(R). Alors A s’écrit sous la forme A = (Z Z) avec (a, b, c,d) € R:.

2
On obtient A2 = (a +bc ab+ bd)v

ac+cd cb+ d?
On cherche donc (), u) € R? tel que

a?+bc ab+bd - 1 0 (e b\ [ A+pa b
(ac—l—cd cb+d2>_ (0 1) M(c d>_< ne )\Jr,LLd)'
A+ pa = a? + be

ub =bla+d)

pe = cla+d)

A+ pd = cb + d?

On en déduit que p =a +d et A = bc — ad.
Donc A% = (a + d)A + (bc — ad)I5.

On résout donc le systéme



