EcoLE CENTRALE DE PEKIN COURS : ALGEBRE 2 - GEOMETRIE 2

CORRIGE DU TD nN° 4
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0 1 1
Exercice 1. Montrer que Vect 11,10],1]1 = Ms31(R).
1 1 0

Eléments de correction : Par exemple, par opérations sur les Vect, on montre que

0 1 1 1 0 0
Vect 1]1,10],[1 = Vect 0),11],10 = Ms31(R).
1 1 0 0 0 1

Exercice 2. Justifier que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels en les écrivant comme des
sous-espaces vectoriels engendrés par une famille de vecteurs. On donnera une famille génératrice.

1. A={(z,22,3z) | x € R},
B={(z,y,2,t) ER* |2 +2y —2=0et x —y+t =0},
C={P=aX?+(b—2a)X +a—b+c|(abc) R},
D ={P e Ry[X] | 2P(X + 1) = XP'(X)},

5. E:{(a_bb bic> | (a,b,c)eR3}

Eléments de correction.
1. A= Vect((1,2,3)). Une famille génératrice est donc ((1,2, 3)).
2. Soit (z,y,z,t) € R:.

= W N

r+2y—z2=0
r—y+t=0

z=x+2y

t=—-xz+4+vy
Done B = {(z,y, 242y, —z+y) | (z,y) € R?} = {2(1,0,1, -1)4(0,1,2,1) | (z,y) € R?} = Vect((1,0,1,-1),(0,1,2,1)).
Une famille génératrice est donc ((1,0,1,—1),(0,1,2,1)).

3. C = Vect(X?2 —2X +1,X —1,1). Une famille génératrice est donc (X2 —2X +1,X —1,1).

4. Soit P =a+bX + cX? +dX3 € Rg[X].
On a P € D si et seulement si

20a+bX +1) +e(X +1)2 +d(X +1)3) = X (b+ 2¢X + 3dX?),

(z,y,2,t) € B si et seulement si { , si et seulement si {

soit si et seulement si
2a 4+ 2b+ 2c + 2d + (2b + 4c + 6d) X + (2c + 6d) X2 + 2dX> = bX + 2cX? + 3dX3,
soit encore, par identification des coefficients, si et seulement si

2a+2b+2c+2d=0
2b+4c+6d =05

2c+ 6d = 2¢
2d = 3d
soit si et seulement si
a=3c
b= —4c
d=0

Donc P € D si et seulement si P = 3¢ — 4¢cX + cX?.
Donc D = {3¢c —4cX +cX? | c € R} = {c(3 — 4X + X?) | ¢ € R} = Vect(3 — 4X + X?2). Une famille génératrice est
donc (3 —4X + X?).



5.

e ol Der(3 e Yremacx) o (. 9.0 )

. s . 1 1 -1 0 0 0
Une famille génératrice est donc ((0 0) s (_1 1) s (0 1))

Exercice 3. Déterminer si les familles suivantes sont libres ou liées :
1. ((1,1,-1),(2,1,3),(0,—1,5) dans R3,

AN

((1,1,0),(1,2,1),(2,3,2)) dans R?,
(X%, X% + X +2) dans Ry [X],

(X2, X? — X, X% + X) dans Ry[X],
(X2, X(X —2),(X —2)?) dans Ry[X],

6. <<(1) ) < 63)> dans M3 (R).

7 (( ) ( ) (g )) dans Ms(R).

8. (id,exp) dans F(R,R),

9. (sin,cos, fs3, fa) dans F(R R) ou f3:x+—— xsin(z) et f4 : x — xcos(z),
10. (fa)acr dans F(R,R) ol, pour tout a € R, f, :  —> exp(ax).

11. (D)nen, (n?)nen, (2™)nen) dans I'espace des suites réelles.

Eléments de correction.

1.

10.

Al o

Non. La famille est liée car —2(1,1,—1) + 1(2,1,3) — 1(0, —1,5) = (0,0, 0). (coefficients que ’on trouve par exemple
par résolution d’un systéme).

Oui.

Oui.

Non. La famille est liée car —2 x X2 + (X2 — X) + (X2 + X) =0.

Oui. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que A1 X2 + A2 X (X —2) + A3(X —2)2 = 0. En évaluant en 0, on obtient 4\3 = 0, donc
A3 =0.

On a donc A1 X2 + A X (X — 2) = 0. En évaluant en X = 2, on obtient 4\; = 0, donc A\; = 0.

Donc A2 X (X —2) =0, et donc A2 = 0.

Donc (A1, A2, A3) = (0,0,0) et la famille est libre.

1 -2
-3 (0 . )
Oui.

Oui. Soit (A1, A2) € R? tel que Ajid + A2 exp = Og_,g. Alors, pour tout x € R, A1z + A2e® = 0.

En particulier, pour = 0, on obtient Ay = 0. Donc pour tout x € R, A\jx = 0 puis pour x =1, A; = 0.
Donc la famille (id, exp) est libre.

Soit (A1, A2, A3, A1) € R* tel que

Non. La famille est liée car (_03 fg)

A1 sin+A2 cos +A3f3 + A fa = Op -
Alors, pour tout € R, Ay sin(x) + A2 cos(x) + Azzsin(z) + Mgz cos(z) = 0.
Pour x =0, on a Ay = 0, puis pour z = 7w, on a —wAg4 = 0 donc Ay = 0.

™ - AL+ ZA3=0
Donc, pour tout z € R, A1 sin(x) + A2z sin(xz) = 0. Pour * = — puis # = ——, on obtient alors 2.

2 2 =1+ 5)\3 =0
Donc A1 = A3 =0.
Donc (A1, A2, A3, A4) = (0,0,0,0).
La famille est donc libre.
Oui. Soient a1, ..., a, des nombres réels deux & deux distincts tels que Z:;l Aifa; = Or—r. On suppose, quitte a
réindicer que a1 < ag < ... < Qp.

Supposons que (a1,...,an) # (0,...,0). Notons alors ng = max(i € {1,...,n} | a; # 0}.
Pour tout z € R, on a donc E?:C)l e = 0.

Or ap, # 0, donc
no
E Xi€¥iT g ot oo apge?mo®,
i=1

est non nulle au voisinage de +oo tandis que x — Z?:Ol A;e®i® Pest. Ceci est absurde.
*n0® puis faire tendre x vers +o0o pour obtenir que An, = 0 ce qui est

Or 2 — apye*mo”

On pouvait aussi par exemple factoriser par e
absurde.

Donc (a1,...,an) # (0,...,0) et la famille (faq, ..., fa, ) est libre.
Toute sous-famille de la famille (fa)aer est donc libre, donc la famille (fo)qaecr est libre.



11. Oui. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que A1 (1)nen + )\2(n2)neN + A3(2™")nen = (0)nen.
Alors, pour tout n € N, A1 4+ 2Xan? 4+ A32" = 0.
Al +2A3=0
En particulier, pour n =0, n = 1 et n = 2, on obtient le systéeme, ¢ A1 + X2 +2X3 =0
A1 +4X2+4X3 =0
On en déduit que (A1, A2, A3) = (0,0,0). Donc la famille est libre.
On aurait également pu regarder des équivalents, si A3 # 0, A1 + 2Xon? + A32" ~n— 400 A32" qui est non nul, ce qui
est absurde, donc A3 = 0. De méme, si Ao # 0, A1 + 2Xan? ~ Xan? qui est non nul, ce qui est absurde, donc Ao =0,
et finalement A1 = 0.

Exercice 4. Soit E un K-espace vectoriel.
1. On considére une famille libre de quatre vecteurs (€7, €2, €3, €4). Déterminer si les familles suivantes
sont libres ou liées :
(a) (€1,262,¢€3),
(b) (€1,2€1 + €4, €5 + €4),
2. Soit (é1,...,€&,) une famille libre de vecteurs de E. Montrer que pour tout @ € E \ Vect(é1,...,€,),
la famille (¢} + @, ..., €, + @) est libre.

1. (a) Soit (}\1,)\2, /\3) € K3 tel que A\1€1 + A22é2 + A\3€3 = 6E
Alors \1€1 + (2)\2)52 + A3é3 = 6E

A1 =0
La famille (€1, €2, €3) étant une famille libre de E (comme sous-famille d’une famille libre), on a ¢ 23 =0
A3 =0

donc (A1, A2,A3) = (0,0,0).
La famille (€1, 2¢€2, €3) est donc libre.

(b) Soit (}\1, A2, /\3) € K3 tel que \i€1 + )\2(251 + 54) + A3(€3 —+ €4) = GE
Alors ()\1 -+ 2A2)€1 + A3é3 + ()\2 -+ A3)€4 = GE

AM+2X =0
La famille (€1, €3, €4) étant libre (comme sous-famille d’une famille libre), on a ¢ A3 =0
Ao +A3=0
Donc (A1, A2,A3) = (0,0,0).
La famille (€1,2€1 + €4, €3 + €4) est libre.
2. Soit (A1,...,An) €K™ tel que A1 (€1 4+ @)+ ...+ An(&n +@) =05.
Alors A\1€1 + ...+ Mpén = —(A1 + ...+ A\p)ad.
Sidi+...4+ Xy #0, alors @ = _71()\16'1 + ...+ An€n) € Vect(é1,...,€n), ce qui est exclu.
M+ o+ A

Donc A1 +...+X\p = 0.
Donc A1&] + ... + Anén = Op. La famille (&1, ...,&,) étant libre, (A1,...,An) = (0,...,0).
Donc la famille (€1 + @, ..., én + @) est libre.

Exercice 5. Déterminer une base de chacun des ensembles suivants, apres avoir justifié que ce sont des
espaces vectoriels :

L A={(z,y,2t)eR [z +y+z+t=0}

2. B{(“_erb az)) |(a,b)€R2}.
3. C = {P e Rs[X] | P(0) = 2P(1)}.

1. Ona A= {(z,y,2,—x —y —2) | (z,y,2) € R3} = {2(1,0,0,-1) +y(0,1,0,—1) + 2(0,0,1,—1) | (=, y, 2) € R3}.
Donc A = Vect((1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)) et A est donc un sous-espace vectoriel, engendré par les vecteurs
(1,0,0,-1), (0,1,0,—1) et (0,0,1,—1). La famille ((1,0,0,—1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)) est donc génératrice de A.
Vérifions que c’est une famille libre. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que

A1(17 0,0, 71) + >‘2(0’ 1,0, 71) + AS(Oy 0,1, 71) = (0’ 0,0, 0)

A1 =0
A2 =0 . .
Alors \ 0 . Donc (A1, A2,A3) = (0,0,0) et la famille est libre.
3=

A1 —A2—A3=0
Libre et génératrice, la famille ((1,0,0,-1),(0,1,0,—1),(0,0,1,—1)) est donc une base de A.
On peut en déduire que A est de dimension 3, dans I’espace vectoriel R* de dimension 4.



0 1 -1 -1 0 1
qui est donc une famille génératrice.

2. Ona B = Vect ((1 0) , ( ! ! )) . B est donc un sous-espace vectoriel engendré par la famille ((1 0) , ( !

Vérifions qu’elle est libre.
Soit (A1, A2) € R? tel que

o e A)=6 )

), donc Ag = 0 puis A1 = 0. La famille est donc libre.

Alors (>\1 + A2 A2 ) _ (0 0

—A2 A1 — A2 0 0

0 1 -1
On peut en déduire que B est de dimension 2, dans 'espace vectoriel M2(R) de dimension 4.
3. Soit P € Ro[X]. P s’écrit sous la forme P = aX? + bX + ¢ avec (a,b,c) € R3.

Libre et génératrice, la famille ((1 0) R ( 1 _11)) est donc une base de B.

On a P € C si et seulement si P(0) = 2P(1), soit si et seulement si ¢ = 2(a+b+c), soit si et seulement si ¢ = —2a — 2b.

Donc P € C si et seulement si P = aX?2 + bX — 2a — 2b.

Donc C = {a(X? —2) + b(X —2) | (a,b) € R?2} = Vect(X2 — 2, X — 2).

C' est donc un sous-espace vectoriel engendré par (X2 — 2, X — 2), qui est donc une famille génératrice.
Cette famille est libre car elle est de degrés échelonnés.

La famille (X2 — 2, X — 2) est donc une base de C.

On peut en déduire que C' est de dimension 2, dans I’espace vectoriel Ra[X] de dimension 3.

Exercice 6. Trouver une base du sous-espace vectoriel de R3 engendré par (1,2, —1), (3,—1,2), (4,1,1) et
(27 _33 3)

Notons 41 = (1,2, —1), 42 = (3,—1,2), 43 = (4,1,1) et @4 = (2, -3, 3).
On a
Vect(i1, U2, U3, Us) = Vect(u1, Uz, U3 — U1
= Vect (@1, @2,05,05)
= Vect(d1, U2).
La famille (@1, d2) est donc une famille génératrice et les deux vecteurs étant non colinéaires, c’est aussi une famille libre.

Une base du sous-espace vectoriel étudié est donc la famille (@1, d2) .



