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Chapitre 1 Espaces vectoriels

De nombreux problemes de mathématiques ou de physique vérifient la propriété suivante : si u et v sont
deux solutions d’un probleme alors u + v est aussi solution de ce probleme, ainsi que ku, k£ étant un
nombre réel ou complexe. Ces problemes sont dit linéaires et sont souvent plus faciles a résoudre que les
problemes plus généraux, dits non linéaires. Ce chapitre est le premier chapitre d’algebre linéaire.

Dans tout ce chapitre, K désigne le corps R ou C. Tous les résultats présentés demeurent vrais sur un
corps quelconque.

1.1 STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

1.1.1 Premiéres définitions

DEFINITION 1
On appelle espace vectoriel sur K \ K [ 1122 1E=5 (0] / [m&%5H\, ou K-espace vectoriel, tout triplet
(E,+,) ou E est un ensemble et
o + est une loi de composition interne sur E : EX E — E; (Z,§) — £+ 9,
e - est une loi de composition externe de K sur E : Kx E — E; (\Z) — \- &,
vérifiant les propriétés suivantes :
1. (E,4) est un groupe abélien,
2. pour tout (\, p) € K? et tout (Z,7) € E?,
(&) \-(@+Y)=X-T+ X7,
b)) A +p) - Z=X-Z+p-2,
(¢) ) -Z=X-(u-2),
(d) 1

SE =17

REMARQUE 2 — Souvent, on parle du K-espace vectoriel E a la place du K-espace vectoriel (E,+,-). S’il
n’y a pas d’ambiguité, on ne précise pas nécessairement le corps K.

DEFINITION 3
Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel.

o Les éléments de lespace vectoriel E sont appelés les vecteurs \ [ &\ .
e Les éléments de K sont appelés les scalaires \ T \.

e La loi + est appelée addition.

e La loi - est appelée multiplication par un scalaire.

o L’élément neutre du groupe (E,+) est noté Og ou 0 et est appelé le vecteur nul de E.

@ 1l ne faut pas confondre le vecteur nul 0z de E et le scalaire nul 0 de K.

REMARQUE 4 — La notation X\ - Z est souvent remplacée par \Xx. Mais on n’écrit pas TX. Les fléches sur
les vecteurs de E sont également souvent omises : on note x a la place de Z.

Les régles que nous venons de définir sont celles que 1’on connait déja sur les vecteurs du plan et de
I’espace : en considérant deux vecteurs T et ¥, on peut

e sommer ces vecteurs : T + ¥,

e faire la différence de ces vecteurs : & — ¥/,
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e multiplier Z par un scalaire A : \ - T,

e calculer des expressions de la forme """ | \; - &;, ol pour tout i € {1,...,n}, T € Eet \; € K.
Par contre, la multiplication de deux vecteurs n’est pas définie.
Nous pourrons nous représenter les espaces vectoriels a I'aide d’'un modele géométrique qui pourra nous

aider a visualiser les problemes. Il faudra alors considérer des vecteurs ayant tous la méme origine, ce
point jouant le réle du vecteur nul.

8

1.1.2 Premiers exemples fondamentaux

Nous donnons des exemples fondamentaux d’espaces vectoriels. Les vérifications sont faciles mais longues.

1.1.2.a. L’ensemble K™
e Soient n € N* et £ = R"™. On munit R" des lois suivantes :

Pour tout & = (z1,...,x,) et tout ¥ = (y1,...,yn) éléments de R™ et pour tout A € R,
x* T4+ 7= (x1+ Y1, Tn + Yn),
* AT = (Axq,...,Axzy).

Alors (R™,+,-) est un R-espace vectoriel.

Preuve —
1. (R,+) est un groupe abélien, donc (R™, +) l’est aussi.
2. (a) Soient & = (z1,...,Zn) et ¥ = (y1,...,Yn) des éléments de R™, et A € R. On a
A (@Z+G) =X (z1+y1,--,Tn +Yn)
=A(@1+y1),- 5 A@n +yn))
= (Az1 +AyY1,- ., AZn + Ayn)
= (Az1,...,A2n) + (Ay1,. .., AYn)
=X+ A7
(b) Soient & = (z1,...,2n) € R™, et (A\,z) € R2. On a
A1) T = (At @)1 s o+ 2)n)
= (Az1 + px1, ..., ATn + uxn)
= (Az1,...,Azn) + (px1, ..., pxn)
=A-THpu-T
(c) Soient & = (x1,...,xn) € R™, et A et p des éléments de R. On a
()\u)~f:((Au)xh...,()\,u,)a;n):()x(,u,:vl),...,/\(p,a:n)):>\~(;w;1,...,p,xn):>\~(p,~(x1,...,zn)):)\-(u~f),
(d) Soit &= (z1,...,2n) ER". Onal-Z= (lz1,...,1lzn) = (z1,...,2n) = .
(]

Notons qu’un vecteur de R™ est un n-uplet (z1,...,x,) ou pour tout i € {1,...,n}, z; € R.
Le vecteur nul de R™ est Og» = (0,...,0).

En particulier, (R, +, -) est un R-espace vectoriel. Un vecteur est alors un réel et A-Z = X\ x &, multiplication
entre deux réels.

On retrouve les vecteurs du plan avec R? et les vecteurs de I’espace avec R3.
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EXEMPLE 5 — Dans R3, (1,2,0)+2-(0,1,1) = (1,4,2).

e De méme, (C", +,-) est un C-espace vectoriel, mais aussi un R-espace vectoriel.

En particulier, (C,+, ) est un R-espace vectoriel. Les vecteurs sont les nombres complexes et les scalaires
sont les nombres réels. On a A - ¥ = A X z, multiplication entre un réel et un complexe.

REMARQUE 6 — Plus généralement, tout espace vectoriel sur C est aussi un espace vectoriel sur R.

1.1.2.b. L’ensemble des polynomes

e Soient n € N* et £ = R,,[X], 'ensemble des polynémes & coefficients dans R de degré inférieur ou égal
a n. On munit R,,[X] des lois suivantes :

Pour tout P=ag+ a1 X +...+a, X" et Q =byg+ b X +...+ b, X" éléments de R, [X] et tout A € R,
¥ P+ Q= (ap+bo) + (a1 +01)X + ...+ (an + b,) X",
* AP =Xag+ a1 X + ...+ da, X"

Alors (R,,[X], 4+, ) est un R-espace vectoriel.

Preuve — Exercice. O

Notons qu'un vecteur de R, [X] est un polynéme P qui s’écrit sous la forme P =ag+ a1 X + ... + a, X",
ou pour tout ¢ € {1,...,n}, a; € R.

Le vecteur nul de R, [X] est Ogn (x] = 0, le polynéme nul.
e De méme (C,[X],+, ) est un C-espace vectoriel, mais aussi un R-espace vectoriel.

e Plus généralement, (K[X], +, -), I'ensemble des polynémes & coefficients dans K est un K-espace vectoriel,
ou + et - sont les opérations usuelles sur les polynémes.

EXEMPLE 7 — Dans Ry[X], 1+ X + X2 - 2(X — X?)=1- X + 3X2

1.1.2.c. L’ensemble des matrices

e Soit E = M3(K), Pensemble des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients dans K. On munit M3 (K) des
lois suivantes :
!/ /

Pour tout A = (OCL Z) et tout B = (Ccl, Z,) éléments de Mo (K) et pour tout A € K,

/ /
« A4 B— (a+a b—i—b)7

c+c d+d
Aa b
* N A= ()\c )\d>'
Alors (M3(K), +, ) est un K-espace vectoriel.

Preuve — Exercice. O

Notons qu’un vecteur de M2 (K) est une matrice A = <(Z fl)

0 0
1 1 2 1 0 1
EXEMPLE 8 — Dans Ms(R), 2 - <_1 1) - <_1 2> - (—1 0>'

e Plus généralement, pour tout (n,m) € (N*)2, (M, »,(K),+,-) est un K-espace vectoriel (voir cours
d’algebre 2), ol + et - sont les opérations usuelles sur les matrices.

Le vecteur nul de M3 (K) est 6M2(K) = (O O).
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1.1.2.d. L’ensemble des suites
Soit E = KN, I’ensemble des suites a valeurs dans K. On munit KV des lois suivantes :
Pour tout (un)nen et tout (v, )nen éléments de K™ et pour tout A € K,
* (Un)neN + (Un)nen = (Un + Vn)nen,
* A (Un)nen = (AUn)nen.
Alors (KN, +, ) est un K-espace vectoriel.
Preuve — Exercice. O

Le vecteur nul de KN est la suite nulle (0),,ex.

1.1.2.e. Le produit d’espaces vectoriels

Soient E, ..., B, des K-espaces vectoriels. Posons F = Fy X ... X E,, le produit cartésien de E1, ..., E,.
On munit E des lois suivantes :

Pour tout & = (#1,...,%,) et tout ¥ = (¥1,...,yn) éléments de E et pour tout A € K,
* T4+ 7=(Z1+ Y1, Tn+ Un),
$AT= (A Trye. A T).
Alors (B X ... x E,,+,-) est un K-espace vectoriel. On I'appelle I’espace vectoriel produit \ % [A]\.
Preuve —La preuve est proche de celle faite pour R™ = R X ... x R. Vérifions seulement deux points de la définition.
e Pour tout ¥ = (%1,...,%n) € B, 1-(Z1,...,Zn) =1 -Z1,...,1-Zpn) = (F1,...,%n) = T.
e Pour tout & = (Z1,...,%n) et ¥ = (¥1,...,Yn) éléments de E, et pour tout A € K,

A-@+G) =X (@1 + 01, Fn +Fn)
=X (@1 +7), A (Zn+Yn))
=N FL AT A A Tn)
= (A Z1, e A En) AT A )
=X (@1 @)+ A (L Tn)
=X-T+ N7

Le vecteur nul de Ey X ... E,, est 6E1><...><En = (6E1, .. .,6En).

REMARQUE 9 — Ainsi, on retrouve que, pour tout n € N*, K" = K x ... x K est un K-espace vectoriel .

1.1.2.f. L’ensemble des applications de X dans F

Soient X un ensemble non vide et E un K-espace vectoriel. On munit 'ensemble F(X, E) des applications
de X dans F des lois suivantes :

Pour tout f et tout g éléments de F(X, E) et pour tout A € K,
x f 4 g est Papplication de X dans E définie, pour tout x € X, par

(f +9)(@) = f(z) + g(x),
* A - f est application de X dans E définie, pour tout z € X, par

(A (@) = A (f(x))-
Alors (F(X, E),+,) est un K-espace vectoriel.

Preuve — Démontrons seulement deux points de la définition.
Soient f et g des éléments de F(X,E) et A € K .
eOnal-f=f. Eneffet, pour tout z € X, (1- f)(z) =1-(f(x)) = f(x).
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eOnalX - (f+g)=X:f+X:g. En effet, pour tout z € X,
A (f+)E) =2 ((f +9)(=))
=X (f(2) +g(=))
=Xx-(f@)+ A (9(2))
=X NE)+ (A 9)(=@)
=A-f+A-g)(w).

Le vecteur nul de F(X, E), 6]—'(X,E)a est Papplication nulle : X — E; z+— 0p .

EXEMPLE 10 — Pour tout intervalle I de R, l’ensemble F(I,R) des fonctions de I dans R est un R-espace

vectoriel pour l'addition des fonctions et leur multiplication par un réel. Il s’agit du cas particulier ot
X=1IetE=R.

EXEMPLE 11 — Prenons X = R et E = R2. Soient f et g éléments de F(R,R?) définies, pour tout x € R,
par

f(x)=(1+z,2%) et g(z)= (exp(z),—x).
Alors f + g est Uapplication définie pour tout x € R par
(f +9)(x) = (x +1+exp(x),2? — ).

REMARQUE 12 — On retrouve que l'ensemble KN = F(N,K) des suites a valeurs dans K est un K-espace
vectoriel pour 'addition des suites et leur multiplication par un élément de K.

1.1.3 Quelques regles de calcul

PROPOSITION 13

Soit E un K-espace vectoriel. Pour tout ¥ € E et tout A € K,
i=0
O

- ¥ =0g si et seulement si \=0 ou ¥ =0g.

> O
o) ™

E;

[ ]
>

o —z=(-1)-Z, ou —_aé est lopposé de T dans le groupe (E,+) et —1 est l'opposé de 1 dans le groupe
K, +).

—~

Preuve — Soient ¥ € E et A € K.
¢ Ona0-Z=(0+0)-Z=0-Z+0-7.
Donc, par simplification dans le groupe (E,+), 0-Z = 0.
e OnaX-Og=X-0g+0g)=XA-0g+X-0p.
Donc, par simplification dans le groupe (E,+), A - Op =0g.
e D’apres les points précédents, si A =0 ou Z = 0g alors A-Z = 0g.
Réciproquement, supposons que A - & = ] E-

1¢* cas : A =0.
1 1 1 -
20d cas: A #£0. Alors T=1-Z = (X ><)\> 'CCZX'()\'.E): X-OE:ﬁE.
D’ou le résultat.
e Onad+(-1)-F=1-F+(-1)-Z=(1-1)-F=0-=0g
Donc —# = (=1)-2.
O
PROPOSITION 14
Soit E un K-espace vectoriel.
e Pour tout ¥ € E et tous Ay, ..., Ay éléments de K,
n n
>0 (o) 2
i=1 i=1
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e Pour tous ¥1,...,Z, éléments de E, et tout A € K,
n n
> (A-F) = <Zfi> :
i=1 i=1

Preuve — Ces deux propriétés se démontrent par récurrence en utilisant les points suivants de la définition d’un espace
vectoriel :

e N TF+u-F=N+p)- T,
e M Z+ A FT=X(T+7).

1.1.4 Combinaisons linéaires

DEFINITION 15
Soit E un K-espace vectoriel. Soient &, ...,T, des éléments de E. Soit ¥ € E.

. . . . s . > ) y \ - - PR , .
On dit que & est combinaison linéaire \ %1415\ des vecteurs Ty, ..., T, si & s’écrit sous la forme
n
T = E N Ti=AN-T1+...4+ A\ - T,
i=1
ol A, ..., A\p sont des éléments de K.

REMARQUES 16
o Une combinaison linéaire d’un seul vecteur T est donc un vecteur de la forme X\ - Z, ou X € K.
e Une combinaison linéaire de deux vecteurs X ety est donc un vecteur de la forme A -Z+ -y ot

(A p) € K2

EXEMPLES 17

e Dans R3[X], le polynome 2 + X — 3X3 est, par exemple, combinaison linéaire des polynémes 1, X
et X3 avec M1 =2, o =1 et A3 = —3.

e Plus généralement, tout polynome de K,,[X] s’écrit comme combinaison linéaire des polynémes 1,
X, ..., X"

e Dans R?, le vecteur (2,7) est combinaison linéaire des vecteurs (5,—2) et (1,—3) :
(2,7) = (5,-2) — 3(1,-3).
Pour trouver cette combinaison linéaire, on cherche des réels \ et p tels que
(2,7) = A(5,—2) + p(1, —3).

Cela revient a résoudre le systeme

2=5\+p
7T=-=2\—3u
. 2 1\ , .y S . 1 0
e Dans Ms(K), la matrice M = 11 n’est pas combinaison linéaire des matrices My = 1 0)

1 -1 0 0

En effet, M est combinaison linéaire de ces matrices si et seulement s’il existe (A1, A2, \3) € R3 tel
que M = M\ My + Ao My + A3 M3, soit encore si et seulement s’il existe (A1, Aa, A3) € R3 tel que

2 1 . A+ A =X
1 0/ A1 As )7
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soit finalement, si et seulement si le systéme suivant admet une solution :

Or ce systéme n’admet pas de solutions. D’ou le résultat.

n n
% En général, I’égalité Z i@ = Z W - ; n’implique pas que pour tout ¢ € {1,...,n}, A\; = p;.

i=1 i=1
EXEMPLE 18 — Dans R?, le vecteur (3,3) peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs (1,1),
(0,1) et (1,0) mais il n’y a pas unicité des \; :
(3,3)=1-(1,1)+2-(0,1)+2-(1,0)
=2.(1,1)+1-(0,1) +1-(1,0).

DEFINITION 19

Soit E un K-espace vectoriel. Soit (Z;);er une famille d’éléments de E indicée par I. Soit £ € E. On dit
que T est combinaison linéaire de la famille (Z;);c; si & est combinaison linéaire d’une sous-famille
finie (Ty,,...,7;,), c’est-a-dire & s’écrit sous la forme

14
xr = E )\ip ‘iL’ip,
i=1

ot Aiy, .. A, €K

ip

EXEMPLE 20 — Tout polynéme de K[X]| est combinaison linéaire finie de la famille (X™)pen.

1.2 SOUS-ESPACE VECTORIEL

Dans cette partie (E, +, ) désigne un K-espace vectoriel.

1.2.1 Définition

DEFINITION 21

Soit F' une partie non vide de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E \T %\ si F est
stable par les lois + et - (c’est-a-dire, F+ F C F et K- F C F) et si F est un K-espace vectoriel pour les
lois + et - induites sur F.

REMARQUE 22 — Si F' est un sous-espace vectoriel de E alors F est un sous-groupe de (E,+), donc
0F = 0g € F. Un sous-espace vectoriel contient donc toujours le vecteur nul.

EXEMPLE 23 — Les ensembles {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E, dits triviauz.

Le résultat suivant est celui que ’on utilise majoritairement pour montrer qu'une partie F' d’'un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E. Il évite de vérifier les nombreux points de la définition d’un
espace vectoriel.
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PROPOSITION 24 (Caractérisation)
Un ensemble F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

1. FCE,
2. 6E e F,
3. F est stable par combinaison linéaire \ X % /EH G & B I\ ¢ pour tout (Z,7) € F? et tout A € K,

AT+yeFR

Preuve — > Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

Alors, par définition F' C E.

D’apres la remarque précédente, F' étant un sous-groupe de (F,+), 6E € F.

Soient (%, %) € F? et A € K. F étant stable par la loi -, \- & € F. F étant stable par la loi +, A\-Z + 7 € F.
D’ou les trois points de la caractérisation.

<4 Réciproquement, supposons les points 1, 2 et 3 vérifiés.

F est une partie non vide de E puisque F C E et Op € F. Pour tout (Z,7) € F2, Z—§ =&+ (—1)-§ € F d’aprés le point 3.
Donc F' est un sous-groupe de (E,+). (E,+) étant commutatif, (F,+) l’est aussi.

Les autres points de la définition d’un espace vectoriel sont vérifiés car ils le sont pour les éléments de E donc a fortiori
pour les éléments de F'.

D’ou le résultat. O

REMARQUE 25 — Pour montrer qu’un ensemble F' muni d’une addition et d’une multiplication par un
scalaire est un espace vectoriel, on peut montrer que c’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel
connu (voir les exemples de la partie 1.1.2). On prendra garde d ne pas oublier de préciser quel est cet
espace vectoriel plus grand.

REMARQUE 26 — Le point 3 peut étre séparé en deux points :
3.1. Pour tout (Z,) € F?, ¥+ y € F
8.2. Pourtout £ € F et tout \e K, \-Z € F.

Preuve — > Supposons que pour tout (Z, %) € F2 et tout A€ K, \-Z+ 4§ € F.
Soit (#,7) € F2. Alors #+§=1-Z+§ € F.
Soient € Fet A\€K. Alors \-Z=X-Z+ 0g € E puisque Og € F.

< Réciproquement, supposons les deux points vérifiés. Soient (Z, %) € F2 et A € K. Alors A\-Z € F. Puis comme (\-Z, %) € F2,
A-ZH+yeF

D’ou le résultat. O

EXEMPLES 27

e Soit @ un vecteur de R*. L’ensemble R-@ = {\-@ | A € R} est un sous-espace vectoriel de l’espace

vectoriel R?, appelé la droite vectorielle engendrée par .
Preuve —

1. Pour tout N € R, X - i@ € R? donc R- i C R?.
2. Og2 =(0,0)=0-7€R- .
3. Soient (Z,Y) des éléments de R -4 et A € R.
Comme T € R -, il existe A1 € R tel que T = A1 -
u}

S

Comme § € R -4, il existe Ay € R tel que § = Ao -

Donc

NF+T=X (A @)+ Ao -4
= (1) 4o @
= (A1 + Ao) - 0.
Donc A-Z+y€eR 4.
De ces trois points, on en déduit que R - @ est un sous-espace vectoriel
de R2. O
En particulier, toute droite de R? passant par (0,0) est un sous-espace vectoriel de R?.
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e Soient a, b et c trois réels. Le plan P de R? d’équation ax + by + cz = 0 est un sous-espace vectoriel
de Uespace vectoriel R3 : P = {(z,y,2) € R | ax + by + cz = 0}.
Preuve —
1. P CR3.
2. Ogs = (0,0,0) €P carax0+bx04+c¢x0=0.
3. Soient (z1,y1,21) et (x2,y2,22) des éléments de P et A € R.
On sait que ax1 + byr + cz1 =0 et axa + by + cz2 = 0 car (z1,y1,21) et (x2,y2,22) appartiennent au plan P.
Vérifions que X - (z1,y1,21) + (22, y2,22) = (Az1 + 22, Aw2 + y2, Az3 + y3) € P.
On a
a(Az1 + z2) + b(Ay1 + y2) + c(Az1 + 22) = adz1 + axa + bAyr + by2 + cAz1 + cz2
= Maw1 +by1 + cz1) + (aw2 + byz + c22)

=Ax0+4+0
=0.
Donc X - (z1,y1,21) + (x2,y2,22) € P.
De ces trois points, il vient que P est un sous-espace vectoriel de R3. O

En particulier, tout plan de R® passant par (0,0,0)
est un sous-espace vectoriel de R3.

(=}

o R, [X] est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel R[X].
Preuve —
1. Rn[X] C R[X].
2. 0 € Ry[X] car deg(0) = —oc0 < n.
3. Sotent P et Q des éléments de R, [X] et A € R.
Alors AP + Q est un polynome de degré inférieur ou égal & n car deg(AP + Q) < max{deg(P),deg(Q)} <n
puisque deg(P < n et deg(Q) < n. Donc AP + Q € R,[X].

De ces trois points, il vient que Ry, [X] est un sous-espace vectoriel de R[X]. O

e Soit I un intervalle de R. L’ensemble C(I,R) des fonctions continues de I dans R est un sous-espace
vectoriel de 'espace vectoriel F(I,R).
Preuve —
1. C(I,R) C F(I,R).
2. La fonction nulle I — R ; © — 0 est continue donc appartient a C(I,R).
3. Soient f et g deux éléments de C(I,R) et A € R.
Alors, par somme et produit de fonctions continues, \f + g est une fonction continue de I dans R, donc
Af+g€C,R).
De ces trois points, il vient que C(I,R) est un sous-espace vectoriel de F(I,R). O

De méme, les ensembles D(I,K), C1(I,K), C"(I,K) sont des sous-espaces vectoriels de F(I,KK).

o L'ensemble F = {(x,y,2) € R? | zy = 0} n'est pas un sous-espace vectoriel de R3.
Preuve — F est un bien un sous-ensemble de R3 qui contient le vecteur nul puisque 0 X 0 = 0. Mais (1,0,0) € I et
(0,1,0) € F puisque 1 x0=0¢et0x1=0, et (1,0,0) + (0,1,0) = (1,1,0) ¢ F puisque 1 x 1 =1+# 0 donc F n’est
pas stable par combinaison linéaire. Le point 3. de la caractérisation n’est donc pas vérifié. Donc F n’est pas un

sous-espace vectoriel de R3. O

PROPOSITION 28
Soit (E;)icr une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors Uintersection
vectoriel de E.

i1 i est un sous-espace

Preuve —
1. Pour tout i € I, E; C E donc ﬂiel E,CE.

2. Pour tout 7 € I, O € E; car E; est un sous-espace vectoriel de E. Donc Op € ﬂiEI FE;.



1.2. SOUS-ESPACE VECTORIEL

3. Soient & et ¥ deux éléments de ﬂiel E; et soit A € K.

Soit ig € I. Les vecteurs ¥ et i appartiennent & E; . I;, étant un sous-espace vectoriel de I, d’apres la caractérisation,
A-ZHye E;.
ig étant quelconque, A\ - ¥+ ¢ € nzel

De ces trois points, on a le résultat. O

@ La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel en général car il n’est pas
stable par addition. Voyons sur un exemple.

EXEMPLE 29 —

Soit E = R2. Considérons F la droite vectorielle G o
engendrée par T = (1,0) et G la droite vectorielle A g—l-y
engendrée par § = (0,1). 2
OnaZeF doncie FUG. > >
OnayeGdoncye FUG. r F

Mais £+ 3= (1,0) 4+ (0,1) = (1,1) ¢ FUG.

REMARQUE 30 — Le complementazr@ E\ F d’un sous-espace vectoriel F' n’est pas un sous-espace vectoriel
de E : E\ F ne contient pas Op puisque Op € F.

ProrosiTION 31

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Toute combinaison linéaire d’éléments T+, ..., T, de F est élément
de F.
Preuve — Ce résultat se démontre par récurrence en utilisant que F' est stable par combinaison linéaire. O
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