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Chapitre 1 Introduction aux mathématiques :
vocabulaire, logique et raisonnements

1.1 EXEMPLES D’OBJETS MATHEMATIQUES

1.1.1 Ensembles et éléments

DEFINITION 1
Un ensemble \ 525\ E est une collection d’objets, appelés éléments \TE%\ de E.

DEFINITION 2
On dit que © appartient \vJ&E T E\ a E si x est un élément de l’ensemble E. On note x € E.

DEFINITION 3
Soient E et F deur ensembles. On dit que E est inclus \EtL 75 T F\ dans F si tout élément de E est
ausst élément de F'. On note E C F. On dit que E est un sous-ensemble (ou une partie) de F.

On travaillera avec les ensembles de nombres suivants :

Ensemble Notation Ezxemples d’éléments
Nombres entiers naturels \ F 7840\ N 0,1,2,3,....
Nombres entiers relatifs \ B4\ / v —2,-1,0,1,2, ...
Nombres rationnels \ HHEL\ Q g avecp € Z,qEL*
Nombres réels \ “E4{\ R 1, -3, %, V2, T, ...
Nombres complexes \ 2 %\ C a +ib avec a,b € R

Ces ensembles privés de 0 sont notés N* (se lit « N étoile ») , Z*, Q*, R*, C*.

EXEMPLES 4 Donnons des exemples d’inclusions.

NczcQcRcC.

Nous rencontrerons également les ensembles de nombres suivants.

e L’ensemble des nombres réels positifs (> 0 (se lit « supérieur ou égal 4 0 ») ) est noté R (se lit « R
plus »)

e L’ensemble des nombres réels strictement positifs (> 0 (se lit « strictement supérieur a 0 ») ) est noté
R% (se lit « R plus étoile ») .

e L’ensemble des nombres réels négatifs (< 0 (se lit « inférieur ou égal & 0 ») ) est noté R_ (se lit « R
moins ») .

e L’ensemble des nombres réels strictement négatifs (< 0 (se lit « strictement inférieur & 0 ») ) est noté
R* (se lit « R moins étoile ») .
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1.1.2 Fonctions

DEFINITION 5
Soient E et F deux ensembles. Une fonction (ou application) \FR%L\ de E vers F est un objet qui a tout
élément x de E associe un et un seul élément y de F, noté f(x) (se lit « [ dex ») .

On note f: ' — F pour signifier que f est une application de E dans F.
e E est appelé ’'ensemble de définition \ i& i\ de f,
e F est appelé 'ensemble d’arrivée \(H1\ de f,
e f(x) est appelé I'image \ %\ de z par f,
On peut préciser les images avec la notation

f+ E — F

z — f(x)

( « la fonction f de E dans F' qui & z associe [ de z » ou « la fonction f de E dans F, a  on associe f
de z » ).
DEFINITION 6

La représentation graphique \[¥ 5\ d’une fonction f : I — R (ou courbe représentative) est I’ensemble
des points \ i1\ de coordonnées \"LHT\ (z, f(x)), onx € I.

Y

b axe
des
ordonnées
\IA(BEPR) Hi\
y=f(x)
/_\ \ axe des abscisses R
0 \ B (A i\ x
Donnons des exemples de fonctions usuelles.
Nom de la fonction Notation Représentation graphique
Y
y=x
I\ﬁg“gf\e id: R — R 3
o r — x
exp: R — R
Exponentielle T —> T
\FEECREL\
exp(z) : « exponentielle x »
x




1.1. EXEMPLES D’OBJETS MATHEMATIQUES

Nom de la fonction Notation Représentation graphique
Y
y=In(x
h’l . Ri — R %
Logarithme (népérien) z — In(z)
\RERE, ’
In(z) : «Inde x>
Y
R — R
T — |z
Valeur absolue || y = |z|
|z] : « valeur absolue de = »
z
Y
R — R
Carré T s 2
\:\[Aﬁ\ ; y = .772
2% « x au carré »
T
Y
_ .3
R — R y=z
3
Cube T T
. ) z
LT\ 23 « x au cube »
ou « x puissance 3 »
y=+vz
Ry — R
Racine carrée T — T
\FIHR
Vx i « racine carrée de x »
z
g
* 1
R* — R y=—
1 T
Inverse T — —
\ LA R B v v
—r«lsurx>»

cos: R — R

Cosinus x — cos(z) 4
RIL v
\ \ cos(x) : « cosinus = » \\/ \\/
B Y
) sim: R — R —\ y =sin(z)
Sinus x — sin(x) .
\IEFZ\ N
3

sin(z) : « sinus x »
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Y

Les fonctions affines sont les fonctions de la forme
Y =ar + /
R — R

x — auz:%—b7 // >,

oua,belR.
Dans le cas ou b = 0, on parle de fonctions linéaires.
Ce sont donc les fonctions de la forme Yy = ax
R — R ,
r — azx "

oua € R.

1.2 (QUELQUES ELEMENTS DE LOGIQUE

1.2.1 Variables et propositions mathématiques

DEFINITION 7
Une proposition \@i#l\ (ou assertion) est une phrase mathématique qui est soit vraie \E.\ (noté V),
soit fausse \ 1%\ (noté F).

EXEMPLES 8
o «1+1=2>5 (selit «1 plus1 égal 2 ») est une proposition, qui est vraie.

o «bx2=4> (selit «5 fois 2 égal 4 ») est une proposition, qui est fausse.

En mathématiques, on utilise des variables \ 2" i\ . Il s’agit presque toujours de lettres (z, y, a, b, n, ...)
parfois indicées (z1, xa, ...). C’est un nom d’objet, qui ne désigne pas un objet particulier mais des objets
appartenant a un certain ensemble.

Souvent, une proposition dépend d’une ou plusieurs variables. Sa valeur de vérité (vraie ou fausse)
peut alors étre donnée lorsque 1’on précise les valeurs \{E\ des variables. En général, on note P(x) une
proposition qui dépend de la variable est x.

EXEMPLES 9

e La phrase P(x) «x+ 1 =2 » est une proposition & une variable. Par exemple, P(1) est vraie et
P(2) est fausse.

e La phrase P(n,k) «n+k =3 » est une proposition & deux variables. Par exemple, P(2,1) est vraie
et P(2,0) est fausse.

e La phrase P(x, A) «x € A » est une proposition a deux variables. Par exemple, P(1,N) est vraie et

P(v/2,Q) est fausse.

DEFINITION 10
Soient P et Q deux propositions. Si P est vraie lorsque Q est vraie et si P est fausse lorsque Q est fausse,
on dit que P et QQ sont logiquement équivalentes ou qu’elles ont la méme table de vérité. On note

P=qQ.

EXEMPLE 11 — Soient P(x) la proposition « x > 0 » (se lit « x strictement supérieur a 0 ») et Q(x) la
proposition « —x < 0 » (se lit « moins x strictement inférieur a 0 ») . Alors P(z) = Q(x).
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DEFINITION 12

Soit E un ensemble. Soit P(x) une proposition dépendant d’une variable x. On note {x € E | P(x)} (se lit
« lensemble des x appartenant o E tels que P(x) ») Uensemble des éléments de E tels que P(x) est vraie.

EXEMPLES 13

e Ry ={zeR|x >0} : cest 'ensemble des nombres réels positifs.

R* ={y e R|y <0} : c’est ’ensemble des nombres réels strictement négatifs.
[a,b] ={x € R|a <z < b} : c’est 'intervalle \[X[f]\ [a,b] (fermé en a, ouvert en b).

(a < x < b selit, par exemple, « x supérieur ou égal a a et strictement inférieur a b »)

{n €Z|n est pairy = {2k | k € Z} : c’est I’ensemble des nombres pairs \[H%EL\.

e {n€Z|n estimpair} = {2k + 1| k € Z} : c’est ’ensemble des nombres impairs \ 741\
REMARQUE 14 — A chaque fois que l’on écrit une phrase mathématique, il est sous-entendu qu’elle est
vrate.

1.2.2 Connecteurs logiques

A partir d’'une ou plusieurs propositions, on peut construire d’autres propositions.

1.2.2.a. Négation

Soit P une proposition. La négation de P est la proposition non(P) (aussi notée —P), qui est

e vraie lorsque P est fausse,

e fausse lorsque P est vraie.

On représente les valeurs de vérité de non(P) en fonction de celles de P dans une table de vérité :

non(P)

F

P
\Y
F

\Y

Généralement, on remplace la proposition non(P) par une proposition logiquement équivalente.

P

non(P)

T >4

(se lit « x est strictement supérieur a 4 »)

Tz <4

(se lit « x est inférieur ou égal a 4 »)

a=3 a#3
(se lit « a égal 3 ») (se lit « a différent de 3 »)
reN r¢N

(se lit « © appartient a N »

ou « z est un entier naturel >>)

(se lit « x n’appartient pas & N »

ou « z n’est pas un entier naturel »)

n est pair

n est impair

L’ensemble E a au moins deux éléments

L’ensemble E a au plus un élément

f:R — R est une fonction croissante \ 4 PR%{\

f R — R n’est pas croissante

Les droites \ F.%%\ D; et D, sont paralleles \“F-1T\

Les droites D; et Dy sont sécantes \ FH74 /HHE\ .
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1.2.2.b. « Ou »

Soient P et () des propositions. La proposition « P ou @ » (aussi notée P V Q) est la proposition qui est
e fausse lorsque P et () sont fausses simultanément,
e vraie dans les autres cas.

On résume cela dans une table de vérité :

P | Q| Pou@
VIV \%
VI|F A%
F |V A%
F|F F
EXEMPLES 15
P Q Pou@
x €[0,4] | x €]2,8] x € [0,8]
x>0 z=0 x>0
r€eA xeB r€ AUB
(se lit « © appartient a A union B »)

1.2.2.c. « Et »

Soient P et @ des propositions. La proposition « P et @) » (aussi notée P A @) est la proposition qui est
e vraie lorsque les deux propositions sont vraies simultanément,
e fausse dans les autres cas.

On résume cela dans une table de vérité :

P| Q| PetQ
VIV \%
V| F F
F |V F
F|F F
EXEMPLES 16
P 0 PetQ
x € [0,4] x € [2,8] x € [2,4]
x <10 x>2 x € [2,10]
reA rEB reANB
(se lit « x appartient a A inter B »)
ABCD est un losange \Z# %\ | ABCD est un rectangle \ ]\ ABCD est un carré \ 17\

1.2.2.d. Quelques regles de calcul

ProprosITION 17
Soient P, @ et R des propositions. On a :

e non(nonP) = P,
e non(P et Q) = (nonP) ou (nonQ),
e non(P ou Q) = (non P) et (non @),
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Pet(QouR) = (PetQ)ou(PetR),
Pou(QetR) = (PouQ)et(PouR),

e La proposition « P et (non P) » est toujours fausse,

e La proposition « P ou (non P) » est toujours vraie : soit P est vraie, soit non(P) est vraie.

Preuve — On peut démontrer ces propriétés avec des tables de vérité. Donnons un exemple.

P| Q| PetQ | non(PetQ) | non(P) | non(Q) | non(P) ou non(Q)
V|V \ F F F F
V | F F \% F \% \%
F |V F \% \% F \%
F | F F \% \% Vv \%
Donc non(P et Q) = non(P) ou non(Q). |

EXEMPLE 18 — La négation de « x > letx <4 s est «x <loux >4 ».

REMARQUE 19 — Une proposition qui ne peut étre que fausse s’appelle une contradiction \ 77 )&\ .

1.2.2.e. Implication
Soient P et @) des propositions. La proposition « P = @ » (se lit « P implique @) » ou « si P, alors ) »)
est la proposition qui est

e fausse lorsque P est vraie et () est fausse,

e vraie dans les autres cas.

On résume cela dans la table de vérité suivante :

PIQP=Q
V|V v
VI|F F
F |V v
F|F V

REMARQUE 20 — Lorsque P = @ est vraie, on dit que
e P est une condition suffisante pour Q,

e () est une condition nécessaire pour P.

EXEMPLES 21
e La proposition « 2 est pair = 3 est impair » est vraie.
e La proposition « 2 est impair = 3 est pair » est vraie (méme si ¢’est surprenant).
e La proposition « 2 est pair = 3 est pair » est fausse.
e La proposition « 2 est impair = 3 est impair » est vraie.

e La proposition « Si x > 2 alors 3 > 8 » est vraie.

Ainsi, lorsque P = @ est vraie, on ne peut rien dire sur la valeur de vérité de P.

PROPOSITION 22
OnaP=Q = non(P)ouQ.

Preuve — Montrons que ces deux propositions ont la méme table de vérité.

P=Q | non(P) | non(P) ou Q

== <] <| '
| <| = <O

< <|=|<

< <|=| =
<<= <
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O

On en déduit la proposition suivante :
PROPOSITION 23
La négation de la proposition « P = Q » est « P et non(Q) ».
Preuve — non(P = Q) = non(non(P) ou Q) = P et non(Q). |
EXEMPLE 24 — Soit x € R. La négation de « 2> =1 =2 =1»est x> =1 et x # 1.
DEFINITION 25
e La proposition « Q = P » s’appelle la réciproque de ’implication « P = @ ».
e La proposition « non(Q) = non(P) » s’appelle la contraposée de l'implication « P = Q ».
EXEMPLE 26 — Soit x € R. Considérons la proposition « 2> =1 =12 =1 »

e Sa contraposée est « x # 1 = 22 £ 1 ».

e Sa réciproque est « x =1 =22 =1 ».
ProrosiTioN 27
OnaP=Q = (non@) = (nonP).
Preuve — P = Q = non(P)ou @ = Q ounon(P) = non(non(Q)) ou non(P) = non(Q) = non(P). O

PROPOSITION 28
SiP=Q et Q= R alors P = R.

1.2.2.f. Equivalence
Soient P et @ des propositions. La proposition « P < @ » (se lit « P équivalent & () » ou « P si et
seulement si () ») est la proposition qui est

e vraie lorsque les propositions P et QQ sont simultanément vraies ou simultanément fausses,

e fausse dans les autres cas.

On résume cela dans la table de vérité suivante :

P|lQI| PeQ
V|V \Y%
V| F F
F |V F
F|F A%

EXEMPLES 29

e La proposition « (1 =1) < (0 =0) » est vraie.
—0) e (2
e La proposition « (1 =0) < (0 =0) » est fausse.

—_ =

< (0=0
e La proposition « ( < (2=0) » est vraie.

o Soit x un nombre réel. La proposition « x > 2 si et seulement si x> > 8 » est vraie.

ProprosiTION 30
OnaP&sQ = (P=>Q)et (Q=P).

Si la proposition « P < @Q » est vraie, on dit que () est une condition nécessaire et suffisante pour P et

on dit que P et @ sont équivalentes.

REMARQUE 31 — Lorsque P < @ est vraie, on peut dire que P et QQ ont les mémes valeurs de vérité et
donc P = Q.
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1.2.3 Quantificateurs \ & 17\

1.2.3.a. Quantificateurs universel et existentiel

Soit F un ensemble. Soit P(z) une proposition dépendant de la variable x, avec x € E.

DEFINITION 32
Le quantificateur universel \ V& 1\, noté ¥ (se lit « pour tout » ou « quel que soit ») permet de
définir la proposition «Vx € E, P(x) » qui est

e vraie lorsque pour tous les éléments x appartenant a E, P(x) est vraie,

e fausse sinon (c’est-a-dire si P(x) est fausse pour au moins \=/D\ un élément x de E).

EXEMPLES 33
e La proposition «Vx € R, 22 > 0 » est vraie.
e La proposition «¥Vn € N, (n—3)n >0 » est fausse : pourn=1, (n —3)n = -2 < 0.

e La proposition «Vx € R, exp(xz) > 0 » est vraie.

DEFINITION 34
Le quantificateur existentiel \177E£17\, noté 3 (se lit « il existe ... tel que ») permet de définir la
proposition « 3z € E, P(x) » qui est

e vraie lorsque P(x) est vraie pour au moins un élément x de E,

o fausse lorsque P(x) est fausse pour tous les éléments x de E.

REMARQUE 35 — « Il existe un » signifie « il existe au moins \%/D\ un ».

On rencontre parfois la notation « 3!z € E, P(x) » (se lit « il existe un unique \ME—[\ élément x de E
tel que P(x) ») qui signifie qu’il existe un et un seul élément x de E vérifiant P(x).
EXEMPLES 36

e La proposition « 3z € R, 2 = 4 » est vraie, par exemple, pour x =2 ou x = —2.

e La proposition « 3n € N, n? = 2 » est fausse.

e La proposition « 31z € RY, In(x) = 0 » est vraie : l'unique élément de R vérifiant In(x) = 0 est

r=1.

REMARQUE 37 — Si la proposition « Vx € E, P(x) » est vraie alors la proposition « 3z € E, P(x) » est
vraie. Mais la proposition « 3z € E, P(x) » peut étre vraie et la proposition «Vx € E, P(x) » fausse.
Voyons cela dans Uexemple qui suit.

EXEMPLES 38

e La proposition «Vx € R,x > 0 » est fausse : par exemple, pour z = —1, x<0.

e La proposition « dx € R,z > 0 » est vraie : par exemple, pour x =1, x> 0.

Les quantificateurs sont donc extrémement importants en mathématiques. L’exemple précédent nous
montre que sans précision sur la variable x, la proposition « > 0 » n’a pas de sens.

@ Les symboles « ¥ » et « 3 » ne sont pas des abréviations \ 7% /{5 \, ils ne doivent pas étre utilisés
dans une phrase en francais.

PROPOSITION 39

On a

e non(Vx € E, P(xz)) = 3z € E, non(P(x)),
e non(3z € E, P(x)) = Yz € E, non(P(x)).
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EXEMPLE 40 — Soit f une fonction de R dans R. La négation de « 3z € R, f(x) = 0 » est «Vx €
R, f(z) #0 ».

On peut intervertir les quantificateurs de méme nature.

PROPOSITION 41
Soit P(x,y) une proposition dépendant de deuz variables. On a

e Ve e E,VyeF, Pla,y) = VyeF, Ve e E, Pla,y).
e duxecFE JyeF Pla,y) = JyeF, Jz € E, P(x,y).

% On ne peut pas intervertir V et 3. Par exemple, les propositions suivantes n’ont pas la méme signification.

e La proposition « Vo € E, y € F, P(z,y) » signifie que pour tout z € E, il existe une valeur y € F
(qui dépend a priori de x) telle que P(x,y) est vraie. On dit que y dépend de x.

e La proposition « dy € F, Va € E, P(z,y) » signifie qu’il existe une valeur y € F telle que P(z,y)
est vraie pour toutes les valeurs de x dans E (c’est le méme y pour tous les z).
EXEMPLES 42

e La proposition «Vx € R, Jy € R, © > y » signifie que tout nombre réel x est supérieur ou €égal a
un nombre positif y (qui dépend de x). C’est une proposition qui est vraie : pour tout x € R, on peut
prendre y=x —1 etonax >y.

e Mais la proposition « Ay € R, Vo € R, x > y » signifie que tout nombre réel x est supérieur ou
égal a un méme nombre réel y. C’est une proposition qui est fausse.

ProOPOSITION 43
La négation de «Vax € E, Jy € F, P(x,y) » est « dz € E, Vy € F, non(P(z,y)) ».

EXEMPLE 44 — La négation de «Vx €R, Iy € R, y?> >z »est « Iz €R, Vy € R, y?> <z ».

PROPOSITION 45
On a

eV e E, (P(x)etQ(z)) < (Vz e E, Pla))et(Vz € E, Q(x)),
e Vz e FE, (P(x)ouQ(z)) = (Vx € E, P(x))ou Vx € E, Q(x)),
e dzeE, (P(x)etQ(z)) = 3z € E, Pla))et 3z e E, Qx)),
e dJzeFE, (Px)ouQ(z)) = 3z € E, P(x)) ou(3x € E, Q(x)),

Pour les deuxieme et troisiéme points, il n’y a pas équivalence comme le montrent les exemples suivants.

EXEMPLES 46
e La proposition «Vn € N, (n est pair ou n est impair ) » est
Mais la proposition « (Vn € N, n est pair) ou (Vn € N, n est impair) » est
o La proposition « 3x € R, (cos(z) =0 et sin(z) =0) » est .
Mais la proposition « (3 € R, cos(z) =0) et (3z € R, sin(z) =0) » est
Pour expliciter le fait que le x n’est pas le méme dans la proposition « 3z € R, cos(z) = 0) » que

dans la proposition « Jx € R, sin(x) = 0 », on pourra utiliser des lettres distinctes. Par exemple, on
préférera la notation « (3u € R, cos(u) =0) et (v € R, sin(v) =0) »

10
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1.2.3.b. Variables muettes

On suppose que la variable y n’apparait pas dans P(x). Alors
eVxeFE, Plx) = Vy€eE, P(y).
e JxcFE, Plx) = JyeE, Py).

On dit que la variable apparaissant dans la proposition est muette \ 25 = /M 25 &\, on peut la
remplacer par n’importe quelle lettre.

Donnons d’autres exemples fréquents en mathématiques ou la variable est muette.

EXEMPLES 47
o {x eR|x>1} (selit « l’ensemble des x appartenant a R tel que x est supérieur ou égal a 1 »),
. 1ir+n exp(—t) = 0 (se lit « la limite \TRFR\ lorsque t tend vers +oo de exponentielle moins t est
— 400

égale a 0 »),

5
. Zk =15 (se lit « la somme \FI\ pour k allant de 1 ¢ 5 des k est égale a 15 »),
k=1
4
. Hz =24 (se lit « le produit \TR\ pour i allant de 1 a 4 des i est égal a 24 »),
i=1

e x+—— 22+ x+1 (selit « la fonction qui a x associe x>+ x + 1 »),
o L’équation \JiE\ 22 +1 =0 d’inconnue z € C.

1.3 UTILISATION DES QUANTIFICATEURS : VOCABULAIRE SUR LES
FONCTIONS

On introduit le vocabulaire a connaitre sur les fonctions. Soit f : R — R une fonction.

On dit que la fonction f est Définition Mustration
la fonction nulle
\E FH x €R, f(x)=0.
est s’annule R, f(z) =0
z eR, f(x)=
\ EAEHREA\
positive (ou & valeurs positives)
\EEH (REZHAT0) \ TER, f).. 0

11
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On dit que la fonction f est Définition Illustration

Ve eR, VyeR, f(z) = f(y).

constante ou
\ i (E R EL\
ICeR, VzeR, f(x)=C.
croissante
\ 1 A VeeR, VyeR, (z<y= f(x).. fly).

strictement croissante

\ PR B 4\ VzeR, VyeR, (z <y= f(z) . fy))
R, VeeR VyeR (r<y= ()  f()).

strictement décroissante

\ PR B U VzeR, VyeR, (z<y= f(z) . f(y)).
\r%%%oélo%lﬁf\ f est croissante ou f est décroissante

T-périodique

\JE AR TH R VeeR, flz+T)=

12
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On dit que la fonction f est Définition Illustration
périodique TeR, VzeR, f(z+T) = f(x).
\I%?‘jg’%e\ MeR,Vz eR, f(z). . M.
\I%%)r%i meR, Ve eR, m.. f(z).

T
bornée . L
VR f est majorée et f est minorée.
T
aire
B TER, flmo) =
impaire
\ B TER, f(-2) =

13
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