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Exercice 1. Les démonstrations suivantes sont-elles correctes ?

1. Démontrons que pour tout n € N, n® —n est un multiple de 3.
Preuve : Soit n € N. Posons n = 4.

Onaalorsn® —n=4%—4=4(4>-1)=4x15=3x4x5.

3

Donc n® — n est un multiple de 3.

D’ou le résultat.

2. Démontrons qu'il existe n € N tel que n?

Preuve : Posons n = 2.

On a alors n?

2

—n=4—2=2et 2 n’est pas un multiple de 3.
Donc n* — n n’est pas un multiple de 3.

D’ou le résultat.

— n n’est pas un multiple de 3.

1. Cette preuve n’est pas correcte. Elle montre que 43 — 4 est un multiple de 3 mais ne montre pas le résultat pour tous

les entiers n.

2. Cette preuve est correcte. Elle donne une valeur de n (n = 2) telle que n?

— n n’est pas un multiple de 3.

Exercice 2. La démonstration suivante est fausse. Sur quelle ligne est I'erreur ?

Soient a et b deux nombres réels. Supposons que a = b.

En multipliant par a, on obtient a? = ab,

donc a? — b? = ab — b2,

En factorisant, on en déduit que (a + b)(a — b) = b(a — b),

puis, en simplifiant par a — b, on obtient a + b = b,

et donc a = 0.

a étant un nombre réel quelconque, tout nombre réel est donc nul.

ook W=

Ligne 5 : on ne peut pas simplifier par a = b, car a —b = 0!

Exercice 3. Démontrer la proposition suivante : Vx e R, Iy e Rx —y = 1.

Soit z € R.

Posons y =2 —1 € R.
Alorssz —y=z— (z—1)=1.
D’ou le résultat.

Exercice 4.

1. L’objectif de cette question est de démontrer la proposition « la somme de deux fonctions croissantes

est une fonction croissante ».

(a) Reformuler cette proposition :
Pour toute fonction f: R — R et toute fonction g : R — R,
) N alors .........



(b) Quelle est 'hypothese ? L’écrire avec des quantificateurs.
(¢) Quelle est la conclusion ? L’écrire avec des quantificateurs.
(d) Compléter la démonstration suivante :

Soient ..........

Supposons .......... Montrons ..........

Soient x et y deux nombres réels tels que ..........
Comme fest......... ,ona .. ........

Comme g est ......... e) 1 I R,

On en déduit que (f +g)(x) = f(z) +g(z).........
Donc ..........

2. La proposition « la somme d’une fonction croissante et d’une fonction décroissante est une fonction
monotone » est-elle vraie ? Justifier.

3. (a) Quelle proposition semble étre démontrée ci-dessous ?

f une fonction de R dans R
k un nombre réel négatif
f croissante
z,y €R
<y
f(x) < fy)
kf(z) = kf(y)
(b) Compléter la démonstration avec des phrases et des liens logiques. Exprimer clairement la
conclusion.

4. La proposition « le produit de deux fonctions croissantes est une fonction monotone » est-elle vraie ?
Justifier.

5. Montrer que le produit de deux fonctions croissantes et positives est une fonction croissante.

1. (a) Pour toute fonction f : R — R et toute fonction g : R — R, si f et g sont croissantes alors f + g est croissante.

(b) L’hypothese est : f et g sont croissantes.

Ve R, VY €R, (z <y = f(z) < f(y)) et Ve €R,Vy €R, (z <y = g(z) < g(y))
(c) La conclusion est : Ve € R,Vy € R, (z <y = (f+g)(z) < (f +9)(y).
(d) Soient f:R — R et g: R — R deux fonctions.

Supposons f et g croissantes. Montrons que f + g est croissante.

Soient x et y deux nombres réels tels que = < y.

Comme f est croissante, f(z) < f(y).

Comme g est croissante, g(z) < g(y).

On en déduit que (f + g)(z) = f(z) + g(z) < f(y) + 9(y) = (f + 9) ().

Donc f + g est croissante.

2. La proposition est fausse. Donnons un contre-exemple. La fonction 2 — 3 est croissante et la fonction z — —2 est
décroissante. La somme de ces deux fonctions est la fonction z — 2% — z = z(2? — 1) = x(x — 1)(z + 1) qui n’est ni
croissante, ni décroissante.

3. (a) Le produit d’une fonction croissante par un nombre réel négatif est une fonction décroissante.

Dit autrement, pour toute fonction f: R — R et tout k € R_, si f est croissante alors z — kf(x) est une
fonction décroissante.
(b) Soit une fonction f : R — R. Soit k un nombre réel négatif.
Supposons f croissante. Montrons que la fonction z — kf(x) est décroissante.
Soient x et y deux nombres réels tels que = < y.
Comme | est croissante, on a f(z) < f(y).
Comme k est un nombre réel négatif, on obtient alors kf(z) > kf(y).
Donc la fonction  — kf(x) est décroissante.

4. La proposition est fausse. Donnons un contre-exemple. La fonction f : z — x est croissante mais le produit de la
fonction f par elle-méme (f X f),  — = X © = 22 n’est pas monotone.

5. Soient f: R — R et g: R — R deux fonctions. Supposons f et g croissantes et positives. Montrons que le produit
f X g est une fonction croissante.

Soient x et y deux nombres réels tels que x < y.

Comme f est croissante et positive, on a 0 < f(z) < f(y).
Comme g est croissante et positive, on a 0 < g(z) < g(y).

Done (f x g)(x) = f(x) x 9(x) < £() X 9(y) = (f X 9)(y)-

Donc la fonction f X g est croissante.



Exercice 5.
1. Soit z € R.
(a) Ecrire sous la forme A cos(z — @) I'expression cos(x) — v/3sin(z).
(b) Ecrire sous la forme Asin(z + ) I'expression /2 cos(z) + v/6sin(z).
2. (a) Déterminer I’ensemble des solutions de ’équation

2sin(z) cos(z) + V3 cos(2z) = 0.

(b) Considérons 1’équation

V3cos(x) —sin(z) =m. (E)

Pour quelles valeurs de m I’équation (E) admet-elle des solutions? Les déterminer lorsque

m=+2.

cos(z) — V3sin(x) = /1 + (V3)?2 (; cos(z) — ? sin(z))

=2 (cos (g) — sin (g) sin(x))
= 2cos (w + g) .

Si on veut la forme A cos(x — ¢), on peut par exemple écrire

cos(x) — V3sin(x) = 2 cos (x N (_g))

ou
5

cos(x) — V3sin(x) = 2cos (x — ?) .

(b) Omn a

V2 cos(z) + V6sin(z) = v2© + Vég(% cos(z) + % sin(z))

1 3
= 2\/5(5 cos(z) + g sin(x))
= Qﬁ(sin(%) cos(x) + COS(%) sin(x))
= 2V2sin(z + %)
2. (a) Soit z € R. On a
2sin(z) cos(z) + v/3 cos(2z) = sin(2x) + V/3 cos(2x)
1
= 2(5 sin(2z) + ? cos(2z))
™ ™
= 2(005(5) sin(2z) + sin(g) cos(2z))
™
=2sin(2z + -).
3
Donc
2sin(x) cos(x) + V3 cos(2z) = 0 < 2sin(2x + g) =0
©3k€Z,2x+g:kﬂ
T
eFkeZao=—2 4k
TS
. ™ ™
L’ensemble des solutions est donc S = {—E + kE |k eZ}.

(b) Soit z € R. On a

V3 cos(z) — sin(z) = 2(? cos(z) — % sin(z))

™
=2 —=)-
cos(x + 6)



Donc V3 cos(z) — sin(z) = m < cos(zx + %) = %

Comme cos(z + —) € [—1,1], ’équation (E) admet des solutions si et seulement si % € [—1,1], soit si et

T
6
seulement si m € [—2,2].
Supposons que m = /2.

Alors

ol

\/3(:05(1) — sin(z) = m < cos(z + g) —
@akGZ,ﬂch% =§+2kwou3kez,x+%:7£+2kﬂ

S TheEl =" 42%ronTkelz= 2 4 2%k
12 12
-5
L’ensemble des solutions est donc S = {% +2kw |keZ}U {1—; +2km | k € Z}.
Exercice 6 (Bonus). On dit qu’une suite (uy,)peny admet une limite nulle si, par définition,
Ve>0,INeN,VneN, (n > N = |u,| < e).

1. Soient (tn)nen €t (vn)nen deux suites. Démontrer que si, pour tout n € N, |u,| < |v,| et la suite
(vn)nen admet une limite nulle, alors (u,)neny admet une limite nulle.

2. Soient (up)nen €t (U )nen deux suites. Démontrer que si (up)ne €t (U )nen admettent une limite
nulle, alors la somme (u,, + vy )nen des suites (uy)nen €t (Vn)nen admet une limite nulle.

1. Supposons que pour tout n € N, |up| < |vn| et que la suite (vn)neny admet une limite nulle. On sait donc que pour
tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n € N, si n > N alors |v,| < €.

Montrons que (un)nen admet une limite nulle.
Soit € > 0. Comme (vn)nen admet une limite nulle, il existe N € N tel que pour tout n € N, si n > N alors |vy,| < €.
Or, pour tout n € N, |un| < |vn|.
Donc, pour tout n € N, si n > N alors |un| < |vn| < €.
On a donc montré que pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n € N, si n > N alors |uy| < €.
Donc la suite (un)nen admet une limite nulle.
2. Supposons que (un)neN €t (vn)nen admettent une limite nulle.
Montrons que la suite (un + vn)nen admet une limite nulle.
Soit € > 0.
Comme (up)pen admet une limite nulle, (en prenant €’ = g > 0) il existe N1 € N tel que pour tout n € N, si n > N;

alors |un| < <.

2
Comme (vp)pen admet une limite nulle, (en prenant ¢/ = % > 0) il existe N2 € N tel que pour tout n € N, si n > Na
alors |vp| < =

2
Posons N = max (N1, N2). Alors, pour tout n > N, on a n > Np donc |up| < g et on a n > Na donc |vy,| < %
Ainsi, pour tout n € N, si n > N, alors

e ¢
\un+vn\§|un|+|vn|<5+§=€.

On a donc montré que pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout n € N, si n > N alors |un + vn| < €. Donc
la suite (un + Vn)neny admet une limite nulle.



