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FEuILLE DE TD N° 6

Dimension finie et sommes de sous-espaces vectoriels

13 AVRIL 2021

Exercice 1.

1. Montrer que la famille ((—1,1,1),(1,—1,1),(1,1,—1)) est une base de R?, puis déterminer les
coordonnées du vecteur (8,4,2) dans cette base.

. 1 0 2 0 0 1 0 2 . s
2. Montrer que la famille ((0 2> , (1 0) , (2 0) , (0 1)) est une base de My(R), puis déter-

. , 1 1
miner les coordonnées de 11 dans cette base.

3. Montrer que la famille (X2 + 1, X2 + X) est libre et la compléter en une base de R3[X].

Dans cet exercice, on connait la dimension de ’espace vectoriel E, c’est donc plus facile de montrer que des familles sont des
bases.
1. (Plusieurs méthodes possibles) Montrons que cette famille est libre. Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que
)\1(_17 1’ 1) + A2(17 _1) 1) + )‘3(17 1’ 5 _1) = (07 07 O)

Par résolution du systéme associé (non détaillé ici), on trouve A\ = A2 = A3 = 0.

Donc la famille est libre. Cette famille est constituée de trois éléments dans 1’espace vectoriel R® de dimension 3, c’est
donc une base.

On cherche (a, b, c) € R3 tel que
(8,4,2) = a(—1,1,1) + b(1, —=1,1) + ¢(1,1, —1).

(on sait qu’ils existent car la famille étant une base, elle est génératrice)

8=—-a+b+c 2a =6 (L2+L3)
On résout donc le systeme { 4 =a—b+c¢ . On trouve ¢ 2b =10 (L1+L3)
2=a+b—c 2c=12 (L1+L2)

Donc (a, b,c) = (3,5,6).

Les coordonnées de (8,4,2) dans cette base sont donc (3,5, 6).

On pouvait aussi montrer que la famille était génératrice (résolution d’un systéme), constituée de 8 vecteurs, c’est
une base et on obtient alors directement les coordonnées de (8,4,2). Voir un exemple dans la question suivante.

2. (Plusieurs méthodes possibles). On peut utiliser la méme méthode que dans la question 1 ou la méthode suivante qui
n’est pas la plus astucieuse (longue et calculatoire). Montrons que cette famille est génératrice.

Soit M = (CCL b) € M2(R). On cherche (A1, A2, A3, A1) € R? tel que

d
b 10 2 0 0 1 0 2
(0 Q=20 o) (i 0)sn(i o) ou( 3

o

soit tel que

a= A1+ 2\
b= A3 +2)\4
c= A2+ 23
d=2\ + )4
On obtient alors
—c+2b—4d + 8a
Ag = —M8M8M8M8m™
Al =a—2)2 15—c+2b—4d+8a
A =d—2a+ 4\ ol )‘1:“—2—2T
A3 =b—2d+4a —8X2 ' )\4:d_2a+4w
X2 =c—2b+4d — 8a + 16X —eMPob4d 4 8a

A3 =b—2d+4a -8
3 +4a 5



Pour ces valeurs de A1, A2, A3 et A\gq, on a donc écrit M comme combinaisons linéaires des éléments de la famille

iz P . 1 0 2 0 0 1 0 2 . .
étudiée. On en déduit que la famille ((0 2) , (1 O) , (2 0) s (0 1)) est génératrice. Composée de quatre
éléments dans I’espace vectoriel M2(R) de dimension 4, cette famille est une base. Remarquons que la solution du

systéme est unique, ce qui nous permet également de conclure que la famille est une base.

Les coefficients (A1, A2, A3, A1) obtenus précédemment sont les coordonnées de la matrice M = (z 2) dans la base
1z . 1 1 1 1
étudiée. En prenant a = b =c=d = 1, on obtient Ay = 3 A1 = 3 A3 = 3 et Ay = 3
1111
Les coordonnées de (1 1) dans la base sont donc (7, -, =, 7>.
11 373733

Ici, il serait beaucoup plus rapide de montrer que la famille est libre (facile), constituée de 4 éléments, c’est une
base. Pour trouver les coordonnées, on voit qu’en faisant la somme des quatre matrices, on obtient la matrice

3 3 1 1
(G 5)-20 1)
1 1 1 0 2 0 0 1 0 2
DoncS(1 1)—(0 2)+(1 0)+(2 O)JF(O 1),doncﬁnalement,

1 1 1/1 0 172 0 1/0 1 170 2
£ )36 9436 936 9036 )

et on retrouve les coordonnées. Et si on ne le voit pas, on peut résoudre un systéme pour retrouver ce résultat.

AM+A=0
Soit (A1, A2) € R? tel que A1 (X2 + 1)+ A2(X2+ X) =0. Alors { \; =0
A2 =0

Donc la famille est libre.

Complétons-la en une base. La famille (1, X, X2, X3) est une famille génératrice de R3[X]. On sait donc que I'on peut
compléter la famille (X2 + 1, X2 + X) en une base avec les éléments de cette famille génératrice.

Comme 1 ¢ Vect(X? + 1, X2 + X), la famille (X2 + 1, X2 4+ X, 1) est une famille libre.

Comme X3 ¢ Vect(X? +1,X? + X, 1), la famille (X2 4+ 1, X2 + X, 1, X3) est une famille libre. Cette famille est
constituée de quatre vecteurs dans 'espace vectoriel R3[X] de dimension 4, c’est donc une base de R3[X].

Exercice 2. Justifier que les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels puis déterminer leur
dimension :

1.

F={(z,y,2) € R3 |z — 2y + 32 = 0},

2. G ={f €C*R,R) | Vz R, f"(x) = 0}
3.
4. T ={A € My(K) | Tr(A) = 0}.

H = {(un)nEN | Vn S N) un+2 = un},

Pour montrer que les espaces sont des sous-espaces vectoriels, on peut montrer que la caractérisation du cours est vérifice,
ou bien écrire les espaces comme des "Vect”. Ici, cette derniére méthode est plus efficace car elle nous fournit en plus une
famille génératrice.

1.

Ona F = {(2y—3z,y,2) | (y,2) € R?} = Vect((2,1,0), (—3,0,1)).

Donc F est un sous-espace vectoriel de R3.

La famille ((2,1,0),(—3,0,1)) est donc une famille génératrice de F. Cette famille est libre (les deux vecteurs ne sont
pas colinéaires), donc c’est une base de F.

F est donc de dimension 2.

Soit f € C2(R,R).

f € G si et seulement si, pour tout = € R, f(z) = 0, soit si et seulement s’il existe (a,b) € R? tel que pour tout
z €R, f(z) =azx+0.

Posons f1 :x+— 1.

Alors G = {aid + bf1 | (a,b) € R2} = Vect(id, f1).

G est donc un sous-espace vectoriel de C?(R, R).

La famille (id, f1) est donc une famille génératrice de F. Cette famille est libre (les deux vecteurs ne sont pas colinéaires
ou le vérifier avec une combinaison linéaire nulle), donc c’est une base de G.

G est donc de dimension 2.

Soit (un)nen une suite telle que pour tout n € N, uyp42 = Un.

(un)nen € H si et seulement si (un)nen = (a,b,a,b,a,b,a,b,...) = a(1,0,1,0,1,0,...) + b(0,1,0,1,0,1,...), ou
(a,b) € R2.

Posons (vn)neny = (1,0,1,0,1,0,...) et (wn)nen = (0,1,0,1,0,1,0,...).

Alors H = Vect((vn)nen, (Wn)nen)-

Donc H est un sous-espace vectoriel de RN,

La famille ((vn)nen, (Wn)nen) est donc une famille génératrice de H. Cette famille est libre (ces deux vecteurs ne
sont pas colinéaires ou le vérifier avec une combinaison linéaire nulle), donc c’est une base de H.

Donc H est de dimension 2.



4. Soit A = (Z 2) € Ma(R).

A €T si et seulement si Tr(A) = 0, soit si et seulement si a + d = 0, soit encore si et seulement si d = —a.
a b

R [ e (R RER R )

Donc I est un sous-espace vectoriel de Ma(R).

La famille (((1) _01> , (8 (1)) , (? 8)) est donc une famille génératrice de I. On vérifie facilement (& faire, prendre

une combinaison linéaire nulle) que cette famille est libre. C’est donc une base de I.
Donc I est de dimension 3.

Exercice 3. Dans R*, on considere les vecteurs @ = (1,0,1,0), ¥ =
(0,0,1,0) et ¥ =(1,1,0,—1). Soit F' = Vect(d, ¥, W) et G = Vect(Z, 7).

Déterminer les dimensions de F', G, F'+ G et FNG.

(0713_170)3 W= (Ll,]-v]-)a T =

e La famille (@, ¥, W) est une famille génératrice de F'.
Déterminons si elle est libre. Soient A1, A2, A3 € R tels que M@ + A\o@ + 3w = 0. Cette équation est équivalente au

systeme :
A1 =+ )\3 = 0 o
A2 + A3 = 0 Moo= 0
=4 A3 = 0
A — X2 + A3 = 0 A - 0
A3 = 0 2=

La famille (&, ¥, W) est donc libre. Libre et génératrice, c’est donc une base de F' et dim(F') = 3.

e G est engendré par les deux vecteurs T et ¢ qui sont non colinéaires. La famille (&, %) est donc une base de G et
dim(G) = 2.

e On a F + G = Vect(d, v, W) + Vect(Z, §) = Vect(d, 7, W, T, 7).
La famille (@, ¥, W, Z, §) est donc une famille génératrice de F' + G.
Tl s’agit d’une famille de 5 vecteurs dans ’espace vectoriel R* de dimension 4 : la famille est donc nécessairement liée.
Nous allons extraire une base de cette famille génératrice.

On constate par exemple que 24 + 20 — ¢ + £ = & (on peut résoudre un systéme si besoin pour trouver une telle
relation).

La famille (@, ¥, Z, §) est donc toujours génératrice de F + G.
Regardons si la famille est libre : soient A1, A2, Az, A4 € R tels que A4 + Ao¥ + A3Z + A\ay = 0. Alors :

Al + X = 0
A2 + X = 0
A — X2 + A3 = 0
- X =0
A3+ A1 — A2 = 0
A1 + XM = 0
= X 4+ X = O
- X = 0
A3 = 0
N A= 0
A = 0
M = 0

La famille est donc libre. Libre et génératrice, c’est donc une base de F' + G et dim(F + G) = 4.

e D’apres la formule de Grassmann, dim(F N G) = dim(F') + dim(G) — dim(F + G) = 1.
Pour obtenir une base, il suffit de prendre un vecteur non nul appartenant & F' et & G. On prend alors par exemple
200+ 0)—w=9—Z.

Exercice 4.
1. Montrer que Fy = {f € C}{(R,R) | f(0) = f'(0) = 0} et
Gy = {z+— azx +b] (a,b) € R?} sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de C!(R, R).
2. Montrer que Fy = {(un)nen | V1 € N ug, = 0} et
G2 = {(tn)nen | Y1 € N, ug,, = u2,41} sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de K.

3. Montrer que l'ensemble S, (K) des matrices symétriques et 'ensemble A, (K) des matrices antisymé-
triques sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de M, (K).



On montre par exemple que les ensembles sont des sous-espaces vectoriels en vérifiant les trois points de la caractérisation
(non fait ici, voir les TDs précédents).

1. e Montrons que F1 N G1 = {Or—Rr}-
Soit f € F1 N G1. Alors, comme f € G1, il existe (a,b) € R? tel que pour tout = € R, f(x) = ax + b.
Comme f € Fy, f(0)=b=0et f/(0)=a=0.
Donc pour tout z € R, f(z) =0 et f = Or_r (f est 'application nulle).
Donc F1 N G1 C {Or_r} et 'autre inclusion est évidente car F1 N G est un sous-espace vectoriel donc contient le
vecteur nul.
Donc F1 NG1 = {Ogr—r}-
e Montrons que C'(R,R) = Fy + G1. (un argument de dimension n’est pas possible ici car C'(R,R) est de dimension
infinie)
On a Fy +G1 C CHR,R) car C}(R,R) est un sous-espace vectoriel.
Soit f € C1(R,R).
Analyse : On cherche g € Fy et h € G telles que f = g+ h.
Comme g € F}, il existe (a,b) € R? tel que pour tout = € R, g(x) = ax + b.
On a donc, pour tout z € R, f(z) = az + b+ h(z) et f/(z) =a+ h'(z).
Comme h € G1, h(0) =0, donc f(0) = b, et h'(0) = 0, donc f'(0) = a.
Ainsi, pour tout z € R, f(z) = f/(0)z + f(0) + h(z), donc h(z) = f(z) — f'(0)z + f(0).
Synthése : On a donc f(z) = f'(0)z + f(0) + (f(z) — f/(0)x — f(0)) et = —> f'(0)z + f(0) € Fy et = >
f(z) — f'(0)z — f(0) € G1 car elle vaut 0 en 0 et sa dérivée est nulle en 0.
Donc C'(R,R) C F1 + G1.
Finalement C! (R,R) = F1 + G1.
e De ces deux points, on en déduit que C1(R,R) = F; @ G1.

2. e Montrons que F» N G2 = {(0)pen}-
Soit (un)nen € F2 N Ga.
Alors, pour tout n € N, ug,, = 0 = ugn+1. Donc les termes pairs et les termes impairs sont tous nuls, donc la suite
(un)nen est la suite nulle.
Donc F» N G2 C {(0)pen}-
L’autre inclusion étant évidente, on a Fo N G2 = {(0)nen}-
e Montrons que RN = F5 + Go. (Un argument de dimension ne convient pas ici car RN est de dimension infinie.)
On a Fy + G2 C RN car RN est un espace vectoriel.
Soit (un)nen € RN
On peut écrire (un)nen = (0,u1 —uo, 0, u3 —uz2, 0, us —ua4, 0, ue —us, . . .)+ (uo, uo, u2, U2, ug, U4, Up, Ue, - - .) € Fo+Ga.
Donc RN € Fy + Ga.
Finalement RN = F, 4+ Ga.
e Donc RN = Fo @ Go.

3. e Montrons que S, (R) N A, (R) = {On} ol 0, désigne la matrice nulle.
Soit M = (my,j)i,j € Sn(R) N An(R). La matrice étant antisymétrique, pour tout i € {1,...,n}, m;; = 0 et pour

tout (i,5) € {1,...,n}? distincts, m; ; = —m, ;. La matrice étant symétrique, pour tout (i,5) € {1,...,n}? distincts,
m;,j = m;,;. Donc finalement, pour tout (4,5) € {1,...,n}2, m; ; = 0.
Donc M = 0.

Donc Sn(R) N An(R) C {0,}.

L’autre inclusion est évidente, donc Sp(R) N An(R) = {0, }.

e On a Sp(R) + An(R) C My (R).

Montrons 'inclusion réciproque. Soit M € My, (R).
M+'™M M-1'M

Ona M= *2 + I €SuR) + Au(R).

Donc My (R) C Sn(R) + An(R).

Finalement, My, (R) = S, (R) + A, (R).

e D’ott My (R) = Sn(R) ® An(R).

Exercice 5. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel £ de dimension n.

Montrer que si dim(F') + dim(G) > n alors F'N G contient un vecteur non nul.

D’apres la formule de Grassmann,
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
Donc dim(F N G) = dim(F) + dim(G) — dim(F + G).
Or F + G C E, donc dim(F + G) < dim(E) = n et par hypothese, dim(F') 4+ dim(G) > n.
Donc dim(F N G) > 0. Donc FNG # {0g}.

F N G contient donc un vecteur non nul.



Exercice 6. Soit E un K-espace vectoriel. Soit (€1,...,€,) une famille libre de vecteurs de E. Soient
F = Vect(él,...,€,) et G un supplémentaire de F' dans E. Pour tout a € G, on pose

F, = Vect(é, +@,...,é, +a).

1. Soit @ € G. Montrer que F, ® G = E.

2. Soient @ et b des éléments de G. Montrer que F, = F} si et seulement si a = b.

1. & Montrons que F, NG = {0z}
Soit T € F, N G. Il existe (A1,...,Ap) € KP tel que

f:Al(gl+5)+...+Ap(€p+6):)\151+...+)\p€p+()\1+...+>\p)ﬁ

On adonc M€ +...+Xp€p =T — (M1 +...+Ap)d.

Comme & et @ sont éléments de G et G étant un espace-vectoriel, Z — (A1 + ...+ Ap)d@ € G.
Donc M€ 4 ...+ A\pép € FNG = {0} car F et G sont supplémentaires dans E.

Donc \e1 + ...+ Apép = 6E

Donc (A1,...,Ap) = (0,...,0) car la famille (€1,...,€p) est libre.

Dou 7 = 0.

Donc F, NG C {0} et Pautre inclusion est évidente.

Donc F, NG = {0g}.

e Montrons que £ = F, + G.

On a évidemment F, + G C E.

Soit £ € E. Comme E = F @ G, il existe (A\1,...,Ap) € KP et § € G tels que
é

S
:E':)\lﬂ1+‘..+)\pé'p+ya.
On peut alors écrire
OnaXi(€1+a@)+...+Xp(€p+a) € Faetf— (A1 +...+Ap)d € G car ¢ et @ sont éléments de G et G est un espace
vectoriel.
Donc Z € Fy, + G, puis E C F, +G.
Finalement, E = F, + G.
e De ces deux points, on en déduit que E = F, @ G.
2. Sia=balors Fo = Fp.
Réciproquement, supposons que Fy = Fp. Comme €1 + d € F, = Fp, il existe A1,...,\p dans K tels que

Gl +a=ME 4B +...+ (& +b)

On a alors

-

T— 4. A= —1)& + X+ ...+ Mpép € FNG ={0g}.
Donc (A1 — 1)&1 4 Aaép + ... 4+ Apép = 0.
La famille (€1, ...,€p) étant libre, \y —1 =0, Ao =0, ..., \p =0.
On adonc €1 +d = ¢, +E, soit @ = b.

Donc F, = F} si et seulement si @ = b.



