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Exercice 1.

1.

Soit F = {(z,y,2,t) eR* |z —y=0et x +y — 22 =0}.
Soient @ = (1,0,0,0) et ¥ = (1,1,0,0). Posons G = Vect(, v).
Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de R*.
Soit A € K. Dans K3, on considere les sous-espaces vectoriels
H={(z,y,2) K3 |z +y+2=0}et Gy = Vect(\, 1,2)
(a) Déterminer la dimension de H et en déterminer une base.

(b) Déterminer pour quelle(s) valeur(s) de A € K, G est un supplémentaire de H dans K3.

2.

o Vérifions que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de R%.

Soit (z,y, z,t) € R*. Alors (x,y, 2,t) € F si et seulement si  —y = 0 et © +y — 2z = 0, soit si et seulement si z =y
et z = z, soit finalement si et seulement si (z,y, z,t) = (z,z,z,t) = 2(1,1,1,0) 4+ £(0,0,0,1).

Donc F = Vect((1,1,1,0),(0,0,0,1)) et F est un sous-espace vectoriel comme espace vectoriel engendré. (On pourrait
ausst vérifier la caractérisation).

G est un sous-espace vectoriel comme espace vectoriel engendré.

e Montrons que F NG = {(0,0,0,0)}.

Soit (z,y,z,t) € FNG.

Comme (x,y,z,t) € G, il existe (A, 1) € R? tel que (x,y, z,t) = A(1,0,0,0) + u(1,1,0,0) = (A + u, i1,0,0).

Comme (z,y,z,t) E F, A+ p—p=0et A+ p=0.

Donc A =0 et u = 0. Donc (z,v, 2,t) = (0,0,0,0).

Donc FNG C {(0,0,0,0)} et 'inclusion réciproque est évidente.

Donc FNG = {(0,0,0,0)}.

e F est de dimension 2 puisque la famille ((1,1,1,0),(0,0,0, 1)) est génératrice et les vecteurs étant non colinéaires,
elle est également libre, c’est donc une base.

De méme, G est de dimension 2 car la famille (@, ¥) est une base (génératrice et libre).

On a donc dim(R?*) = 4 = dim(F) + dim(G).

e Conclusion : F' et G sont donc supplémentaires dans R*.

(a) Soit (x,y,z) € R3. Alors (,y,z) € H si et seulement si x = —y — 2, soit si et seulement si

(z,% Z) = (_y - %Y, Z) = y(_L 110) +Z(_1a0)1)

Donc H = Vect((—1,1,0),(—1,0,1)). La famille ((—1,1,0),(—1,0,1)) est donc génératrice.
Or les deux vecteurs (—1,1,0) et (—1,0,1) ne sont pas colinéaires, la famille ((—1,1,0),(—1,0,1)) est donc libre.
La famille ((—1,1,0),(—1,0,1)) est donc une base de H et dim(H) = 2.
(b) Pour tout A € K, dim(G») = 1 (puisque la famille ((\, 1,2)) est libre (un seul vecteur non nul) et génératrice).
Donc dim(K?) = 3 = dim(H) + dim(G\).
Donc les sous-espaces vectoriels G et H sont supplémentaires dans K2 si, et seulement si, Gy N H = {(0,0,0)}.
Soit (z,y,2z) € Gy N H. Comme (z,y,z) € Gy, il existe u € K tel que
(z,y,2) = p(A,1,2)
De plus
O=z+y+z=pA+14+2)=pr+3)
Si A # —3,alors p =0 et (z,y,2) = (0,0,0). Donc G, N H = {(0,0,0)}. Donc les sous-espaces vectoriel G et
H sont supplémentaires dans K3.

Si A = =3, alors (), 1,2) appartient & H et & G, donc Gy N H # {(0,0,0)}. Donc les sous-espaces vectoriels
G\ et H ne sont pas supplémentaires dans K3.



Exercice 2.

1.
2.

Soit F = {(z,y,2) € R® | =22 + y + 22 = 0}. Déterminer un supplémentaire de F' dans R3.
Déterminer un supplémentaire de F' = {P € Ry4[X] | P(X) = P(—X)} dans R4[X].

Meéthode : On trouve une base de F' puis on la compléte en une base de E. Les vecteurs ajoutés forment une famille
génératrice d’un supplémentaire de F' dans E.

1.

e Soit (z,y,2) € R3. Alors (z,y,2) € F si et seulement si —2x 4y + 2z = 0, soit si et seulement si y = 2z — 22, soit si
et seulement si (z,y, z) = (z,2z — 2z, 2) = x(1,2,0) + 2(0, -2, 1).

Donc F = Vect((1,2,0),(0,—2,1)). La famille ((1,2,0), (0,—2,1)) est donc génératrice, elle est libre car les deux
vecteurs ne sont pas colinéaires, c’est donc une base de F'.

e Le vecteur (1,0,0) ¢ Vect((1,2,0), (0,—2,1)) puisque (1,0,0) ¢ F.

La famille ((1,2,0),(0,—2,1),(1,0,0)) est donc libre, composée de trois éléments dans I’espace vectoriel R3 de
dimension 3, c’est donc une base de R3.

Ainsi, G = Vect((1,0,0)) est un supplémentaire de F' dans R3.

e Soit P=ap +a1X +asX? +a3X3 +asX* € Ry[X].

Alors P € F si et seulement si ag + a1 X 4+ a2X2 + a3X3 + a4 X? = ap — a1 X + a2 X2 — a3 X3 + a4 X?, soit si et
seulement si a; = 0 et ag = 0, soit finalement si et seulement si P = ag + asX? + as X4,

Donc F = Vect(1, X2, X*). La famille (1, X2, X%) est donc une famille génératrice, elle est libre (sous-famille d’une
famille libre ou de degrés échelonnés), c’est donc une base de F.

e La famille (1, X2, X4) se compléte en la base (1, X2, X4, X, X3) de R4[X] (c’est la base canonique de R4[X] & ordre
pres des termes).

Ainsi, G = Vect(X, X3) est un supplémentaire de F' dans R4[X].

Exercice 3.

1.

2.

Montrer que les ensembles suivants sont des sous-espaces affines :
(a) {M € Mn(R) | Tr(M) = 2},
(b) {f €C(R,R) [ f(0) =2et f(1) = =3}
(a) Montrer que ’ensemble £ des suites réelles (uy,)nen telles que pour tout n € N, w, 40 =
—Up+1 + 2u, + 3 est un sous-espace affine.
On pourra chercher une suite particuliére sous la forme (an + b)pen

(b) Exprimer en fonction de n la suite (up)nen € € telle que ug = ug = 1.

(a) Notons F1 = {M € My, (R) | Tr(M) = 2}.
e La matrice My avec tous les coefficients nuls sauf celui en position (1,1) qui vaut 2, appartient & Fj.
e Soit M € M2(R). Alors M € F si et seulement si Tr(M) = 2 = Tr(My),
soit si et seulement si Tr(M) — Tr(Mp) = 0,
soit si seulement si Tr(M — My) = 0,
soit finalement, si et seulement si M — Mg € F1, on F1 = {M € M,(R) | Tr(M) = 0}.
Donc F1 = Mp + Fi. De plus, on vérifie que F; est un espace vectoriel (par la caractérisation).
e Conclusion : Donc F7 est un sous-espace affine passant par My et dirigé par Fy.

(b) Notons Fo» = {f € C(R,R) | f(0) =2 et f(1) = —3}.
e La fonction fy : z — 2 — 5z est continue et vérifie fo(0) = 2 et fo(1) = —3. Donc fo € Fa.
e Soit f € C(R,R). Alors f € F» si et seulement si f(0) =2 = fo(0) et f(1) = -3 = fo(1),
soit si et seulement si f(0) — fo(0) =0 et f(1) — fo(1) =0,
soit si seulement si (f — f0)(0) =0et (f — fo)(1) =0,
soit finalement, si et seulement si f — fo € F», ot Fo = {f € C(R,R) | f(0) =0 et f(1) = 0}.
Donc F2 = fo + F2. De plus, on vérifie que F> est un espace vectoriel (par la caractérisation).
e Donc F2 est un sous-espace affine passant par fy et dirigé par Fb.

(a) e Soit (a,b) € R2. La suite (vn)nen € € si et seulement si, pour tout n € N,

a(n+2)+b=—-an+1) — b+ 2an+ 2b+ 3,

soit si et seulement si a = 1.
Prenons b = 0. La suite (vn)neny = (n)nen appartient donc a &.

® Soit (Un)nen € RN, Alors (un)nen € & si et seulement si, pour tout n € N, upto = —upt1 + 2up +3 =
—Un+1 + 2Un + Vn42 + Vnt1 — 2Un,

soit si et seulement si, pour tout n € N, unt2 — vpy2 = —(Up41 — VUnt1) + 2(un — vn),

soit finalement si et seulement si la suite (un)neny — (Vn)neny € E ot E est Pensemble des suites telles que
Up4+2 = —Unt1 + 2Un.

Donc € = (vn)nen + E.

D’apres le cours d’analyse, I’équation caractéristique étant X2 + X —2 = (X —1)(X +2) =0,on a E =
AA™)nen + 1((=2))nen | (A, 1) € R2} = Vect((1)nen, ((—=2)™)nen)- E est donc bien un espace vectoriel.

e Conclusion : Donc £ est un sous-espace affine passant par (vn)nen et dirigé par E.



(b) Soit (un)nen telle que (up)pen € € = (Vn)nen + E et up = u1 = 1. D’apres la question précédente, il existe
(X, 1) € R? tel que (un)nen = (vn)nen + A(Dnen + u((—2)")nen.
Donc pour tout n € N, up = n + A+ p(—2)".

2 1
Pourn:Oetn:l,onobtientdonclz)\+uet1:1+)\—2N.D’oﬁ)\:§etu:§.
2 1
Donc, pour tout n € N, u, :n+§+§(—2)",

Exercice 4. Résoudre les équations suivantes ,ou on note X la matrice inconnue :

3 5 4 —1 2
caxenan (3 )mo (0 2)
4 2 3
2. AX=A+2X, A= 1 1 0
-1 2 3

1. det(A) = 3x2—-5x1 =1 # 0, donc A est inversible et on a A~1 = ( 31 _35 ) et donc X = A7!B =
-7 2 9
5 1 =5 )°
2 2 3
2. AX =A+4+2X & (A—-2I3)X = A. 1l faut d’abord vérifier si C = A — 2[3 = 1 —1 0] est inversible :
-1 2 1
2r1  + 222 + 33 = 0
T = @2 = Y2
-1 + 22 + ®3 = y3
1 + 0 + 0 = yi—4y>—3ys
& 0 + 22 + 0 = wyi —5y2—3y3
0 + 0 + =x3 = —y1+6y2+4ys
Donc C est inversbile et
1 -4 -3
ct=(1 -5 -3
-1 6 4
3 -8 —6
etdonc X =C"tA=(2 -9 -6
-2 12 9
Exercice 5. Etudier lexistence de solutions du systeme :
r + by + az = 1
r 4+ aby + z = b
ar + by + =z =1
On applique la méthode du pivot en notant (S) le systéme initial :
x + by + az = 1 L1
S) = bla—1l)y + (1—a)z = b—1 Lo+ Lo—1Iy
b(l—a)y + (1—a?)z = 1—a L3+ L3—als
r + by + az = 1
= bla—1)y + (1—-a)z = b-1
(2—a—a?)z = b—a L3+ L3+ Lo
Nous allons maintenant discuter de I’existence des solutions. Remarquons d’abord que 2 — a — a? = —(a — 1)(a + 2).

Doncsia# 1eta#—2alors 2—a—a?#0 donc z = % On a donc trouvé la valeur de z. La deuxiéme ligne du
systéme triangulaire est b(a — 1)y + (1 — a)z = b — 1. Or, on sait déja a — 1 # 0. Si b # 0 alors, en reportant la valeur de z

obtenue, on trouve la valeur y = b=1-(-a)2 pyis avec la premiere ligne on en déduit aussi z =1 — by — az. Donc si a # 1
et a # —2 et b # 0 alors il existe une unique solution (z,y, z). Il faut maintenant s’occuper des cas particuliers.

e Sia =1 alors notre systéme triangulaire devient :

r 4+ by + =z = 1
0 = b-—-1
0 = b-1

Sib# 1iln’y a pas de solution. Si a =1 et b =1 alors il ne reste plus que ’équation = + y + z = 1. On choisit par
exemple y, z comme parametres, I’ensemble des solutions est

{(l—y—z,y,z)\y,zeR}.



e Sia = —2 alors le systeme triangulaire devient :

T + by - 2z = 1
—3by + 3z = b-1
0 = b+2
Donc si b # —2 il n’y a pas de solution. Si a = —2 et b = —2 alors le systéme est
r - 2y — 2z = 1
2y + z = -1

Si I'on choisit y comme parameétre alors il y a une infinité de solutions

{(-1-2y,y,-1-2y) |y e R}.

e Enfin si b= 0 alors la deuxiéme et troisieme ligne du systéme triangulaire sont : (1 —a)z = —1 et (2 —a —a?)z = —a.
Donc z = 11111 = 5—"— (le sous-cas b =0 et a = 1 n’a pas de solution). Dans tous les cas il n’y a pas de solution.

Conclusion :
e Sia#1letar# —2etbs#0,le systtme admet une unique solution.
e Sia=1et b#1iln’y a pas de solution (le systéme n’est pas compatible).
e Sia=1et b=1ily a une infinité de solutions (qui forment un plan dans R3).
e Sia=—2et b# —2 il n’y a pas de solution.

e Sia=—2et b= —2ily a une infinité de solutions (qui forment une droite dans R3).

e Sib=0il n’y a pas de solution.



