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Chapitre 1 Espaces vectoriels

De nombreux problemes de mathématiques ou de physique vérifient la propriété suivante : si u et v sont
deux solutions d’un probleme alors u + v est aussi solution de ce probleme, ainsi que ku, k£ étant un
nombre réel ou complexe. Ces problemes sont dit linéaires et sont souvent plus faciles a résoudre que les
problemes plus généraux, dits non linéaires. Ce chapitre est le premier chapitre d’algebre linéaire.

Dans tout ce chapitre, K désigne le corps R ou C. Tous les résultats présentés demeurent vrais sur un
corps quelconque.

1.1 STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

1.1.1 Premiéres définitions

DEFINITION 1
On appelle espace vectoriel sur K \ K [ 1122 1E=5 (0] / [m&%5H\, ou K-espace vectoriel, tout triplet
(E,+,) ou E est un ensemble et
o + est une loi de composition interne sur E : EX E — E; (Z,§) — £+ 9,
e - est une loi de composition externe de K sur E : Kx E — E; (\Z) — \- &,
vérifiant les propriétés suivantes :
1. (E,4) est un groupe abélien,
2. pour tout (\, p) € K? et tout (Z,7) € E?,
(&) \-(@+Y)=X-T+ X7,
b)) A +p) - Z=X-Z+p-2,
(¢) ) -Z=X-(u-2),
(d) 1

SE =17

REMARQUE 2 — Souvent, on parle du K-espace vectoriel E a la place du K-espace vectoriel (E,+,-). S’il
n’y a pas d’ambiguité, on ne précise pas nécessairement le corps K.

DEFINITION 3
Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel.

o Les éléments de lespace vectoriel E sont appelés les vecteurs \ [ &\ .
e Les éléments de K sont appelés les scalaires \ T \.

e La loi + est appelée addition.

e La loi - est appelée multiplication par un scalaire.

o L’élément neutre du groupe (E,+) est noté Og ou 0 et est appelé le vecteur nul de E.

@ 1l ne faut pas confondre le vecteur nul 0z de E et le scalaire nul 0 de K.

REMARQUE 4 — La notation X\ - Z est souvent remplacée par \Xx. Mais on n’écrit pas TX. Les fléches sur
les vecteurs de E sont également souvent omises : on note x a la place de Z.

Les régles que nous venons de définir sont celles que 1’on connait déja sur les vecteurs du plan et de
I’espace : en considérant deux vecteurs T et ¥, on peut

e sommer ces vecteurs : T + ¥,

e faire la différence de ces vecteurs : & — ¥/,
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e multiplier Z par un scalaire A : \ - T,

e calculer des expressions de la forme """ | \; - &;, ol pour tout i € {1,...,n}, T € Eet \; € K.
Par contre, la multiplication de deux vecteurs n’est pas définie.
Nous pourrons nous représenter les espaces vectoriels a I'aide d’'un modele géométrique qui pourra nous

aider a visualiser les problemes. Il faudra alors considérer des vecteurs ayant tous la méme origine, ce
point jouant le réle du vecteur nul.

8

1.1.2 Premiers exemples fondamentaux

Nous donnons des exemples fondamentaux d’espaces vectoriels. Les vérifications sont faciles mais longues.

1.1.2.a. L’ensemble K™
e Soient n € N* et £ = R"™. On munit R" des lois suivantes :

Pour tout & = (z1,...,x,) et tout ¥ = (y1,...,yn) éléments de R™ et pour tout A € R,
x* T4+ 7= (x1+ Y1, Tn + Yn),
* AT = (Axq,...,Axzy).

Alors (R™,+,-) est un R-espace vectoriel.

Preuve —
1. (R,+) est un groupe abélien, donc (R™, +) l’est aussi.
2. (a) Soient & = (z1,...,Zn) et ¥ = (y1,...,Yn) des éléments de R™, et A € R. On a
A (@Z+G) =X (z1+y1,--,Tn +Yn)
=A(@1+y1),- 5 A@n +yn))
= (Az1 +AyY1,- ., AZn + Ayn)
= (Az1,...,A2n) + (Ay1,. .., AYn)
=X+ A7
(b) Soient & = (z1,...,2n) € R™, et (A\,z) € R2. On a
A1) T = (At @)1 s o+ 2)n)
= (Az1 + px1, ..., ATn + uxn)
= (Az1,...,Azn) + (px1, ..., pxn)
=A-THpu-T
(c) Soient & = (x1,...,xn) € R™, et A et p des éléments de R. On a
()\u)~f:((Au)xh...,()\,u,)a;n):()x(,u,:vl),...,/\(p,a:n)):>\~(;w;1,...,p,xn):>\~(p,~(x1,...,zn)):)\-(u~f),
(d) Soit &= (z1,...,2n) ER". Onal-Z= (lz1,...,1lzn) = (z1,...,2n) = .
(]

Notons qu’un vecteur de R™ est un n-uplet (z1,...,x,) ou pour tout i € {1,...,n}, z; € R.
Le vecteur nul de R™ est Og» = (0,...,0).

En particulier, (R, +, -) est un R-espace vectoriel. Un vecteur est alors un réel et A-Z = X\ x &, multiplication
entre deux réels.

On retrouve les vecteurs du plan avec R? et les vecteurs de I’espace avec R3.
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EXEMPLE 5 — Dans R3, (1,2,0)+2-(0,1,1) = (1,4,2).

e De méme, (C", +,-) est un C-espace vectoriel, mais aussi un R-espace vectoriel.

En particulier, (C,+, ) est un R-espace vectoriel. Les vecteurs sont les nombres complexes et les scalaires
sont les nombres réels. On a A - ¥ = A X z, multiplication entre un réel et un complexe.

REMARQUE 6 — Plus généralement, tout espace vectoriel sur C est aussi un espace vectoriel sur R.

1.1.2.b. L’ensemble des polynomes

e Soient n € N* et £ = R,,[X], 'ensemble des polynémes & coefficients dans R de degré inférieur ou égal
a n. On munit R,,[X] des lois suivantes :

Pour tout P=ag+ a1 X +...+a, X" et Q =byg+ b X +...+ b, X" éléments de R, [X] et tout A € R,
¥ P+ Q= (ap+bo) + (a1 +01)X + ...+ (an + b,) X",
* AP =Xag+ a1 X + ...+ da, X"

Alors (R,,[X], 4+, ) est un R-espace vectoriel.

Preuve — Exercice. O

Notons qu'un vecteur de R, [X] est un polynéme P qui s’écrit sous la forme P =ag+ a1 X + ... + a, X",
ou pour tout ¢ € {1,...,n}, a; € R.

Le vecteur nul de R, [X] est Ogn (x] = 0, le polynéme nul.
e De méme (C,[X],+, ) est un C-espace vectoriel, mais aussi un R-espace vectoriel.

e Plus généralement, (K[X], +, -), I'ensemble des polynémes & coefficients dans K est un K-espace vectoriel,
ou + et - sont les opérations usuelles sur les polynémes.

EXEMPLE 7 — Dans Ry[X], 1+ X + X2 - 2(X — X?)=1- X + 3X2

1.1.2.c. L’ensemble des matrices

e Soit E = M3(K), Pensemble des matrices carrées d’ordre 2 & coefficients dans K. On munit M3 (K) des
lois suivantes :
!/ /

Pour tout A = (OCL Z) et tout B = (Ccl, Z,) éléments de Mo (K) et pour tout A € K,

/ /
« A4 B— (a+a b—i—b)7

c+c d+d
Aa b
* N A= ()\c )\d>'
Alors (M3(K), +, ) est un K-espace vectoriel.

Preuve — Exercice. O

Notons qu’un vecteur de M2 (K) est une matrice A = <(Z fl)

0 0
1 1 2 1 0 1
EXEMPLE 8 — Dans Ms(R), 2 - <_1 1) - <_1 2> - (—1 0>'

e Plus généralement, pour tout (n,m) € (N*)2, (M, »,(K),+,-) est un K-espace vectoriel (voir cours
d’algebre 2), ol + et - sont les opérations usuelles sur les matrices.

Le vecteur nul de M3 (K) est 6M2(K) = (O O).
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1.1.2.d. L’ensemble des suites
Soit E = KN, I’ensemble des suites a valeurs dans K. On munit KV des lois suivantes :
Pour tout (un)nen et tout (v, )nen éléments de K™ et pour tout A € K,
* (Un)neN + (Un)nen = (Un + Vn)nen,
* A (Un)nen = (AUn)nen.
Alors (KN, +, ) est un K-espace vectoriel.
Preuve — Exercice. O

Le vecteur nul de KN est la suite nulle (0),,ex.

1.1.2.e. Le produit d’espaces vectoriels

Soient E, ..., B, des K-espaces vectoriels. Posons F = Fy X ... X E,, le produit cartésien de E1, ..., E,.
On munit E des lois suivantes :

Pour tout & = (#1,...,%,) et tout ¥ = (¥1,...,yn) éléments de E et pour tout A € K,
* T4+ 7=(Z1+ Y1, Tn+ Un),
$AT= (A Trye. A T).
Alors (B X ... x E,,+,-) est un K-espace vectoriel. On I'appelle I’espace vectoriel produit \ % [A]\.
Preuve —La preuve est proche de celle faite pour R™ = R X ... x R. Vérifions seulement deux points de la définition.
e Pour tout ¥ = (%1,...,%n) € B, 1-(Z1,...,Zn) =1 -Z1,...,1-Zpn) = (F1,...,%n) = T.
e Pour tout & = (Z1,...,%n) et ¥ = (¥1,...,Yn) éléments de E, et pour tout A € K,

A-@+G) =X (@1 + 01, Fn +Fn)
=X (@1 +7), A (Zn+Yn))
=N FL AT A A Tn)
= (A Z1, e A En) AT A )
=X (@1 @)+ A (L Tn)
=X-T+ N7

Le vecteur nul de Ey X ... E,, est 6E1><...><En = (6E1, .. .,6En).

REMARQUE 9 — Ainsi, on retrouve que, pour tout n € N*, K" = K x ... x K est un K-espace vectoriel .

1.1.2.f. L’ensemble des applications de X dans F

Soient X un ensemble non vide et E un K-espace vectoriel. On munit 'ensemble F(X, E) des applications
de X dans F des lois suivantes :

Pour tout f et tout g éléments de F(X, E) et pour tout A € K,
x f 4 g est Papplication de X dans E définie, pour tout x € X, par

(f +9)(@) = f(z) + g(x),
* A - f est application de X dans E définie, pour tout z € X, par

(A (@) = A (f(x))-
Alors (F(X, E),+,) est un K-espace vectoriel.

Preuve — Démontrons seulement deux points de la définition.
Soient f et g des éléments de F(X,E) et A € K .
eOnal-f=f. Eneffet, pour tout z € X, (1- f)(z) =1-(f(x)) = f(x).
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eOnalX - (f+g)=X:f+X:g. En effet, pour tout z € X,
A (f+)E) =2 ((f +9)(=))
=X (f(2) +g(=))
=Xx-(f@)+ A (9(2))
=X NE)+ (A 9)(=@)
=A-f+A-g)(w).

Le vecteur nul de F(X, E), 6]—'(X,E)a est Papplication nulle : X — E; z+— 0p .

EXEMPLE 10 — Pour tout intervalle I de R, l’ensemble F(I,R) des fonctions de I dans R est un R-espace

vectoriel pour l'addition des fonctions et leur multiplication par un réel. Il s’agit du cas particulier ot
X=1IetE=R.

EXEMPLE 11 — Prenons X = R et E = R2. Soient f et g éléments de F(R,R?) définies, pour tout x € R,
par

f(x)=(1+z,2%) et g(z)= (exp(z),—x).
Alors f + g est Uapplication définie pour tout x € R par
(f +9)(x) = (x +1+exp(x),2? — ).

REMARQUE 12 — On retrouve que l'ensemble KN = F(N,K) des suites a valeurs dans K est un K-espace
vectoriel pour 'addition des suites et leur multiplication par un élément de K.

1.1.3 Quelques regles de calcul

PROPOSITION 13

Soit E un K-espace vectoriel. Pour tout ¥ € E et tout A € K,
i=0
O

- ¥ =0g si et seulement si \=0 ou ¥ =0g.

> O
o) ™

E;

[ ]
>

o —z=(-1)-Z, ou —_aé est lopposé de T dans le groupe (E,+) et —1 est l'opposé de 1 dans le groupe
K, +).

—~

Preuve — Soient ¥ € E et A € K.
¢ Ona0-Z=(0+0)-Z=0-Z+0-7.
Donc, par simplification dans le groupe (E,+), 0-Z = 0.
e OnaX-Og=X-0g+0g)=XA-0g+X-0p.
Donc, par simplification dans le groupe (E,+), A - Op =0g.
e D’apres les points précédents, si A =0 ou Z = 0g alors A-Z = 0g.
Réciproquement, supposons que A - & = ] E-

1¢* cas : A =0.
1 1 1 -
20d cas: A #£0. Alors T=1-Z = (X ><)\> 'CCZX'()\'.E): X-OE:ﬁE.
D’ou le résultat.
e Onad+(-1)-F=1-F+(-1)-Z=(1-1)-F=0-=0g
Donc —# = (=1)-2.
O
PROPOSITION 14
Soit E un K-espace vectoriel.
e Pour tout ¥ € E et tous Ay, ..., Ay éléments de K,
n n
>0 (o) 2
i=1 i=1
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e Pour tous ¥1,...,Z, éléments de E, et tout A € K,
n n
> (A-F) = <Zfi> :
i=1 i=1

Preuve — Ces deux propriétés se démontrent par récurrence en utilisant les points suivants de la définition d’un espace
vectoriel :

e N TF+u-F=N+p)- T,
e M Z+ A FT=X(T+7).

1.1.4 Combinaisons linéaires

DEFINITION 15
Soit E un K-espace vectoriel. Soient &, ...,T, des éléments de E. Soit ¥ € E.

. . . . s . > ) y \ - - PR , .
On dit que & est combinaison linéaire \ %1415\ des vecteurs Ty, ..., T, si & s’écrit sous la forme
n
T = E N Ti=AN-T1+...4+ A\ - T,
i=1
ol A, ..., A\p sont des éléments de K.

REMARQUES 16
o Une combinaison linéaire d’un seul vecteur T est donc un vecteur de la forme X\ - Z, ou X € K.
e Une combinaison linéaire de deux vecteurs X ety est donc un vecteur de la forme A -Z+ -y ot

(A p) € K2

EXEMPLES 17

e Dans R3[X], le polynome 2 + X — 3X3 est, par exemple, combinaison linéaire des polynémes 1, X
et X3 avec M1 =2, o =1 et A3 = —3.

e Plus généralement, tout polynome de K,,[X] s’écrit comme combinaison linéaire des polynémes 1,
X, ..., X"

e Dans R?, le vecteur (2,7) est combinaison linéaire des vecteurs (5,—2) et (1,—3) :
(2,7) = (5,-2) — 3(1,-3).
Pour trouver cette combinaison linéaire, on cherche des réels \ et p tels que
(2,7) = A(5,—2) + p(1, —3).

Cela revient a résoudre le systeme

2=5\+p
7T=-=2\—3u
. 2 1\ , .y S . 1 0
e Dans Ms(K), la matrice M = 11 n’est pas combinaison linéaire des matrices My = 1 0)

1 -1 0 0

En effet, M est combinaison linéaire de ces matrices si et seulement s’il existe (A1, A2, \3) € R3 tel
que M = M\ My + Ao My + A3 M3, soit encore si et seulement s’il existe (A1, Aa, A3) € R3 tel que

2 1 . A+ A =X
1 0/ A1 As )7



1.2. SOUS-ESPACE VECTORIEL

soit finalement, si et seulement si le systéme suivant admet une solution :

Or ce systéme n’admet pas de solutions. D’ou le résultat.

n n
% En général, I’égalité Z i@ = Z W - ; n’implique pas que pour tout ¢ € {1,...,n}, A\; = p;.

i=1 i=1
EXEMPLE 18 — Dans R?, le vecteur (3,3) peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs (1,1),
(0,1) et (1,0) mais il n’y a pas unicité des \; :
(3,3)=1-(1,1)+2-(0,1)+2-(1,0)
=2.(1,1)+1-(0,1) +1-(1,0).

DEFINITION 19

Soit E un K-espace vectoriel. Soit (Z;);er une famille d’éléments de E indicée par I. Soit £ € E. On dit
que T est combinaison linéaire de la famille (Z;);c; si & est combinaison linéaire d’une sous-famille
finie (Ty,,...,7;,), c’est-a-dire & s’écrit sous la forme

14
xr = E )\ip ‘iL’ip,
i=1

ot Aiy, .. A, €K

ip

EXEMPLE 20 — Tout polynéme de K[X]| est combinaison linéaire finie de la famille (X™)pen.

1.2 SOUS-ESPACE VECTORIEL

Dans cette partie, (E, 4+, ) désigne un K-espace vectoriel.

1.2.1 Définition

DEFINITION 21

Soit F' une partie non vide de E. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E \T %\ si F est
stable par les lois + et - (c’est-a-dire, F+ F C F et K- F C F) et si F est un K-espace vectoriel pour les
lois + et - induites sur F.

REMARQUE 22 — Si F' est un sous-espace vectoriel de E alors F est un sous-groupe de (E,+), donc
0F = 0g € F. Un sous-espace vectoriel contient donc toujours le vecteur nul.

EXEMPLE 23 — Les ensembles {0g} et E sont des sous-espaces vectoriels de E, dits triviauz.

Le résultat suivant est celui que ’on utilise majoritairement pour montrer qu'une partie F' d’'un espace
vectoriel E est un sous-espace vectoriel de E. Il évite de vérifier les nombreux points de la définition d’un
espace vectoriel.
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PROPOSITION 24 (Caractérisation)
Un ensemble F' est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

1. FCE,
2. 6E e F,
3. F est stable par combinaison linéaire \ X % /EH G & B I\ ¢ pour tout (Z,7) € F? et tout A € K,

AT+yeFR

Preuve — > Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

Alors, par définition F' C E.

D’apres la remarque précédente, F' étant un sous-groupe de (F,+), 6E € F.

Soient (%, %) € F? et A € K. F étant stable par la loi -, \- & € F. F étant stable par la loi +, A\-Z + 7 € F.
D’ou les trois points de la caractérisation.

<4 Réciproquement, supposons les points 1, 2 et 3 vérifiés.

F est une partie non vide de E puisque F C E et Op € F. Pour tout (Z,7) € F2, Z—§ =&+ (—1)-§ € F d’aprés le point 3.
Donc F' est un sous-groupe de (E,+). (E,+) étant commutatif, (F,+) l’est aussi.

Les autres points de la définition d’un espace vectoriel sont vérifiés car ils le sont pour les éléments de E donc a fortiori
pour les éléments de F'.

D’ou le résultat. O

REMARQUE 25 — Pour montrer qu’un ensemble F' muni d’une addition et d’une multiplication par un
scalaire est un espace vectoriel, on peut montrer que c’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel
connu (voir les exemples de la partie 1.1.2). On prendra garde d ne pas oublier de préciser quel est cet
espace vectoriel plus grand.

REMARQUE 26 — Le point 3 peut étre séparé en deux points :
3.1. Pour tout (Z,) € F?, ¥+ y € F
8.2. Pourtout £ € F et tout \e K, \-Z € F.

Preuve — > Supposons que pour tout (Z, %) € F2 et tout A€ K, \-Z+ 4§ € F.
Soit (#,7) € F2. Alors #+§=1-Z+§ € F.
Soient € Fet A\€K. Alors \-Z=X-Z+ 0g € E puisque Og € F.

< Réciproquement, supposons les deux points vérifiés. Soient (Z, %) € F2 et A € K. Alors A\-Z € F. Puis comme (\-Z, %) € F2,
A-ZH+yeF

D’ou le résultat. O

EXEMPLES 27

e Soit @ un vecteur de R*. L’ensemble R-@ = {\-@ | A € R} est un sous-espace vectoriel de l’espace

vectoriel R?, appelé la droite vectorielle engendrée par .
Preuve —

1. Pour tout N € R, X - i@ € R? donc R- i C R?.
2. Og2 =(0,0)=0-7€R- .
3. Soient (Z,Y) des éléments de R -4 et A € R.
Comme T € R -, il existe A1 € R tel que T = A1 -
u}

S

Comme § € R -4, il existe Ay € R tel que § = Ao -

Donc

NF+T=X (A @)+ Ao -4
= (1) 4o @
= (A1 + Ao) - 0.
Donc A-Z+y€eR 4.
De ces trois points, on en déduit que R - @ est un sous-espace vectoriel
de R2. O
En particulier, toute droite de R? passant par (0,0) est un sous-espace vectoriel de R?.
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e Soient a, b et c trois réels. Le plan P de R? d’équation ax + by + cz = 0 est un sous-espace vectoriel
de Uespace vectoriel R3 : P = {(z,y,2) € R | ax + by + cz = 0}.
Preuve —
1. P CR3.
2. Ogs = (0,0,0) €P carax0+bx04+c¢x0=0.
3. Soient (z1,y1,21) et (x2,y2,22) des éléments de P et A € R.
On sait que ax1 + byr + cz1 =0 et axa + by + cz2 = 0 car (z1,y1,21) et (x2,y2,22) appartiennent au plan P.
Vérifions que X - (z1,y1,21) + (22, y2,22) = (Az1 + 22, Aw2 + y2, Az3 + y3) € P.
On a
a(Az1 + z2) + b(Ay1 + y2) + c(Az1 + 22) = adz1 + axa + bAyr + by2 + cAz1 + cz2
= Maw1 +by1 + cz1) + (aw2 + byz + c22)

=Ax0+4+0
=0.
Donc X - (z1,y1,21) + (x2,y2,22) € P.
De ces trois points, il vient que P est un sous-espace vectoriel de R3. O

En particulier, tout plan de R® passant par (0,0,0)
est un sous-espace vectoriel de R3.

(=}

o R, [X] est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel R[X].
Preuve —
1. Rn[X] C R[X].
2. 0 € Ry[X] car deg(0) = —oc0 < n.
3. Sotent P et Q des éléments de R, [X] et A € R.
Alors AP + Q est un polynome de degré inférieur ou égal & n car deg(AP + Q) < max{deg(P),deg(Q)} <n
puisque deg(P < n et deg(Q) < n. Donc AP + Q € R,[X].

De ces trois points, il vient que Ry, [X] est un sous-espace vectoriel de R[X]. O

e Soit I un intervalle de R. L’ensemble C(I,R) des fonctions continues de I dans R est un sous-espace
vectoriel de 'espace vectoriel F(I,R).
Preuve —
1. C(I,R) C F(I,R).
2. La fonction nulle I — R ; © — 0 est continue donc appartient a C(I,R).
3. Soient f et g deux éléments de C(I,R) et A € R.
Alors, par somme et produit de fonctions continues, \f + g est une fonction continue de I dans R, donc
Af+g€C,R).
De ces trois points, il vient que C(I,R) est un sous-espace vectoriel de F(I,R). O

De méme, les ensembles D(I,K), C1(I,K), C"(I,K) sont des sous-espaces vectoriels de F(I,KK).

o L'ensemble F = {(x,y,2) € R? | zy = 0} n'est pas un sous-espace vectoriel de R3.
Preuve — F est un bien un sous-ensemble de R3 qui contient le vecteur nul puisque 0 X 0 = 0. Mais (1,0,0) € I et
(0,1,0) € F puisque 1 x0=0¢et0x1=0, et (1,0,0) + (0,1,0) = (1,1,0) ¢ F puisque 1 x 1 =1+# 0 donc F n’est
pas stable par combinaison linéaire. Le point 3. de la caractérisation n’est donc pas vérifié. Donc F n’est pas un

sous-espace vectoriel de R3. O

PROPOSITION 28
Soit (E;)icr une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors Uintersection
vectoriel de E.

i1 i est un sous-espace

Preuve —
1. Pour tout i € I, E; C E donc ﬂiel E,CE.

2. Pour tout 7 € I, O € E; car E; est un sous-espace vectoriel de E. Donc Op € ﬂiEI FE;.
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3. Soient & et ¥ deux éléments de ﬂiel E; et soit A € K.

Soit ig € I. Les vecteurs ¥ et i appartiennent & E; . I;, étant un sous-espace vectoriel de I, d’apres la caractérisation,
A-ZHye E;.
ig étant quelconque, A\ - ¥+ ¢ € nzel

De ces trois points, on a le résultat. O

@ La réunion de deux sous-espaces vectoriels n’est pas un sous-espace vectoriel en général car il n’est pas
stable par addition. Voyons sur un exemple.

EXEMPLE 29 —

Soit E = R2. Considérons F la droite vectorielle G o
engendrée par T = (1,0) et G la droite vectorielle A g—l-y
engendrée par § = (0,1). 2
OnaZeF doncie FUG. > >
OnayeGdoncye FUG. r F

Mais £+ 3= (1,0) 4+ (0,1) = (1,1) ¢ FUG.

REMARQUE 30 — Le complementazr@ E\ F d’un sous-espace vectoriel F' n’est pas un sous-espace vectoriel
de E : E\ F ne contient pas Op puisque Op € F.

ProrosiTION 31

Soit F un sous-espace vectoriel de E. Toute combinaison linéaire d’éléments T+, ..., T, de F est élément
de F.
Preuve — Ce résultat se démontre par récurrence en utilisant que F' est stable par combinaison linéaire. O

1.2.2 Sous-espace vectoriel engendré par une partie

DEFINITION 32
Soit X une partie de E. Le sous-espace vectoriel engendré par X est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant X (au sens de Uinclusion). Il est noté Vect(X).

Preuve — Justifions l'existence du plus petit sous-espace vectoriel de E contenant X. E est un sous-espace vectoriel de FE
contenant X. Considérons alors I'intersection F' de tous les sous-espaces vectoriels de E contenant X. F' est un sous-espace
vectoriel de E comme intersection de sous-espaces vectoriels et F' contient X puisque F' est I'intersections de parties contenant
X. Donc F' est un sous-espace vectoriel de E contenant X.

Montrons que F est le plus petit au sens de I'inclusion. Soit H un sous-espace vectoriel de E contenant X . Alors par définition

de F', F C H. Donc F est le plus petit sous-espace vectoriel de F contenant X. O

REMARQUES 33

e Dans le cas d’un nombre fini de vecteurs avec X = {&1,...,%,}, Vect(X) se note souvent Vect(Z1, ..., Z,)
et on parle du sous-espace vectoriel engendré par la famille (Z1,...,%,).

o Plus généralement, si X = {Z; | i € I}, Vect(X) se note souvent Vect((Z;)icr)-

PROPOSITION 34

o Soit (¥1,...,%,) une famille d’éléments de E. Alors Vect(Z1,...,Z,) est 'ensemble des combinaisons
linéaires des €léments T, ..., Tp.

Autrement dit, Vect(Z1,...,7Zn) = {> iy N Ti | (A1,..., An) € K™}

o Plus généralement, soient (&;);cr une famille d’éléments de E indicée par I. Alors Vect((Z;)icr) est
Uensemble des combinaisons linéaires (finies) de la famille (Z;)icr.

Preuve — Traitons le premier point, le deuxiéme se traite de la méme maniére.

10
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Notons C = {ZZ;I i Zi| (A1,..., ) € IK"}, I’ensemble des combinaisons linéaires des éléments &1, ..., Zn.. Montrons,
par double inclusions que C' = Vect(Z1, ..., %n).

> Vect(Z1, ..., &n) contient les éléments Z1, . . ., Tn. Or Vect(Z1, ..., Tn) est un sous-espace vectoriel de E. Donc Vect(Z1, ..., Zn)
contient les combinaisons linéaires des éléments 71, ..., Zp. Donc C C Vect(Z1,...,Zn).

< Réciproquement, montrons que Vect(Z1, ...,Zn) C C. Pour cela, montrons que C' est un sous-espace vectoriel contenant
les éléments T1, ..., Tn.

1. On a C C E puisque les Z; sont éléments de E et E est un espace vectoriel.

2. 0p = Z?zl 0-&; donc O € C.

3. Soient @ et ¥ des éléments de C' et A € K. Montrons que A -4+ v € C.
Comme @ € C, il existe (A1,...,An) € K" tel que @ = ?:1 A - T

Comme 7 € C, il existe (p1,...,un) telle que ¥ = Z?:l Wi+ .

Donc
)\~ﬂ+17=>\~z>\i'fi+§:/ﬁi'fi

i=1 i=1

n
= Z()\/\i + pg) - E
i=1

Donc M@+ v € C.
De ces trois points, il vient que C' est un sous-espace vectoriel de E.

De plus, pour tout j € {1,...,n}, & =1-F; + Z 0-Z; donc Z; € C. Donc C contient les éléments &1, ..., Zn.
i=1,...,n
i#£]
Par définition, Vect(Z1,...,Zn) étant le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant les éléments z;, on en déduit que

Vect(Z1,...,Zn) C C.

Finalement, Vect(Z1,...,%n) = C. O
REMARQUE 35 — Cela signifie que & € Vect(X) si et seulement s’il existe Ty, ..., T, éléments de X et
AL, -., Ay €léments de K tels que
n
F=Y N F=A-F1+...+ AT
i=1

EXEMPLES 36

o Soit ¥ un élément de E. Alors
Vect(Z) ={\-Z| A € K}.

Si = 0g alors Vect(Z) = {0g}
Sinon, Vect(Z) = K- Z est la droite vectorielle engendrée par Z.

-

Vect(Z) . -

e Soient ¥ et y deux éléments de E. Alors
Vect(#,§) = {A+ 7+ - 7| (A1) € K2},

Si & et § ne sont pas colinéaires, Vect(Z, ) est le plan vectoriel engendré par T et .

8|

8 oy
i

Vect(

11
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Si & et i sont colinéaires \L%%\ (c'est-a-dire qu’il existe A € K tel que j = \- & ou & = \- ) avec
Z # 0p, Vect(Z,y) = K- T est la droite vectorielle engendrée par .

Vect (&, i)

-
-
~

x

EXEMPLES 37

Vect(()};) = 6E

e Dans R?, le sous-espace vectoriel Vect((1,1)) est la droite vectorielle dirigée par le vecteur (1,1) de
R? et passant par (0,0) :

Vect((1,1)) = {\(1,1) | A e K} = {(\,\) | A € R}.

—

e Dans R3, considérons & = (1,1,0) et ¥ = (—1,0,3). Le sous-espace vectoriel Vect(T,¥) est le plan
vectoriel engendré par T et i :

Veet(Z,9) = {M1,1,0) + u(=1,0,3) | (\, ) € R*} = {(A — p, A, 3p) | (A, p) € R},

e On aK,[X]=Vect(1,X, X2 ..., X") et K[X] = Vect((X")nen).

e Dans le R-espace vectoriel C,
Vect(1) ={Ax1|AeR}=R

et
Vect(1,4) = {Ax 1+ pxi|(\p) € R} =C.

e Dans le C-espace vectoriel C,

Vect(l) ={Ax1|AeC}=C.

Pour démontrer qu'un ensemble est un sous-espace vectoriel de E, on peut montrer qu’il est engendré par
une famille de vecteurs de E. C’est parfois pratique, comme sur les exemples suivants.

EXEMPLES 38
o Soit F={(A4+mA—p)| (A p) €R?}. Ona

F = {)‘(1’ D+p-1)[(\p) e R2} = Vect((1,1), (1, -1)),

donc F est un sous-espace vectoriel de R?, engendré par les vecteurs (1,1) et (1,—1).

.smm—{(% 2>|aeR}. On a
Gz{@(é (1)>|GGR}:Vect<<(1) (1)))

donc G est un sous-espace vectoriel de Ms(R), engendré par le vecteur (é ?)

e Soit H={(z,y,2) € R®| 2z —y+32=0}.
Soit (x,y,2z) € R3. Exprimons y en fonction de x et z. On a (x,y,2) € H si et seulement si
y = 2z + 3z. Donc

H = {(2,22 +32,2) | (z,2) € R?} = {2(1,2,0) + 2(0,3,1) | (x, 2) € R*} = Vect((1,2,0), (0,3,1)).

Donc H est un sous-espace vectoriel de R?, engendré par les vecteurs (1,2,0) et (0,3,1).

12
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PROPOSITION 39
Soient (&1, ...,%,) une famille d’éléments de E. On considére les opérations suivantes :

L’espace vectoriel engendré par la famille obtenue par ces opérations est encore égal a Vect(Z,. ..

éliminer les vecteurs nuls de la famille.
éliminer un des vecteurs de la famille s’il est égal a un autre,
permuter des vecteurs,

multiplier un vecteur par un scalaire non nul,

ajouter a l'un des vecteurs &;, une combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille :

L + g )\2 * iy

i=1,...,n

i#ig

7xn)'

EXEMPLE 40 — ( Reprenons l’ensemble F des exemples 35. On a vu que F = Vect((l7 1), (1, —1)).

Par opérations sur la famille ((17 1), (1, —1)), on obtient

F = Vect((1,1),(1,—1) + (1,1)) = Vect((1,1),(2,0))
:Vect((l,l),%(Q,O)) Veet((1,1), (1,0))
= Vect((1,1) — (1,0),(1,0)) = Vect((0,1), (1,0))
={( ) | (\ ) € R?}
=R2

1.3 FAMILLES DE VECTEURS

Dans cette partie, (E,+,-) désigne un K-espace vectoriel.

1.3.1 Familles génératrices

DEFINITION 41
Soit (Z;)icr une famille de vecteurs de E. On dit que la famille (Z;);er est génératrice si tout vecteur de
E est combinaison linéaire de la famille (Z;)icr :

E= VeCt((l‘i)ie[).

Commencgons par donner des exemples classiques de familles génératrices.

EXEMPLES 42

Soit n € N*. La famille (1, X,..., X™) est une famille génératrice de K,,[X].
La famille (X™),en est une famille génératrice de K[X].

La famille ((1,0), (0,1)) est une famille génératrice de R? :

Pour tout (z,y) € R?, (z,y) = x(1,0) + y(0,1).

La famille ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est une famille génératrice de R3 :
Pour tout (z,y,2) € R?, (z,y,2) = 2(1,0,0) + y(0,1,0) + 2(0,0, 1).

Plus généralement, soit n € N*. Posons €, = (1,0,...,0), & =(0,1,0,...,0), ..., &, = (0,...
La famille (€1,...,¢&,) est une famille génératrice de K™ :
Pour tout & = (z1,...,2,) € K", =" | 2;6;.

13
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. 10 0 1 0 0 0 0 . Lo .
e La famille ((O 0) , (O O) , (1 0) , (O 1)) est une famille génératrice de My (K) : pour tout
a b
(C d) S MQ(K),
a b 1 0 0 1 0 0 0 0
(0= 0) (@ o)+l 0+ Y)

e La famille (1,4) est une famille génératrice du R-espace vectoriel C :
Pour tout z € C, z = Re(z) x 1 +Im(z) x i.

o La famille (1) est une famille génératrice du K-espace vectoriel K :
Pour tout z € K, z = x x 1.
Lorsqu’un ensemble est écrit comme un Vect, on connait immédiatement une famille génératrice.
EXEMPLE 43 — Nous avons vu a l'exemple /0, par opérations élémentaires sur les Vect, que
Vect((1,1), (1, —1)) = R?.
La famille ((1,1),(1,—1)) est donc une famille génératrice de R?.
On peut aussi montrer, par résolution d’un systéme par evemple, que pour tout (x,y) € R?,

(r.9) = 5201 + T, ),

On retrouve alors le résultat.

En effet, soit (z,y) € R2. On cherche \; € R et Ay € R tels que (z,y) = A1 (1,1) + Xo(1, —1), c’est-a-dire

r=A+A
tels que (x,y) = (A1 + A2, A1 — A2). On doit donc résoudre le systéme )\1 + )\2
Yy=A1—A2
On trouve alors \; = Tty et Ay = x;y
1.3.2 Familles libres et liées
DEFINITION 44
e Soient Ty, ..., &p des éléments de E. On dit que la famille (Z4,...,Z,) est libre si par définition, pour
tout (A1,..., ) €K", si Y. | ;- & = 0g alors, pour tout i € {1,...,n}, \; =0.
On dit aussi que les vecteurs T, ..., T sont linéairement indépendants \“Z1ETC\.

o Soit (Z);cr une famille d’éléments de E. On dit que la famille (Z;);c; de vecteurs de E est libre si toute
sous-famille finie de (Z;);cr est libre.

PROPOSITION 45

Soit (Z1,...,%,) une famille libre de E. Soit £ € Vect(Z1,...,%,). Alors les coefficients A\; dans la
décomposition T = ZZ':l A; - T; sont uniques :

Pour tout (A,...,\,) € K" et tout (pi,...,pmn) € K™, si >0 N+ & = > i) p; - & alors, pour tout
1€ {1,...,71}, )\1:/11

_ n - - n _
Preuve — Supposons que ¥ = Ziil AT et &= Ziil i - T

n n
E Ai T = E Wi+ T,
i=1 i=1

n

Z(M — i) - T = 0g.

i=1

On a donc

soit

14
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Donc, la famille (Z1,...,#,) étant libre, pour tout ¢ € {1,...,n}, \;y — p; = 0, soit A\; = p;.

D’ou le résultat.

Cela nous autorise donc & identifier les coefficients dans les combinaisons linéaires (uniquement lorsque la

famille est libre!).

DEFINITION 46
Soit (Z;)icr une famille d’éléments de E. On dit que la famille (Z;);cr est liée si elle n'est pas libre.

Autrement dit, il existe &1, ..., &, €éléments de la famille (Z;);er et (A1,..., ) € K™ tels que
Z?:l)‘i fz ZGE et ()\17...,)\»”) 75 (0,...70).

On dit aussi que les vecteurs 1, ..., &, sont linéairement dépendants.

PROPOSITION 47

Soient T, ..., T, des éléments de E. La famille (Z1,...,%,) est liée si et seulement si ['un des vecteurs

T1, ..., T, est combinaison linéaire des autres vecteurs.

Preuve — > Supposons que la (Z1,...,&n) soit liée. Alors il existe (A1,...,An) € K" tel que E?:
(A1,.--,An) #(0,...,0). Il existe donc ig € {1,...,n} tel que A;; # 0. On a donc

)‘io'fio+ E i - % =0g.
=1 n

Yo
1710

- 1 - A
Ai Ai
0 . ] 0
i=1 n i=1,...,n

) -
i#ig i#ig
Donc Z;, est une combinaison linéaire des autres vecteurs.

1

Donc

Azfz :GE et

< Réciproquement, supposons que &;, = Zizl,_”n Ai - &;. Alors on a 1- &, + Zlgign(*)\i) -#; = 0 et les \; sont non

i#i0 i#ig
tous nuls puisque A;; = 1. Donc la famille (Z1,...,Zy) est liée.

La remarque suivante découle de la définition de deux vecteurs colinéaires.

REMARQUE 48 — Soient T et i des éléments de E. La famille (Z,4) est liée si et seulement si & et § sont

colinéaires.

Donnons des exemples classiques de familles libres.

EXEMPLES 49

e La famille (1,4) est libre dans le R-espace vectoriel C.

Preuve — Soit (A, ) € R? tel que A- 1+ p-i = 0. Alors, par identification des parties réelles et imaginaires, A = 0

et p=0. D’ot la liberté de la famille (1,4) dans le R-espace vectoriel C.

e Soit n € N*. Posons ¢, = (1,0...,0), & = (0,1,0,...,0), ..., €&, = (0,...,0,1). La famille

(€1,...,€n) est libre dans K™.

Preuve — Soit (A1,...,An) €K™ tel que Y " A; - & = Ogn.

Onad " Xi-&=(\1..., ) et Ogn = (0,...,0).

Donc (M,...,An) =(0,...,0) et donc, pour tout i € {1,...,n}, A; =0.
o La famille (X™)pen est libre dans K[X].

Preuve — Soit (X9, ..., X%) une sous-famille finie de de (X™)nen avecdi < da < ... < dp. Soit (A1,...,\p) € KP
tel que M1 X% + ...+ )\deP = 0. Alors par unicité des coefficients du polynéme nul, A1 = X1 = ... =X, = 0. Donc

la famille (X% ..., X %) est libre.
Toute sous-famille finie de (X™)pen est donc libre, et donc la famille (X™)nen est libre.

e La famille (1, X,..., X™) est libre dans K, [X].

Preuve — La famille (1, X, ..., X™) est une sous-famille finie de (X™)nen qui, on vient de le voir, est libre. Par

définition de la liberté d’une famille infinie, la famille (1,X,...,X™) est donc libre.

On peut aussi le démontrer en revenant a la définition pour une famille finie.
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e Une famille de polynomes non nuls de degrés échelonnés est libre.

Plus précisément, soit (Py, ..., P,) une famille de polynémes non nuls de K[X] telle que deg(Py) <

... < deg(Py,). Alors la famille (Py, ..., P,) est une famille libre de K[X].

Preuve —
Soit (A1,...,An) € K™ tel que \iP1+ ...+ A Pn =0.

Supposons par l'absurde que (A1,...,An) # (0,...,0). Soit ig € {1,...,n} le plus grand indice tel que Aig # 0. Alors
AP+ ...+ X Py, est de degré deg(P;,) # —oo (car les degrés des polynémes sont échelonnés et \;, P;, est non

nul) et n’est donc pas le polynéme nul. Or, par hypothése, \1P1 + ...+ Xjy Piy =0, ce qui est absurde.

Done (M1, ..., n) = (0,...,0) et la famille (Pi, ..., Py) est libre. O
e La famille ((é 8) , (8 (1)> , (? 8) , (8 ?)) est libre dans My (R).
Preuve — Soit (A1, A2, A3, A1) € R? tel que
T R FEN (I REST N
Alors (f\‘; ’;i) = (8 8). Donc (A1, A2, A3, A1) = (0,0,0,0). D’ot le résultat. 0

EXEMPLES 50

e La famille (1,1) est liée dans le C-espace vectoriel C.

Preuve — En prenant A=i etu=1,onat-1—1xi=0 et (A, pu) = (3,1) # (0,0). Donc la famille (1,1) est liée

dans le C-espace vectoriel C. O
e La famille ((1,2,1),(-1,3,1),(—1,13,5)) est liée dans R3.
Preuve — Soit (\, u,v) € R3.
A—p—v=0
A1,2,1) + p(—1,3,1) + v(—1,13,5) = (0,0,0) si et seulement si ¢ 2\ + 3u + 13v =0
A+ p+5r=0
Il existe des solutions non nulles a ce systéme, par exemple (A, u,v) = (2,3, —1).
On a donc 2(1,2,1) +3(—1,3,1) — (—=1,13,5) = (0,0,0) et la famille ((1,2,1),(~1,3,1),(~1,13,5)) est lice. ~ O

PRrOPOSITION 51

1. Soit & € E. Alors () est une famille libre si et seulement si T # 0.

2. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

8. Toute famille contenant une famille liée est liée.

4. Toute famille (Z1,...,%,) dont 'un des vecteurs T; est nul, est liée.

5. Soit (Z1,...,%,) une famille libre de E. Soit ¥ € E. La famille (Z1,...,Z,, %) est libre si et seulement
si T n’est pas combinaison linéaire de la famille (Z1,...,%,). Autrement dit, (Z1,...,Z,,Z) est libre si
et seulement si & ¢ Vect(Zy,...,7n).

Preuve —

1. < Supposons Z # 0p. Soit A € K tel que A - Z = 0. Alors comme Z # O, A = 0. Donc la famille (&) est libre.

> Réciproquement, si & = O alors 1- % = 0, donc la famille (Z) est liée. Donc par contraposée, si (Z) est libre alors

Z#0g.

2. Soit (Z1,...,&n) une famille libre de E. Quitte & changer la numérotation, considérons la sous-famille (Z1,...,Zp)
avec p < n. Si (&1,...,Tp) est une famille liée, alors 'un des vecteurs &;, avec igp € {1,...,p} est combinaison
linéaire des autres et donc &;,, vecteur de la famille (Z1,...,%n) est combinaison linéaire des autres vecteurs &;, avec
i €{1,...,n}. Ceci contredit le fait que la famille (Z1,...,Zn) est libre.

3. Soit (Z1,...,Zn) une famille liée de E. Considérons la famille (Z1,...,Zn,W1,...,Wp). La famille (1, ..., %) étant

liée, I'un des vecteurs &;, est combinaison linéaires des autres vecteurs Z;, donc a fortiori des vecteurs de la famille

(Z1,...,%n,W1,...,Wp). Cette famille est donc liée.

4. Une famille contenant le vecteur O contient donc la famille (0z) qui est liée, et est donc liée.
5. Soit (A1,...,An,\) € K*F1 tel que
M- T1+...+ X\ Zn+ A ZT=0g.
—\;

. n 7 . . . . . . s .
Si A # 0 alors & = Z —— - &;, ce qui contredit le fait que & n’est pas combinaison linéaire des Z;. Donc

=1 )

A = 0. Donc Z?:l X\ - & = Og. La famille (#1,...,2Zn) étant libre, pour tout ¢ € {1,...,n}, A; = 0. Donc
(A, -3 n,A) =(0,...,0,0). Donc la famille (Z1,...,Zn, %) est libre.

O
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1.3.3 Bases
DEFINITION 52

Soit (Z;)ier une famille de vecteurs de E. On dit que la famille (Z;);cr est une base de E si c’est une
famille libre et génératrice.

PROPOSITION 53

Soit (Z1,...,2Z,) une famille de vecteurs de E. La famille (Z1,...,%,) est une base si et seulement si tout
élément & de E s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire de la famille (Z1,...,%,).
Autrement dit, il existe un unique n-uplet (A1,...,\,) € K" tel que
n
E=) N\
i=1

Les coefficients \; de cette combinaison linéaire sont appelés les coordonnées de T dans la base
(l‘l, ce ,.’L‘n).

Preuve — L’existence provient du caractére générateur et 'unicité du caractere libre. O

% Les bases sont des familles et non des ensembles!

Donnons des bases classiques & connaitre. Nous avons déja montré dans les parties précédentes que ces
familles sont libres et génératrices, par définition, ce sont donc des bases.

EXEMPLES 54

e La famille (1,i) est une base du R-espace vectoriel C.
Les coordonnées d’un élément z € C dans la base (1,7) sont (Re(z),Im(z)).
e Soit n € N*. Posons ¢, = (1,0,...,0), & = (0,1,0,...,0),..., €, = (0,...,0,1). La famille
(€1,...,€n) est une base de K", appelée la base canonique de K".
Les coordonnées d’un élément & = (x1,...,x,) € K™ dans cette base canonique sont (x1,...,T,).
e Soitn € N*. La famille (1, X,...,X™) est une base de K,,[X], appelée la base canonique de K, [X].
Les coordonnées d’un polynome P = ag+ a1 X + ...+ a, X™ € K, [X] dans cette base canonique sont
(ag,a1,...,am).

e La famille (X™),en est une base de K[X], appelée base canonique de K[X].
. 10 01 00 0 0 y
e La famille <(0 O> , <0 0) , (1 0> , <0 1)) est une base de Ms(R), appelée la base cano-
nique de My(R).
Les coordonnées d’une matrice (i Z) € M3(R) dans cette base canonique sont (a,b, c,d).
(X—-a?® (X-a)"

20 77l
K,,[X]. Les coordonnées d'un polynome P € K, [X] dans cette base sont (P(a), P'(a), P"(a),...,P™(a)).

est une base de

EXEMPLE 55 — Soient n € N et a € K. La famille (1,X —a,

(X-a? (X-ar
2! T n!

Preuve — Montrons que la famille (1,X —a, ) est libre et génératrice.

e [l s’agit d’une famille de polynémes de degrés échelonnés donc cette famille est libre.

P& (q)

(X —a)k
k! ‘

e Soit P € K, [X]. D’aprés la formule de Taylor polynomiale, on a P = ZZ:O A

(X-a? (X—ar
2! B n!

(X —a)k =370 PW(a)

La famille de vecteurs (l,X —a, ) est donc génératrice.

De ces deuz points, il vient que la famille est une base et la décomposition précédente nous donne les coordonnées de P

dans la base. O
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1.4. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

Pour déterminer les coordonnées d’un vecteur dans une base, on doit déterminer la combinaison linéaire
de ce vecteur dans la base. C’est souvent ce que I'on fait déja pour montrer qu’une famille est génératrice.

EXEMPLE 56 — Nous avons vu a l'exemple /5 que la famille ((1, 1), (1, 71)) est une famille génératrice
de R2.

Montrons que c’est une famille libre.

Soit (X, ) € R? tel que A\(1,1) + u(1,—1) = (0,0). Alors (A + p, A — p) = (0,0). Donc

A+pu=0
A—p=0
Donc A = 1= 0. Donc la famille ((1,1),(1,—1)) est une famille libre de R?.

La famille ((1, 1), (1, —1)) est donc libre et génératrice, c’est donc une base de R?.

De plus, on a vu que tout vecteur (x,y) € R? s’écrit

() = 2+ T, -,
Les coordonnées d’un vecteur (z,y) € R? dans la base ((1,1),(1,—1)) sont donc (x ;— y’ z ; y)

Remarquons que nous avions en fait montré, par résolution d’un systéme, que pour tout vecteur (x,y) € R?,
il existe un unique couple (\, i) € R? tel que (z,y) = A(1,1) + u(1,—1). D’aprés la proposition 55, on
obtient alors directement que la famille ((1,1), (1, —1)) est une base de R?.

Lorsque I'on cherche une base d’un ensemble, on peut commencer par chercher une famille génératrice en
écrivant I’ensemble comme un Vect, puis on vérifie qu’il s’agit d’une famille libre.

EXEMPLE 57 — Reprenons l'ensemble H = {(z,y,2) € R3 | 22 — y + 32 = 0} des exemples 55 et
déterminons une base de H.
e Nous avons vu que H = Vect((1,2,0), (0,3,1)). La famille ((1,2,0), (0,3, 1)) est donc une famille
génératrice de H.

o Vérifions que cette famille est libre. Soit (A, ) € R? tel que \(1,2,0) + 1(0,3,1) = (0,0,0).

A=0
On a donec S 2A+3u =10

w=20
Donc A= p=0.

La famille ((172,0), (0,3, 1)) est donc libre.
e Conclusion : La famille ((1,2,0), (0,3, 1)) est donc une base de H.

1.4 ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

1.4.1 Définition

DEFINITION 58
Soit E un K-espace vectoriel. On dit que E est de dimension finie \ "G R4E\ si E posséde une famille
génératrice finie. Sinon, on dit que E est de dimension infinie \ 0% 4E\ .

EXEMPLES 59

o Les K-espaces vectoriels K™, K, [X] et Ma(K) sont de dimension finie. En effet, leur base canonique
est une famille génératrice finie.

o Le K-espace vectoriel K[X] est de dimension infinie. En effet, aucune famille finie n’engendre K[X].
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1.4. ESPACES VECTORIELS DE DIMENSION FINIE

1.4.2 Existence de bases finies

Nous allons démontrer dans cette partie que tout espace vectoriel E de dimension finie admet au moins
une base, puis dans la partie suivante que deux bases de E ont le méme nombre d’éléments. Cela nous
permettra de définir la dimension de E' comme le nombre d’éléments d’une base quelconque de E.

THEOREME 60
Soit E un K-espace vectoriel tel que E # {6;;} Soit G une famille génératrice finie de E. Soit L une
sous-famille de G telle que L est libre'. Alors il existe une base finie B de E telle que L C B C G.

Preuve — Soit G = (Z1,...,Zxn) une famille génératrice de E. Soit £ une famille libre contenue dans G.

Si L est génératrice alors c’est une base et on a le résultat.

Supposons donc que £ n’est pas génératrice. Quitte & changer la numérotation, supposons que £ = (Z1,...,Zp) avec p < n.
o Alors il existe &;, € {Zp+1,...,Zn} tel que la famille (&1, ..., Tp, 5, ) est libre.
En effet, sinon, chaque vecteur &; avec i € {p+1,...,n} serait combinaison linéaire des vecteurs Z; avec j € {1,...,p}

et alors chaque vecteur & de E pourrait s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs de la famille £. La famille £
serait donc génératrice, ce qui est absurde.
On peut donc compléter la famille £ par un vecteur Z;, € {Zp+1,...,Zn} et la famille (Z1,...,Zp, T, ) est libre.

e Si cette famille est génératrice, c’est une base et on a le résultat. Sinon, on peut & nouveau trouver un vecteur ;,
appartenant & G mais n’étant pas un vecteur de la famille (Z1,...,Zp, T, ) et telle que la famille (Z1, ..., &p, Ti; , Tiy)
soit libre.

e On construit ainsi de proche en proche une suite de familles libres L1, L2, ..., telles que
L1GCLyG...CG.
Comme G est une famille finie, il existe k € N tel que Ly est libre et génératrice. C’est donc une base de E telle que
LC L, CQG.
O

Nous pouvons en déduire directement les résultats suivants.

THEOREME 61
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie tel que E # {0g}.

e De toute famille génératrice finie, on peut extraire une base finie.

e Théoreme de la base incomplete :
Toute famille libre peut étre complétée en une base finie.

e F admet au moins une base finie.

Preuve —

—

e Soit G une famille génératrice de E. Comme E # {0z}, la famille G contient un vecteur non nul Z. La famille (Z) est
donc libre. D’apres le théoréme précédent, il existe donc une base B telle que () C B C G. La famille B est donc une
base de F, extraite de G.

e Soit £ une famille libre de E. E étant de dimension finie, £ admet une famille génératrice finie G. La famille GU L
est génératrice car elle contient une famille génératrice.
D’apres le théoreme précédent, il existe donc une base B telle que £L C B C LU G. La famille £ est donc complétée en
une famille B, base de E.

e F étant un espace vectoriel de dimension finie, £ admet une famille génératrice finie G. D’apres le premier point, on
peut donc extraire de G une base finie. £ admet donc au moins une base finie.

O

REMARQUE 62 — Plus précisément, nous avons démontré que toute famille libre peut étre complétée en
une base en choisissant les vecteurs dans n’importe quelle famille génératrice.

REMARQUE 63 — Dans le cas ot E = {()};}, aucune famille de vecteurs de E n’est libre et E ne posséde
donc pas de base.

1. 1l en existe, il suffit de prendre par exemple la famille constituée d’un vecteur non nul de G, qui est une famille libre.
Un tel vecteur existe car on a supposé E # {0g}.
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1.4.3 Dimension

ProrosiTION 64
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie engendré par n éléments. Alors toute famille libre de F
possede au plus n éléments.

Preuve — Soient G = (Z1,...,%n) une famille génératrice finie de E et F = (¥1,...,¥m) une famille de m vecteurs de E
avec m > n. Montrons que F est une famille liée.
e Si F contient un vecteur nul alors F est liée et la proposition est démontrée.
e Supposons donc que pour tout i € {1,...,m}, 7; # Og. La famille G étant génératrice, il existe (A1, ..., An) € K™ tel
. n o
que y1 = Zi:l i - Ty
o 1 Ai
Comme ¢ # Op, les \; sont non tous nuls. Quitte a réindicer, supposons que A1 # 0. Alors 1 = ™ 71 +Z?_2 )\—Z T
1 A1
On en déduit que tout élément & de E s’écrit comme combinaison linéaire de 1, @2, .. ., Zn. La famille (¢1, @2, ..., Zn)
est donc génératrice.

e Cette famille étant génératrice, il existe (u1,...,un) € K" tel que go = p1 - 41 + 2?22 Wi+ Ty

Si, pour tout ¢ € {2,...,n}, p; = 0 alors go = A1 - g1 et la famille (¢1, 2, ..., Tm) est liée, et la proposition est alors
démontrée.

1 .
Sinon, quitte & réindicer, supposons que p2 # 0. Alors o = — - y3 + m i+ 2?73 L Z;.

2 2 =3
La famille (41, %2, T3, - - .,Zn) est donc génératrice.
Ainsi, on obtient a chaque étape une famille génératrice sous la forme (71, ...,%p, Tp+1,---,%Ln), ot p < 1.
En particulier, pour p = n, la famille (yi,...,¥n) est génératrice. On en déduit que ¥, +1 s’écrit comme combinaison
linéaire des ¢; avec ¢ € {1,...,n}.
La famille (41, ..., Jn,Yn+1) est donc liée. Toute famille contenant une famille liée étant liée, on en déduit que la
famille (¥i,...,Ym) est liée.

e Finalement, toute famille contenant strictement plus de n vecteurs est liée. Une famille libre contient donc au maximum
n vecteurs.

O

Une famille constituée de n éléments est appelée famille de cardinal n.

THEOREME 65
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Toutes les bases de E sont finies et de méme cardinal.

Preuve — Soient B et B’ deux bases de E de cardinaux n et n’. Comme B est génératrice et B’ est libre, d’aprés la proposition

précédente, n’ < n. De méme, comme B’ est génératrice et B est libre, n < n/. D’ou n = n'. O
Nous pouvons maintenant définir la notion de dimension.
DEFINITION 66

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Le cardinal commun a toutes les bases de E est appelé
dimension \4E%0\ de E, et est noté dim(E) (ou dimg(E) sl y a ambiguité sur le corps K)..

Par convention, si E = {0z}, alors dim(E) = 0.

DEFINITION 67
Soient E un K-espace vectoriel.

e Sidim(E) =1, on dit que E est une droite vectorielle.

e Sidim(E) =2, on dit que E est un plan vectoriel.

Pour déterminer la dimension d’un espace vectoriel E/, on trouve donc une base de E puis on compte le
nombre d’éléments de cette base.

EXEMPLES 68 A partir des bases canoniques des espaces vectoriels suivants, on obtient leur dimension :

o dimK" =n, e dim M, (K) = n?,
o dimK,[X]=n+1, e dimcC=1,
o dimM,, ,(K) = np. e dimg C = 2.
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PROPOSITION 69

o Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors E X F' est de dimension finie et
dim(F x F) = dim FE + dim F.
e Plus généralement, soient E1, ..., E, des K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors

dim(Eq X ... x Ep) =dimE; + ... +dim E,,.

Preuve —

e Soient (€1, ...,&m) une base de E et (f1,..., fn) une base de F. Montrons que la famille
B=((€1,0r), ., Em,0r), 0, 1), (Os, f2))
est une base de F x F.

— Montrons que B est une famille génératrice de E x F. Soit (Z,7) € E X F. Comme Z € E, il existe (A1,...,Am)
tel que ¥ = Z:il Ai - €. Comme § € F, il existe (u1,...,un) tel que ¥ = Z;;l wj - f;. On a donc

@D =D Nd@y w i) =D N @)+ n Op. ).
=1 Jj=1 =1 Jj=1

Donc (&, §) s’écrit donc comme combinaison linéaire des éléments de B.

— Montrons que B est une famille libre. Soient (A1,...,Am) € K™ et (p1,...,un) € K™ tels que
m m
ZM -(&;,0p) + Zﬂj (Op, f;) = (0g,0p).
i=1 j=1

On a donc
m n
(Z i '%yZMj -f;) = (0p,0p),
i=1 j=1

donc Z:r;l i - € = GE et Z?:l i+ f_; = GF

Comme (€1,...,Em) est une base de F, pour tout ¢ € {1,...,m}, A; = 0. Comme (fl, .. ,f—;L) est une base de
F, pour tout ¢ € {1,...,n}, u;j = 0. Donc B est une famille libre.

De ces deux points, on en déduit que B est une base de E x F'. Cette base est constituée de m + n éléments avec
m =dim E et n = dim F. Donc dim(E x F') = dim F + dim F.

e On peut le démontrer par récurrence par exemple.

1.4.4 Caractérisation des bases en dimension finie

Les résultats de cette partie sont importants et seront beaucoup utilisés en pratique.

ProposITION 70
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.

o Toute famille libre posséde au plus n éléments.

o Toute famille génératrice posséde au moins n éléments.

Preuve — Soit B une base de E. Alors, par définition de la dimension, B est de cardinal n.

e La famille B étant une famille génératrice & n éléments, d’apres la proposition 64, une famille libre posséde au plus n
éléments.

e Soit G une famille génératrice & m éléments. La famille 3 étant une famille libre & n éléments, d’apres la proposition 64,
n < m. Donc G posséde au moins n éléments.

O

THEOREME 71
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n.

o Toute famille libre ayant n éléments est une base.

e Toute famille génératrice ayant n €léments est une base.
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Preuve —

e Soit £ une famille libre & n éléments. D’aprés le théoréeme de la base incompléte, on peut compléter £ en une base.
Par définition de la dimension, on obtient alors une famille & n éléments. On n’a donc ajouté aucun élément & £ pour
obtenir une base. £ était donc une base.

e Soit G est une famille génératrice & n éléments. De la méme maniére, on peut extraire de G une base, composée de n
vecteurs. C’est donc que 'on n’a retiré aucun vecteur & G pour obtenir une base. Donc G est une base.

O

COROLLAIRE 72
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit (Z1,...,%,) une famille constituée d’exactement n
vecteurs. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

o (¥1,...,@,) est une base,
o (¥1,...,@,) est une famille libre,
o (¥1,...,%,) est une famille génératrice.

% Pour dire qu’une famille libre/génératrice est une base, il faut bien vérifier qu’elle a le méme nombre
de vecteurs que la dimension de E.

EXEMPLES 73
e La famille ((1,2,0), (0,1,2),(2,0, 1)) est une base de R3.
En effet, on vérifie que c’est une famille libre. Soit (A1, A2, A3) € R? tel que

>\1(17 27 0) + >\2(07 ]-a 2) + >‘3(27 Oa 1) = (0707 O)

A1 +2X3=0
Alors  2X1 + X2 =0
2X0 + A3 =0

Donc )\1 = )\2 = )\3 =0.
Donc la famille ((1,2,0)7 (0,1,2),(2,0, 1)) est une famille libre, constituée de trois éléments dans
Uespace vectoriel R? de dimension 3. La famille ((17 2,0),(0,1,2), (2,0, 1)) est donc une base de R3.

e Nous avions vu que Vect((1,1),(1,—1)) = R%. La famille ((1,1),(1,—1)) est donc une famille
génératrice de R, constituée de deux éléments dans l’espace vectoriel R? de dimension 2. La famille
((1,1),(1,-1)) est donc une base de R?.

1l est donc inutile ici de montrer que cette famille est libre (comme nous lavions fait dans une partie
précédente) pour obtenir le fait que c’est une base.

o La famille (1, X — 2, X%+ X +1,2X3 — 2) est une base de R3[X].
En effet, il s’agit d’une famille de polynomes de degrés échelonnés, c’est donc une famille libre de

R3[X]. Cette famille est constituée de 4 éléments dans 'espace vectoriel Rg[X] de dimension 4. La
famille (1, X —2, X%+ X +1,2X3 — 2) est donc une base de R3[X].

Résumons.

METHODE 74 — Il y a quatre manicres de montrer qu’une famille B de vecteurs est une base d’un espace
vectoriel E de dimension finie :

e On montre que tout vecteur de E s’écrit de maniére unique comme une combinaison linéaire de
vecteurs de la famille B.

e On montre que la famille B est une famille libre et génératrice de E.
e On montre que la famille B est une famille libre et on vérifie que dim(E) = card(B).
e On montre que la famille B est génératrice de E et on vérifie que dim(E) = card(B).

Si l’on connait la dimension de FE, les deuz derniéres méthodes sont souvent plus rapides.
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1.4.5 Dimension d’un sous-espace vectoriel

PROPOSITION 75
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F est de
dimension finie et

e dimF < dimF,

o dim F = dim F si et seulement st E = F.

Preuve —

e Si F={0g}, on a le résultat.
Supposons F' # {6 £} Notons n la dimension de E. Soit N l'ensemble des cardinaux des familles libres de F. Toute
famille libre de F' est une famille libre de E donc contient au plus n éléments. N est donc majoré par n. N étant une
partie non vide de N, N admet un maximum p avec p < n.
Soit £ = (&1,...,Tp) une famille libre de F' & p éléments. Montrons que £ est une base de F.
Soit & € F. Comme F n’admet pas de famille libre & plus de p éléments, la famille (Z1,...,Zp, Z) est liée. Donc & est
combinaison linéaire des vecteurs Z;. £ est donc une famille génératrice de F'.
Donc £ est une base de F' et F' est de dimension finie p < n = dim E.

e Supposons que dim EF = dim F. En reprenant la démonstration du point précédent, £ est une famille libre de F' donc
de E constituée de n = dim E éléments. C’est donc une base de E. £ étant génératrice, on a E = Vect(L) = F.

O

DEFINITION 76
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1 est appelé
un hyperplan.

EXEMPLES 77
0

a) |ae R} est engendré par le vecteur

. a
e Nous avons vu a l'exemple 55 que ’ensemble G = (0

0 1
de G. Donc G est un sous-espace vectoriel de Mz(R) de dimension 1. C’est une droite vectorielle de
M, (R).
e Nous avons vu a l’exemple 57 qu’une base de 'ensemble H = {(x,y,2z) € R® | 22 — y + 32 = 0} est
la famille ((1,2,0),(0,3,1)). Donc H est un sous-espace vectoriel de R? de dimension 2. C’est un
plan vectoriel de R3.

(1 0). Ce vecteur étant non nul, la famille (((1) ?)) est libre et génératrice, c’est donc une base
e

e Posons = (1,0,1), 7= (2,1,1) et & = (1,1,0). Déterminons la dimension du sous-espace vectoriel
de R3, V = Vect (i, v, 0).
Par opérations sur les Vect, on a

La famille (4, W) est donc une famille génératrice de V.
Les vecteurs @ et W ne sont pas colinéaires, donc la famille (@, W) est libre.
Libre et génératrice, (4, W) est donc une base de V et V est de dimension 2.

Le résultat suivant propose une méthode pour montrer 1’égalité de deux espaces vectoriels.

ProrosiTion 78
Soit E un K-espace vectoriel. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. Si
F C G et dim(F) = dim(G) alors F = G.

Preuve — Posons p = dim(F). Soit B = (Z1,...,Zp) une base de F. Alors B est une famille libre dans F', donc dans G. B
est donc une famille libre constituée de p éléments dans un espace vectoriel G de dimension p. B est donc une base de G.
Donc G = Vect(Z1,...,Tp) = F. |
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1.4.6 Rang d’une famille de vecteurs

DEFINITION 79
Soit E un K-espace vectoriel. Soient &1, ..., &, des éléments de E. On appelle rang de la famille
(Z1,...,Zn), noté rg(&,..., &), la dimension de l’espace vectoriel engendré par ces vecteurs :

rg(#1,...,%4,) = dim (Vect(Z1,...,T,)) .
Le rang d’une famille de vecteurs est le plus grand nombre de vecteurs linéairement indépendants qu’elle
contient.

ExEMPLES 80
e [En reprenant le troisieme point de l’exemple 77, on obtient que rg((1,0,1),(2,1,1),(1,1,0)) = 2.
o rg(l, X, X2 X%) =4
o 1g(X,2X,4X) =1.

ProrosiTion 81
Soit E un K-espace vectoriel de dimension quelconque. Soient ¥4, ..., &, des éléments de E. On a

avec égalité si et seulement si la famille (%1, ..., Zp) est libre.

Preuve — Vect(Z1,...,Zp) est un espace vectoriel engendré par la famille finie (Z1,...,Zp), il est donc de dimension finie,
inférieure & p, nombre d’éléments de cette famille génératrice. Donc

rg(Z1,...,ZTp) = dim (Vect(Z1,...,Zp)) < p.

En dimension p, une famille de p vecteurs est libre si et seulement si elle est génératrice. O

PROPOSITION 82

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soient &1, ..., T, des éléments de E. On a
rg(Z1,...,7p) < n,
avec égalité si et seulement si la famille (%1, ...,%p) est génératrice de E.
Preuve — Vect(Z1,...,Zp) est un sous-espace vectoriel de E donc dim(Vect(Z1,...,Zp) < dim(E) = n, avec égalité si et
seulement si Vect(Z1,...,&p) = E, c’est-a-dire si et seulement si la famille (Z1,...,Zy) est génératrice. O

COROLLAIRE 83
Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soient 1, ..., &, des éléments de E. La famille (Z1,...,%))
est une base de E si et seulement si

rg(Zh,...,24p) =n.

1.4.7 Matrice d’une famille de vecteurs

DEFINITION 84

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Soit B = (é1,...,€,) une base de E. Soit F = (Z1,...,%p)
une famille de vecteurs de E. Pour tout j € {1,...,p}, on note (a1 j,...,an,;) les coordonnées de &; dans
la base B.

La matrice A = (a; j)i=1...n, notée matp(F) est appelée matrice de F dans la base B.
j=1l...p

REMARQUE 85 — Soit Z € E et soit B une base de E. Alors matg(Z) est la colonne des coordonnées de &
dans la base B.
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EXEMPLES 86

e Dans la base canonique B, de R*,

1 2 -1
0 1 0
math((lvoa_172)7(2717071)7(_1707011)) =11 0 0
2 1 1
e Dans la base canonique B, de Ry[X],
1 0 -1
matg, (14+ X, X +2X%, -1 -X+XH) =1 1 -1
0 2 1

1.5 SOMME DE SOUS-ESPACES VECTORIELS

Dans cette partie, F désigne un K-espace vectoriel.

1.5.1 Somme de deux sous-espaces vectoriels

DEFINITION 87
Soient F et G deur sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de F et G \ZVE73 8] F5 GFFI
l’ensemble

F+G={Z+y|ZecFetyecG={ucE |3y cFxG, u=2+7y}

PROPOSITION 88
Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. La somme F + G est un sous-espace vectoriel de E. De
plus, F' 4+ G est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant F et G.

Preuve — Vérifions la caractérisation d’un sous-espace vectoriel.
e F est stable par combinaisons linéaires donc, pour tout (Z,9) € F X G, £+ 4§ € E. Donc F+ G C E.
e Comme F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E, Op€Fet0p €G. OnadonclOp=0g+0g€F+G.

e Soient (&#,7) € (F + G)? et (\,p) € K2. 1l existe (Z1,91) € F x G et (Z2,92) € F x G tels que @ = &1 + i1 et
T=%o+Yo. Alors A\ G4+ T=X-Z1+ X T1+To+G2=AN-Z1+91)+ (A T2+ y2) € F+ G puisque F et G sont des
sous-espaces vectoriels de E.

Donc F' + G est un sous-espace vectoriel de E';

OnaF C F+G carpour tout £ € F, T =&+0g et O € G. De méme, G C F 4 G. Donc F + G est un sous-espace vectoriel
de E contenant F' et G.

Soit H un sous-espace vectoriel de E contenant F' et G. Alors, pour tout Z € Fettout y € G, Z+y€ HcarZ € Hety€ H
et H est stable par combinaisons linéaires. Donc F'+ G C H. O

Ainsi, tout sous-espace vectoriel de E contenant F' et G contient aussi F' + G.

@ Ne pas confondre la somme avec I'union! L’union de deux sous-espaces vectoriels n’est pas en général
un sous-espace vectoriel.
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EXEMPLES 89
e R+ iR =C. En effet, R+ iR = {a+ib| (a,b) € R?}.
o Les droites vectorielles Vect((1,0,0)) et Vect((0,1,0)) ont pour somme le plan z = 0. En effet,
Vect((1,0,0)) + Vect((0,1,0)) = {(2,0,0) | z € R} + {(0,4,0) | y € R} = {(2,y,0) | (z,y) € R*}.

REMARQUE 90 — Soient F' et G deuz sous-espaces vectoriels de E. On vérifie facilement les propriétés
sutvantes :

e F+G=G+F, e '+ E=F,
o F+{0g}=F, e F+F=F.

THEOREME 91 (Formule de Grassmann)
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. Alors F + G est de dimension finie et

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F N G).
Preuve — Posons p = dim(F'), ¢ = dim(G) et r = dim(F N G). Puisque F N G est un sous-espace vectoriel de F et de G,
r < p et r < gq. Considérons une base (€1,...,€,) de FNG.

Puisque la famille (€1, ..., &) est une famille libre de F, on peut la compléter en une base (€1, ...,€&r, Tr41,Tp) de F. De
méme, on peut la compléter en une base (€1,...,€r, Gr+1,.-.,Yq) de G.

Or tout vecteur 4 de F' + G s’écrit comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de G, donc est de la forme
U = Algl +.ooo+ e+ >\7‘+1f7‘+1 +...+ )\pfzp
+p1€1 + o € + e 1Yrt1 + -+ ey,
ot A1,..., Ap, U1, .., tq sont des éléments de K, soit, en posant, pour tout ¢ € {1,...,r}, v; = X\j + w4,
U=uv1€1+ ...+ Vrgr + A’V‘+lf’l‘+1 +...+ Apfp + Mr+1?7’r+1 +...+ ngq-
La famille (€1, ...,€r, Zr41,..-, Zp,Yr+1,-.-,Yq) est donc une famille génératrice de F + G.
Montrons que cette famille est libre.
Soient v1,...,Vr, Arg1,. .., Ap, i1, .., fig des éléments de K tels que

V1€ + oo F Ur@r A+ A 1B g1 o+ Ap@p A et 11 F -+ pg¥y = 05

aeEFNG TeEF weG
Ona#+ v+ wW=0g, donc W =—u— 9 € F puisque @ et ¥ sont éléments de F. Donc w € F N G. Donc W s’écrit comme
combinaison linéaire des €;, ce qui donne :

Pr41¥r41 + .o+ pelq = p1€1 + ... prér,
ol (v1,...,vr) €K".

La famille (&1, ...,&r, ¥rt1,-..,¥q) étant libre, on en déduit que pour tout ¢ € {r +1,...,q}, p; =0.

De méme, on obtient que pour tout ¢ € {r +1,...,p}, A; =0.

On en déduit donc que v1€1 + ...+ vp€r = GE. La famille (€1,..., &) étant libre, pour tout ¢ € {1,...,7}, v; = 0.
La famille (&1, ...,&r, Zry1,..-, Tp, Yr+1,-.-,Yq) est donc libre. Libre et génératrice, c’est donc une base de F' + G.
Ainsi,

dim(F+G)=r+@p-r)+(@-r)=p+q—r
= dim(F) 4+ dim(G) — dim(F N G).

1.5.2 Somme directe

DEFINITION 92

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que la somme F + G est directe \ ELfI1\, et on
note F & G, si tout élément & de F' + G s’écrit de maniére unique sous la forme @ = &+ avec £ € F' et
yeG.

Autrement dit, pour tout @ € F+G, si i = T1+7Y1 et & = To+ o avec (T1,71) € FXG et (T2,92) € FXG,
alors ¥y = T et Y1 = yo.
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REMARQUE 93 — La seule différence entre F' + G et F & G est que le symbole & précise l'unicité de la
décomposition.

La proposition suivante est trés utilisée pour montrer qu’une somme est directe.

PROPOSITION 94
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. La somme F + G est directe si et seulement si

FNG= {6E}

Preuve — > Supposons que la somme F + G soit directe. Soit 4 € FNG. Alorsi=_@ + O = Og +._ @ . Donc par
N~~~ T
eF el eF €G
unicité de la décomposition, @ = 0. Donc FNG C {0g}. Comme O € F et O € G, {0g} C FNG.

Donc FNG = {0z}

< Réciproquement, supposons que FF NG = {GE} Soit @ € F' 4+ (. Supposons que 4 = &1 + 1 et & = T2 + 2. On a alors
Z1 + Y1 = T2 + Y2, donc 1 — T2 = Y2 — ¥1. Notons ¥ cet élément. Comme F et G sont des sous-espaces vectoriels de E,
T=F1—th € Fet =932 — T2 € G. Donc ¥ € FNG. Comme FNG = {0g}, ¥ =0g, et donc &1 = T2 et §1 = Po.

Donc F et G sont en somme directe.

D’ou le résultat. O

EXEMPLE 95 — Dans R3, F = {(x,y,2) € R® |z +y+2 =0} et G = Vect((1,1,1)) sont des sous-espaces
vectoriels en somme directe.

En effet, F et G sont des sous-espaces vectoriels de R® puisque F = Vect((1,—-1,0),(1,0,—1)) et G =
Vect(1,1,1).

Montrons qu’ils sont en somme directe. Soit (z,y,z) € FNG. Alorsz+y+2z=0 et x =y = z. Donc
z=y=2z=0. Donc (z,y,2) = (0,0,0). Donc FNG C {(0,0,0)} et trivialement, {(0,0,0)} C FNG.
Donc FNG = {(0,0,0)}. De la proposition précédente, on en déduit que F et G sont en somme directe.

ProrosITION 96
Soient F' et G deuz sous-espaces vectoriels de dimension finie de E. Alors F' et G sont en somme directe

st et seulement si
dim(F + G) = dim(F) + dim(G).

Preuve — D’apres la formule de Grassmann,
dim(F + G) = dim(F) 4+ dim(G)

si et seulement si dim(F N G) = 0, soit si et seulement si F NG = {GE}, soit finalement si et seulement si F' et G sont en

somme directe. O

1.5.3 Sous-espaces vectoriels supplémentaires

DEFINITION 97

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. On dit que F et G sont supplémentaires dans E \
2B PR GH R ERIRNZEA]N (ou que Fest un supplémentaire de G dans E) si E est la somme directe
de F et G, c’est-a-dire :

1. La somme de F' et G est directe : F + G =F & G,
2. La somme de F et G vaut E : E=F + G.
On note alors E = F & G.

% Il faut bien distinguer les notions de « F' et G sont en somme directe » et « E est la somme directe de
F et G » (c’est-a-dire que la somme F + G "remplit” E tout entier).
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PROPOSITION 98
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F' et G sont supplémentaires dans E si et seulement
si tout élément 4 de E s’écrit de maniére unique sous la forme 4 =&+ ¢ avec T € F et § € G.

Preuve — Cela découle de la définition d’une somme directe et du fait que E = F + G. O

ProposITION 99
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F' et G sont supplémentaires dans E si et seulement
St

1. FﬂGZ{GE},
2. E=F+G.

Preuve — Cela découle immédiatement de la proposition 94. O

EXEMPLE 100 — E et {6E} sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.

@ Ne pas confondre supplémentaire et complémentaire : un supplémentaire est un sous-espace vectoriel
et n’est pas nécessairement unique, le complémentaire n’est pas un sous-espace vectoriel et il est unique.

ProposITION 101

On suppose ici E de dimension finie. Soient F et G deux sous-espaces vectoriels de E. Soient By =
(Z1,...,%p) une base de F' et Bo = (41,...,Yy) une base de G. Alors E = F © G si et seulement si la
famille B = (Z1,...,%p, 1, -.,Yy), concaténée des bases By et Ba, est une base de E.

Preuve — > Supposons que E = F' & G. Alors tout élément @ de E se décompose de maniére unique comme somme d’un
élément de F' et d’un élément de G, et donc comme combinaison linéaire de la famille B. Donc B est une base.

<4 Réciproquement, supposons que B est une base de E. Alors tout élément @ de E s’écrit de maniére unique sous la forme

@=MT1+ ...+ ApZp+ 11 + ...+ pq¥y,
eF G

et donc de maniere unique sous la forme @ = Z +  avec £ € F et Y € G. Donc E = F & G.

D’ou le résultat. O

EXEMPLES 102

e Deuxz droites non confondues passant par (0,0) sont supplémentaires dans R?.
En effet, en notant D1 = Vect(@) et Dy = Vect(¥), la famille (i, V) est libre puisque les vecteurs
ne sont pas colinéaires. Formée de deux vecteurs, cette famille est donc une base de R?. Donc
R2 = D; ® Ds.

e Si P est un plan passant par (0,0,0) et D est une droite non contenue dans le plan et passant par
(0,0,0) alors P et D sont supplémentaires dans R3.
En effet, en notant P = Vect (i, 7) et D = Vect(w), la famille (i, 7,0) est une base de R3.
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o L’ensemble des fonctions paires P et l’ensemble des fonctions impaires T sont supplémentaires dans
F(R,R).
En effet, P et T sont des sous-espaces vectoriels de F(R,R) (a vérifier).

1. Montrons que PNZ = {Or—r}. Soit f € PNZ. Pour tout x € R, f(—x) = f(x) car f est paire,
et f(—x) = —f(x) car f est impaire. Donc, pour tout x € R, f(xz) = —f(x), donc f(x) = 0.
Donc f est la fonction nulle. Donc PNZI C {Or_r} et Uinclusion {Or—r} C PNZ est évidente.
Ainsi, PNZ = {Orr} et donc P et T sont en somme directe.

2. Montrons que F(R,R) =P +Z. On a P+Z C F(R,R). Réciproquement, soit f € F(R,R).

On a
f(x) _ f(l‘) +2f(_x) + f(x) _2f(_$)
et T —> M est une fonction paire et x — M est une fonction impaire.

Donc f € P+ Z. Donc F(R,R) C P+ T et linclusion P +Z C F(R,R). Finalement
F(R,R) =P +T.

Dot F(R,R) =P & T.

e Dans Ms(R), considérons A = {(8 8) |ae ]R} et B = {((c) Z) | (b,e,d) € R3}.
Alors M2(R) = A® B.
En effet, A et B sont des sous-espaces vectoriels de E puisque A = Vect ((1 0)) et

pmve (0 8- 9.C ) N

8 8 . Soit M € ANB. Alors il existe a € R tel que M = 8 8

o 0 b a 0 0 b . . .
3
et il existe (b,c,d) € R3 tel que M = (c d>' Donc (0 0) = (c d)' Par identification des

coefficients, on en déduit que a =0, b=0,c=0 et d=0. Donc M = 0y3. Donc AN B C {02},
puis AN B = {02} (Iautre inclusion est évidente).

4 fa b\ fa O 0 b
2. Pourtout(a,b,c,d)e]R,(c d)_<0 O>+<c d €A+ B.

Donc M3(R) C A+ B, puis Ma(R) = A+ B (lautre inclusion est évidente).
Dot Ma(R) = A& B.

1. Montrons que ANB = {
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