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Chapitre 1 Introduction aux mathématiques :
vocabulaire, logique et raisonnements

1.1 EXEMPLES D’OBJETS MATHEMATIQUES

1.1.1 Ensembles et éléments

DEFINITION 1
Un ensemble \ 525\ E est une collection d’objets, appelés éléments \TE%\ de E.

DEFINITION 2
On dit que © appartient \vJ&E T E\ a E si x est un élément de l’ensemble E. On note x € E.

DEFINITION 3
Soient E et F deur ensembles. On dit que E est inclus \EtL 75 T F\ dans F si tout élément de E est
ausst élément de F'. On note E C F. On dit que E est un sous-ensemble (ou une partie) de F.

On travaillera avec les ensembles de nombres suivants :

Ensemble Notation Ezxemples d’éléments
Nombres entiers naturels \ F 7840\ N 0,1,2,3,....
Nombres entiers relatifs \ B4\ / v —2,-1,0,1,2, ...
Nombres rationnels \ HHEL\ Q g avecp € Z,qEL*
Nombres réels \ “E4{\ R 1, -3, %, V2, T, ...
Nombres complexes \ 2 %\ C a +ib avec a,b € R

Ces ensembles privés de 0 sont notés N* (se lit « N étoile ») , Z*, Q*, R*, C*.

EXEMPLES 4 Donnons des exemples d’inclusions.

NczcQcRcC.

Nous rencontrerons également les ensembles de nombres suivants.

e L’ensemble des nombres réels positifs (> 0 (se lit « supérieur ou égal 4 0 ») ) est noté R (se lit « R
plus »)

e L’ensemble des nombres réels strictement positifs (> 0 (se lit « strictement supérieur a 0 ») ) est noté
R% (se lit « R plus étoile ») .

e L’ensemble des nombres réels négatifs (< 0 (se lit « inférieur ou égal & 0 ») ) est noté R_ (se lit « R
moins ») .

e L’ensemble des nombres réels strictement négatifs (< 0 (se lit « strictement inférieur & 0 ») ) est noté
R* (se lit « R moins étoile ») .
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1.1.2 Fonctions

DEFINITION 5
Soient E et F deux ensembles. Une fonction (ou application) \FR%L\ de E vers F est un objet qui a tout
élément x de E associe un et un seul élément y de F, noté f(x) (se lit « [ dex ») .

On note f: ' — F pour signifier que f est une application de E dans F.
e E est appelé ’'ensemble de définition \ i& i\ de f,
e F est appelé 'ensemble d’arrivée \(H1\ de f,
e f(x) est appelé I'image \ %\ de z par f,
On peut préciser les images avec la notation

f+ E — F

z — f(x)

( « la fonction f de E dans F' qui & z associe [ de z » ou « la fonction f de E dans F, a  on associe f
de z » ).
DEFINITION 6

La représentation graphique \[¥ 5\ d’une fonction f : I — R (ou courbe représentative) est I’ensemble
des points \ i1\ de coordonnées \"LHT\ (z, f(x)), onx € I.

Y

b axe
des
ordonnées
\IA(BEPR) Hi\
y=f(x)
/_\ \ axe des abscisses R
0 \ B (A i\ x
Donnons des exemples de fonctions usuelles.
Nom de la fonction Notation Représentation graphique
Y
y=x
I\ﬁg“gf\e id: R — R 3
o r — x
exp: R — R
Exponentielle T —> T
\FEECREL\
exp(z) : « exponentielle x »
x
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Nom de la fonction Notation Représentation graphique
Y
y=In(x
h’l . Ri — R %
Logarithme (népérien) z — In(z)
\RERE, ’
In(z) : «Inde x>
Y
R — R
T — |z
Valeur absolue || y = |z|
|z] : « valeur absolue de = »
z
Y
R — R
Carré T s 2
\:\[Aﬁ\ ; y = .772
2% « x au carré »
T
Y
_ .3
R — R y=z
3
Cube T T
. ) z
LT\ 23 « x au cube »
ou « x puissance 3 »
y=+vz
Ry — R
Racine carrée T — T
\FIHR
Vx i « racine carrée de x »
z
g
* 1
R* — R y=—
1 T
Inverse T — —
\ LA R B v v
—r«lsurx>»

cos: R — R

Cosinus x — cos(z) 4
RIL v
\ \ cos(x) : « cosinus = » \\/ \\/
B Y
) sim: R — R —\ y =sin(z)
Sinus x — sin(x) .
\IEFZ\ N
3

sin(z) : « sinus x »
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Y

Les fonctions affines sont les fonctions de la forme
Y =ar + /
R — R

x — auz:%—b7 // >,

oua,belR.
Dans le cas ou b = 0, on parle de fonctions linéaires.
Ce sont donc les fonctions de la forme Yy = ax
R — R ,
r — azx "

oua € R.

1.2 (QUELQUES ELEMENTS DE LOGIQUE

1.2.1 Variables et propositions mathématiques

DEFINITION 7
Une proposition \@i#l\ (ou assertion) est une phrase mathématique qui est soit vraie \E.\ (noté V),
soit fausse \ 1%\ (noté F).

EXEMPLES 8
o «1+1=2>5 (selit «1 plus1 égal 2 ») est une proposition, qui est vraie.

o «bx2=4> (selit «5 fois 2 égal 4 ») est une proposition, qui est fausse.

En mathématiques, on utilise des variables \ 2" i\ . Il s’agit presque toujours de lettres (z, y, a, b, n, ...)
parfois indicées (z1, xa, ...). C’est un nom d’objet, qui ne désigne pas un objet particulier mais des objets
appartenant a un certain ensemble.

Souvent, une proposition dépend d’une ou plusieurs variables. Sa valeur de vérité (vraie ou fausse)
peut alors étre donnée lorsque 1’on précise les valeurs \{E\ des variables. En général, on note P(x) une
proposition qui dépend de la variable est x.

EXEMPLES 9

e La phrase P(x) «x+ 1 =2 » est une proposition & une variable. Par exemple, P(1) est vraie et
P(2) est fausse.

e La phrase P(n,k) «n+k =3 » est une proposition & deux variables. Par exemple, P(2,1) est vraie
et P(2,0) est fausse.

e La phrase P(x, A) «x € A » est une proposition a deux variables. Par exemple, P(1,N) est vraie et

P(v/2,Q) est fausse.

DEFINITION 10
Soient P et Q deux propositions. Si P est vraie lorsque Q est vraie et si P est fausse lorsque Q est fausse,
on dit que P et QQ sont logiquement équivalentes ou qu’elles ont la méme table de vérité. On note

P=qQ.

EXEMPLE 11 — Soient P(x) la proposition « x > 0 » (se lit « x strictement supérieur a 0 ») et Q(x) la
proposition « —x < 0 » (se lit « moins x strictement inférieur a 0 ») . Alors P(z) = Q(x).
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DEFINITION 12

Soit E un ensemble. Soit P(x) une proposition dépendant d’une variable x. On note {x € E | P(x)} (se lit
« lensemble des x appartenant o E tels que P(x) ») Uensemble des éléments de E tels que P(x) est vraie.

EXEMPLES 13

e Ry ={zeR|x >0} : cest 'ensemble des nombres réels positifs.

R* ={y e R|y <0} : c’est ’ensemble des nombres réels strictement négatifs.
[a,b] ={x € R|a <z < b} : c’est 'intervalle \[X[f]\ [a,b] (fermé en a, ouvert en b).

(a < x < b selit, par exemple, « x supérieur ou égal a a et strictement inférieur a b »)

{n €Z|n est pairy = {2k | k € Z} : c’est I’ensemble des nombres pairs \[H%EL\.

e {n€Z|n estimpair} = {2k + 1| k € Z} : c’est ’ensemble des nombres impairs \ 741\
REMARQUE 14 — A chaque fois que l’on écrit une phrase mathématique, il est sous-entendu qu’elle est
vrate.

1.2.2 Connecteurs logiques

A partir d’'une ou plusieurs propositions, on peut construire d’autres propositions.

1.2.2.a. Négation

Soit P une proposition. La négation de P est la proposition non(P) (aussi notée —P), qui est

e vraie lorsque P est fausse,

e fausse lorsque P est vraie.

On représente les valeurs de vérité de non(P) en fonction de celles de P dans une table de vérité :

non(P)

F

P
\Y
F

\Y

Généralement, on remplace la proposition non(P) par une proposition logiquement équivalente.

P

non(P)

T >4

(se lit « x est strictement supérieur a 4 »)

Tz <4

(se lit « x est inférieur ou égal a 4 »)

a=3 a#3
(se lit « a égal 3 ») (se lit « a différent de 3 »)
reN r¢N

(se lit « © appartient a N »

ou « z est un entier naturel >>)

(se lit « x n’appartient pas & N »

ou « z n’est pas un entier naturel »)

n est pair

n est impair

L’ensemble E a au moins deux éléments

L’ensemble E a au plus un élément

f:R — R est une fonction croissante \ 4 PR%{\

f R — R n’est pas croissante

Les droites \ F.%%\ D; et D, sont paralleles \“F-1T\

Les droites D; et Dy sont sécantes \ FH74 /HHE\ .
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1.2.2.b. « Ou »

Soient P et () des propositions. La proposition « P ou @ » (aussi notée P V Q) est la proposition qui est
e fausse lorsque P et () sont fausses simultanément,
e vraie dans les autres cas.

On résume cela dans une table de vérité :

P | Q| Pou@
VIV \%
VI|F A%
F |V A%
F|F F
EXEMPLES 15
P Q Pou@
x €[0,4] | x €]2,8] x € [0,8]
x>0 z=0 x>0
r€eA xeB r€ AUB
(se lit « © appartient a A union B »)

1.2.2.c. « Et »

Soient P et @ des propositions. La proposition « P et @) » (aussi notée P A @) est la proposition qui est
e vraie lorsque les deux propositions sont vraies simultanément,
e fausse dans les autres cas.

On résume cela dans une table de vérité :

P| Q| PetQ
VIV \%
V| F F
F |V F
F|F F
EXEMPLES 16
P 0 PetQ
x € [0,4] x € [2,8] x € [2,4]
x <10 x>2 x € [2,10]
reA rEB reANB
(se lit « x appartient a A inter B »)
ABCD est un losange \Z# %\ | ABCD est un rectangle \ ]\ ABCD est un carré \ 17\

1.2.2.d. Quelques regles de calcul

ProprosITION 17
Soient P, @ et R des propositions. On a :

e non(nonP) = P,
e non(P et Q) = (nonP) ou (nonQ),
e non(P ou Q) = (non P) et (non @),
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Pet(QouR) = (PetQ)ou(PetR),
Pou(QetR) = (PouQ)et(PouR),

e La proposition « P et (non P) » est toujours fausse,

e La proposition « P ou (non P) » est toujours vraie : soit P est vraie, soit non(P) est vraie.

Preuve — On peut démontrer ces propriétés avec des tables de vérité. Donnons un exemple.

P| Q| PetQ | non(PetQ) | non(P) | non(Q) | non(P) ou non(Q)
V|V \ F F F F
V | F F \% F \% \%
F |V F \% \% F \%
F | F F \% \% Vv \%
Donc non(P et Q) = non(P) ou non(Q). |

EXEMPLE 18 — La négation de « x > letx <4 s est «x <loux >4 ».

REMARQUE 19 — Une proposition qui ne peut étre que fausse s’appelle une contradiction \ 77 )&\ .

1.2.2.e. Implication
Soient P et @) des propositions. La proposition « P = @ » (se lit « P implique @) » ou « si P, alors ) »)
est la proposition qui est

e fausse lorsque P est vraie et () est fausse,

e vraie dans les autres cas.

On résume cela dans la table de vérité suivante :

PIQP=Q
V|V v
VI|F F
F |V v
F|F V

REMARQUE 20 — Lorsque P = @ est vraie, on dit que
e P est une condition suffisante pour Q,

e () est une condition nécessaire pour P.

EXEMPLES 21
e La proposition « 2 est pair = 3 est impair » est vraie.
e La proposition « 2 est impair = 3 est pair » est vraie (méme si ¢’est surprenant).
e La proposition « 2 est pair = 3 est pair » est fausse.
e La proposition « 2 est impair = 3 est impair » est vraie.

e La proposition « Si x > 2 alors 3 > 8 » est vraie.

Ainsi, lorsque P = @ est vraie, on ne peut rien dire sur la valeur de vérité de P.

PROPOSITION 22
OnaP=Q = non(P)ouQ.

Preuve — Montrons que ces deux propositions ont la méme table de vérité.

P=Q | non(P) | non(P) ou Q

== <] <| '
| <| = <O

< <|=|<

< <|=| =
<<= <
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O

On en déduit la proposition suivante :
PROPOSITION 23
La négation de la proposition « P = Q » est « P et non(Q) ».
Preuve — non(P = Q) = non(non(P) ou Q) = P et non(Q). |
EXEMPLE 24 — Soit x € R. La négation de « 2> =1 =2 =1»est x> =1 et x # 1.
DEFINITION 25
e La proposition « Q = P » s’appelle la réciproque de ’implication « P = @ ».
e La proposition « non(Q) = non(P) » s’appelle la contraposée de l'implication « P = Q ».
EXEMPLE 26 — Soit x € R. Considérons la proposition « 2> =1 =12 =1 »

e Sa contraposée est « x # 1 = 22 £ 1 ».

e Sa réciproque est « x =1 =22 =1 ».
ProrosiTioN 27
OnaP=Q = (non@) = (nonP).
Preuve — P = Q = non(P)ou @ = Q ounon(P) = non(non(Q)) ou non(P) = non(Q) = non(P). O

PROPOSITION 28
SiP=Q et Q= R alors P = R.

1.2.2.f. Equivalence
Soient P et @ des propositions. La proposition « P < @ » (se lit « P équivalent & () » ou « P si et
seulement si () ») est la proposition qui est

e vraie lorsque les propositions P et QQ sont simultanément vraies ou simultanément fausses,

e fausse dans les autres cas.

On résume cela dans la table de vérité suivante :

P|lQI| PeQ
V|V \Y%
V| F F
F |V F
F|F A%

EXEMPLES 29

e La proposition « (1 =1) < (0 =0) » est vraie.
—0) e (2
e La proposition « (1 =0) < (0 =0) » est fausse.

—_ =

< (0=0
e La proposition « ( < (2=0) » est vraie.

o Soit x un nombre réel. La proposition « x > 2 si et seulement si x> > 8 » est vraie.

ProprosiTION 30
OnaP&sQ = (P=>Q)et (Q=P).

Si la proposition « P < @Q » est vraie, on dit que () est une condition nécessaire et suffisante pour P et

on dit que P et @ sont équivalentes.

REMARQUE 31 — Lorsque P < @ est vraie, on peut dire que P et QQ ont les mémes valeurs de vérité et
donc P = Q.
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1.2.3 Quantificateurs \ & 17\

1.2.3.a. Quantificateurs universel et existentiel

Soit F un ensemble. Soit P(z) une proposition dépendant de la variable x, avec x € E.

DEFINITION 32
Le quantificateur universel \ V& 1\, noté ¥ (se lit « pour tout » ou « quel que soit ») permet de
définir la proposition «Vx € E, P(x) » qui est

e vraie lorsque pour tous les éléments x appartenant a E, P(x) est vraie,

e fausse sinon (c’est-a-dire si P(x) est fausse pour au moins \=/D\ un élément x de E).

EXEMPLES 33
e La proposition «Vx € R, 22 > 0 » est vraie.
e La proposition «¥Vn € N, (n—3)n >0 » est fausse : pourn=1, (n —3)n = -2 < 0.

e La proposition «Vx € R, exp(xz) > 0 » est vraie.

DEFINITION 34
Le quantificateur existentiel \177E£17\, noté 3 (se lit « il existe ... tel que ») permet de définir la
proposition « 3z € E, P(x) » qui est

e vraie lorsque P(x) est vraie pour au moins un élément x de E,

o fausse lorsque P(x) est fausse pour tous les éléments x de E.

REMARQUE 35 — « Il existe un » signifie « il existe au moins \%/D\ un ».

On rencontre parfois la notation « 3!z € E, P(x) » (se lit « il existe un unique \ME—[\ élément x de E
tel que P(x) ») qui signifie qu’il existe un et un seul élément x de E vérifiant P(x).
EXEMPLES 36

e La proposition « 3z € R, 2 = 4 » est vraie, par exemple, pour x =2 ou x = —2.

e La proposition « 3n € N, n? = 2 » est fausse.

e La proposition « 31z € RY, In(x) = 0 » est vraie : l'unique élément de R vérifiant In(x) = 0 est

r=1.

REMARQUE 37 — Si la proposition « Vx € E, P(x) » est vraie alors la proposition « 3z € E, P(x) » est
vraie. Mais la proposition « 3z € E, P(x) » peut étre vraie et la proposition «Vx € E, P(x) » fausse.
Voyons cela dans Uexemple qui suit.

EXEMPLES 38

e La proposition «Vx € R,x > 0 » est fausse : par exemple, pour z = —1, x<0.

e La proposition « dx € R,z > 0 » est vraie : par exemple, pour x =1, x> 0.

Les quantificateurs sont donc extrémement importants en mathématiques. L’exemple précédent nous
montre que sans précision sur la variable x, la proposition « > 0 » n’a pas de sens.

@ Les symboles « ¥ » et « 3 » ne sont pas des abréviations \ 7% /{5 \, ils ne doivent pas étre utilisés
dans une phrase en francais.

PROPOSITION 39

On a

e non(Vx € E, P(xz)) = 3z € E, non(P(x)),
e non(3z € E, P(x)) = Yz € E, non(P(x)).
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EXEMPLE 40 — Soit f une fonction de R dans R. La négation de « 3z € R, f(x) = 0 » est «Vx €
R, f(z) #0 ».

On peut intervertir les quantificateurs de méme nature.

PROPOSITION 41
Soit P(x,y) une proposition dépendant de deuz variables. On a

e Ve e E,VyeF, Pla,y) = VyeF, Ve e E, Pla,y).
e duxecFE JyeF Pla,y) = JyeF, Jz € E, P(x,y).

% On ne peut pas intervertir V et 3. Par exemple, les propositions suivantes n’ont pas la méme signification.

e La proposition « Vo € E, y € F, P(z,y) » signifie que pour tout z € E, il existe une valeur y € F
(qui dépend a priori de x) telle que P(x,y) est vraie. On dit que y dépend de x.

e La proposition « dy € F, Va € E, P(z,y) » signifie qu’il existe une valeur y € F telle que P(z,y)
est vraie pour toutes les valeurs de x dans E (c’est le méme y pour tous les z).
EXEMPLES 42

e La proposition «Vx € R, Jy € R, © > y » signifie que tout nombre réel x est supérieur ou €égal a
un nombre réel y (qui dépend de x). C’est une proposition qui est vraie : pour tout © € R, on peut
prendre y=x —1 etonax >y.

e Mais la proposition « Ay € R, Vo € R, x > y » signifie que tout nombre réel x est supérieur ou
égal a un méme nombre réel y. C’est une proposition qui est fausse.

ProOPOSITION 43
La négation de «Vax € E, Jy € F, P(x,y) » est « dz € E, Vy € F, non(P(z,y)) ».

EXEMPLE 44 — La négation de «Vx €R, Iy € R, y?> >z »est « Iz €R, Vy € R, y?> <z ».

PROPOSITION 45
On a

eV e E, (P(x)etQ(z)) < (Vz e E, Pla))et(Vz € E, Q(x)),
e Vz e FE, (P(x)ouQ(z)) = (Vx € E, P(x))ou Vx € E, Q(x)),
e dzeE, (P(x)etQ(z)) = 3z € E, Pla))et 3z e E, Qx)),
e dJzeFE, (Px)ouQ(z)) = 3z € E, P(x)) ou(3x € E, Q(x)),

Pour les deuxieme et troisiéme points, il n’y a pas équivalence comme le montrent les exemples suivants.

EXEMPLES 46
e La proposition «Vn € N, (n est pair ou n est impair ) » est vraie.
Mais la proposition « (Vn € N, n est pair) ou (Vn € N, n est impair) » est fausse.
o La proposition « 3z € R, (cos(z) = 0 et sin(z) = 0) » est fausse.
Mais la proposition « (3x € R, cos(z) =0) et (3z € R, sin(z) = 0) » est vraie.
Pour expliciter le fait que le x n’est pas le méme dans la proposition « 3z € R, cos(z) = 0) » que

dans la proposition « Jx € R, sin(x) = 0 », on pourra utiliser des lettres distinctes. Par exemple, on
préférera la notation « (3u € R, cos(u) =0) et (v € R, sin(v) =0) »

10
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1.2.3.b. Variables muettes

On suppose que la variable y n’apparait pas dans P(x). Alors
eVxeFE, Plx) = Vy€eE, P(y).
e JxcFE, Plx) = JyeE, Py).

On dit que la variable apparaissant dans la proposition est muette \ 25 = /M 25 &\, on peut la
remplacer par n’importe quelle lettre.

Donnons d’autres exemples fréquents en mathématiques ou la variable est muette.

EXEMPLES 47
o {x eR|x>1} (selit « l’ensemble des x appartenant a R tel que x est supérieur ou égal a 1 »),
. 1ir+n exp(—t) = 0 (se lit « la limite \TRFR\ lorsque t tend vers +oo de exponentielle moins t est
— 400

égale a 0 »),

5
. Zk =15 (se lit « la somme \FI\ pour k allant de 1 ¢ 5 des k est égale a 15 »),
k=1
4
. Hz =24 (se lit « le produit \TR\ pour i allant de 1 a 4 des i est égal a 24 »),
i=1

e x+—— 22+ x+1 (selit « la fonction qui a x associe x>+ x + 1 »),
o L’équation \JiE\ 22 +1 =0 d’inconnue z € C.

1.3 UTILISATION DES QUANTIFICATEURS : VOCABULAIRE SUR LES
FONCTIONS

On introduit le vocabulaire a connaitre sur les fonctions. Soit f : R — R une fonction.

On dit que la fonction f est Définition Mustration

la fonction nulle

\EH Ve eR, f(z)=0.

est s’annule

\ELAEHREY\ Iz eR, f(z)=0

positive (ou & valeurs positives)

\IEBREL (BUE#ATO) \

Ve eR, f(x)>0

11




1.3. UTILISATION DES QUANTIFICATEURS : VOCABULAIRE SUR LES FONCTIONS

On dit que la fonction f est Définition Illustration

Ve eR, VyeR, f(z) = f(y).

constante ou
\ i (E R EL\
ICeR, VzeR, f(x)=C.
croissante
PR < < .
\ig%lﬂ;&\ VreR, VycR, (x_yjf(x)—f(y))

strictement croissante

\ TG B VzeR, VyeR, (z<y= f(x)<f(y))

décroissante

\ RS VzeR, VyeR, (z<y= f(x)2f(y))

strictement décroissante

\ P B Ve eR VyeR, (z<y= fx)>f(y).
\r%%%oélo%lﬁf\ f est croissante ou f est décroissante
Tovériodi

ST Vi €R, f(z+T) = f(z).

12




1.3. UTILISATION DES QUANTIFICATEURS : VOCABULAIRE SUR LES FONCTIONS

On dit que la fonction f est Définition Illustration

périodique IT eRy, Vz €R, f(z+T) = f(z).
majorée ()<

\E L5\ IMeR, VzeR, f(z)<M.
minorée

< .

VE TR IdmeR, Vo e R, m<f(x)
bornée f est majorée et f est minorée
VEF : ‘
paire o

VB Ve eR, f(—z) = f(x).
impaire ) = —

\ B Ve eR, f(—z) =—f(z).

13




1.4. FORMULES EN MATHEMATIQUES : ’EXEMPLE DE LA TRIGONOMETRIE

1.4 FORMULES EN MATHEMATIQUES : L'EXEMPLE DE LA
TRIGONOMETRIE

En mathématiques, une formule \ /A=t /1T 5 =\ est souvent une expression & apprendre par coeur ou &
retrouver trés rapidement. Les formules peuvent étre utilisées directement en exercices. Nous donnons
dans cette partie les formules & connaitre en trigonométrie \ — /1 (5 %7\ . Elles seront particulierement
utilisées en physique. Un formulaire est un ensemble de formules.

1.4.1 Rappel : les fonctions trigonométriques

On munit le plan \“F[fl\ d’un repere orthonormé \ EL/fAAFR R\ (0,7,7).

DEFINITION 48
Le cercle trigonométrique \ 00 (A THI5 = fAEKED \ est le cercle \[%]\ du plan de centre \|7
I\ (0,0) et de rayon \ 1%\ 1.

DEFINITION 49
Soit z € R. Soit M le point du cercle trigonométrique

tel que l'angle \ i\ de vecteur \ [ &\ (7, O—]\>4) est
égal a x (orienté dans le sens direct).

On note alors

e cos(x) l'abscisse \THALHE\ du point M,

e sin(z) l'ordonnée \Y LR\ du point M.

On définit ainsi les fonctions cosinus et sinus de R
dans [—1,1].

e La fonction tangente \1]%%\ est alors définie, pour
tout x € R\ {g +nnm | n € Z} (la barre \ se lit

« privé de ») , par

sin(x)

tan(x) = cos(z)”

Les représentations graphiques sont les suivantes :

14
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1.4. FORMULES EN MATHEMATIQUES : ’EXEMPLE DE LA TRIGONOMETRIE

REMARQUE 50 — Le cercle trigonométrique est I’ensemble des points (z,y) € R? tels que z2 + y* = 1.

ProposITION 51

e Pour tout x € R, cos?(z) + sin’(z) = 1.

o Soit (x,y) € R? tel que 2% + y? = 1. Alors il existe 6 € R tel que x = cos(0) et y = sin(6).
Donnons une interprétation sur les triangles \ = f/\.

PROPOSITION 52

Soit x € }O, g [ Soit ABC un triangle rectangle \ E.ffi —ff C
JE\ en A et tel que ABC =z. On a hypf}ft‘ej?use

coté adjacent  AB \FH\ coté
o cos(x) = ———— = —, opposé

hypoténuse BC i
in(x) cété opposé  AC \XTI2\
o sinfz) = ——— = —
’ ) B

hy]A)to:/tenuse . Bi c coté adjacent A

e tan(r) = cote oppose \ &R\

coté adjacent  AB’

PROPOSITION 53

e Les fonctions cos et sin sont 2mw-périodiques :
Ve eR, Vk € Z, cos(x + 2km) = cos(x) et sin(z + 2kn) = sin(z).

La fonction tan est w-périodique : Vo € R\ {g +nm,n € Z},Vk € Z, tan(z + kr) = tan(z).

La fonction cos est paire : Vo € R, cos(—z) = cos(z).

La fonction sin est impaire : Vx € R, sin(—z) = — sin(x).

La fonction tan est impaire : Vo € R\ {g +nm,n € Z}, tan(—z) = — tan(x).

1.4.2 Formulaire

Les formules suivantes se retrouvent par lecture graphique.

PROPOSITION 54 (Symétries \ X/ #7\)

Pour tout x € R,

e cos(m + x) = —cos(z),
e sin(m + x) = —sin(z),
e cos(m — x) = —cos(x),

e sin(m — x) = sin(x).

Pour tout x € R,

o cos (g + x) — —sin(x),
o sin (g + x) = cos(x),
o cos (g - x) = sin(a),
o sin (g - m) = cos(a)

15



1.4. FORMULES EN MATHEMATIQUES : ’EXEMPLE DE LA TRIGONOMETRIE

REMARQUE 55 — Pour tout x € R et tout n € N,

cos(x +nm) = (—=1)"cos(x) et sin(z+nmw)=(—1)"sin(z).

Le tableau des valeurs remarquables est le suivant (& connaitre!) :

N O . . . I

6 4 3 2
2 1

cos(x) 1 ? % 3 0 -1
1 2 3

sin(x) 0 3 g g 1 0
1

tan(z) 0 — 1 V3 X 0

V3

On déduit facilement les autres valeurs par symétrie.

PROPOSITION 56 (Formules d’addition \/Ill\ et de soustraction \ i\ )

e cos(a +b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b), o tan(a _ tan(a) + tan(b)
. 5( —b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b), tan(a +b) 1 — tan(a) tan(b)’
e sin(a + b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a), b tan(a) — tan(b)
e sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a), o tan(a =) = T e tan(d)

Les formules suivantes s’obtiennent en prenant a = b dans les formules d’addition.

PROPOSITION 57 (Formule de duplication)
e cos(2a) = cos?(a) — sin?(a) = 2cos?(a) — 1 = 1 — sin?(a),
e sin(2a) = 2sin(a) cos(a),

2tan(a)

e tan(2a) = T tan’(a)’

On en déduit alors les formules suivantes.
PROPOSITION 58 (Formules de linéarisation)

1+ cos(2a)

1 — cos(2a)
2 ’ ’

2

o cos’(a) = o sin’(a) =
PROPOSITION 59 (Formules de développement (développer \ /1))
e sin(a) cos(b) = % (sin(a + b) + sin(a — b)), e cos(a)cos(b) = % (cos(a — b) + cos(a + b)),
e cos(a)sin(b) = % (sin(a + b) — sin(a — b)), e sin(a)sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a + b)).

PROPOSITION 60 (Formules de factorisation (factoriser \[X=045fi#\ ))
e sin(p) + sin(g) = 2sin (p—;—q) cos <p;q>; e cos(p) + cos(q) = 2cos (

-m@—mw=%wﬁgﬂm(ﬁf) -m@ﬂm@=4m(ﬁﬁ%mfgﬁ,

hS
+ T
LS
N——
Q
@]
w0
7 N
iS
||
L
N——

16



1.5. METHODES DE DEMONSTRATION

1.5 METHODES DE DEMONSTRATION

Un raisonnement \121F\ mathématique est un processus permettant d’établir, & partir de propositions
vraies, de nouvelles propositions, de nouveaux résultats, en utilisant des principes logiques. Dans cette
partie, nous étudions différents types de raisonnement.

Lorsque 'on écrit une proposition mathématique, il est sous-entendue qu’elle est vraie. Sinon, on ne 1’écrit
pas.

1.5.1 Vocabulaire

Les définitions \ it .\ introduisent du vocabulaire nouveau.

e Un axiome \/2#\ est une proposition dont on décide qu’elle est vraie. Il ne se démontre pas.

A partir des axiomes, on déduit des théorémes \7E ¥\, propositions \#7/l\, lemmes \5|#\ et
corollaires \ff£12\. Les théorémes sont les propositions qui semblent les plus importantes, les lemmes
sont des propositions qui servent a démontrer les théoréemes, les corollaires sont des conséquences
directes de théorémes.

e Une démonstration \ 17\ ou une preuve est un texte qui justifie que la proposition est vraie.

Une conjecture \Jf/£\ est une proposition dont on ne sait pas encore si elle est vraie ou fausse.

Une proposition s’énonce souvent sous la forme « Si A alors B» ( A= B).

e La proposition A regroupe les hypothéses \(F1%)\.

e La proposition B regroupe les conclusions \ %511\

1.5.2 Quelques exemples de rédaction

Lorsque I'on dit « Supposons \[f1%\ P », cela signifie que ’'on suppose que la proposition P est vraie.

Pour bien rédiger en mathématiques, on doit respecter certaines regles.
e On doit introduire les nouveaux objets.
— Pour introduire une variable z qui représente un élément quelconque \ (L= [7](7C%)\ d’un
ensemble F on peut écrire :
« Soit x € E » ou « Soit x un élément de E ».
— Pour donner un nom, par exemple M, a une quantité connue ou a un objet que ’on va souvent
utiliser, on peut écrire :
« Posons \“\ M =...» ou « Notons \il\ M =...».
V243
4
e On doit mettre des liens logiques entre les arguments, comme par exemple :
— «Donc » \[H It /FTLL/ 2N,

— « D’ou »,

Par exemple, « Posons M = ».

— « Or »,
— « Par conséquent » \JTLL/F I\
— « Ainsi » \JTEL/FIEN,
— « On en déduit que » \FA A AT LIFES H L\,
— « Finalement » \ 2.7 /%)), ...
e On peut annoncer ce que I'on va faire. Cela peut peut aider a bien clarifier I'objectif :
« Montrons que ... \IEIH..\ ».

Le tableau suivant présente des exemples de rédaction selon ce que ’on doit démontrer.
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1.5. METHODES DE DEMONSTRATION

A démontrer

Idée

Ezxemples de rédaction

Pour tout z € E, P(x).
«Vx e E, P(z)»

On consideére un élément quel-
conque x de E et on montre
que P(x) est vraie.

Soit x € E. Montrons P(x).

Donc P(z).

Il existe = € E tel que P(x).
«Jdr e E, P(z) »

En général, on donne explici-
tement un élément zo de E
tel que P(xq) est vraie (trou-
ver la valeur du xq est le plus

difficile)

D’ot, pour tout x € E, P(x).
Posons xg = ... Montrons P(xg).
Donc P(x).

Il existe donc x € E tel que P(x).

Unicité d’un objet vérifiant
une propriété P(x)

On suppose qu’il en existe
deux et on montre qu’ils sont
égaux.

(D’autres méthodes sont pos-

sibles.)

Soit x et ' des éléments de E. Suppo-
sons P(x) et P(z').
Montrons que x = x'.

Donc x = 2'. Dot l'unicité.

Si P alors Q.
«P=Q»>»

On suppose que P est vraie et
on démontre que @) est vraie.
(Rappelons que quand P est
fausse, cette implication est
toujours vraie).

Supposons P. Montrons Q.

Donc Q.
D’ou, si P alors Q.

P si et seulement si @

« P& Q>

e Méthode 1 : On raisonne par
double implication, P = @
puis @ = P

e Méthode 2 : On raisonne suc-
cessivement par équivalence.

-Supposons P. Montrons Q.

Donc Q.
-Réciproquement, supposons Q. Mon-
trons P.

Donc P.
-D’ou, P si et seulement si Q.

P si et seulement st

si et seulement si Q).

«PetQ>» On montre que P est vraie et | -Montrons P.
que @ est vraie. :
Donc P.
-Montrons Q.
Donc Q.
-D’ou, P et Q.
«Pou@» On peut montrer que

« (non P) = @ » est vraie.

Supposons non(P). Montrons Q.

Donc Q.
D’ou, P ou Q.
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1.5. METHODES DE DEMONSTRATION

Rappelons que pour prouver qu’une proposition P est fausse, on peut montrer que sa négation non(P) est
vraie. Par exemple, pour montrer que la proposition « Vo € E, P(x) » est fausse, on peut montrer que
sa négation « 3z € E, non(P(z)) » est vraie. Donner un élément xo de E tel que non(P(zg)) est vraie
s’appelle un contre-exemple \ 7 {7\ .

e La fleche « = » ne signifie pas « donc ». En effet, dire « P est vraie donc () est vraie » n’est pas
la proposition « P = @ » (on ne sait pas si P et () sont vraies ou fausses). On utilise finalement
% les faits suivants : P est vraie. Or P = @ est vraie. Donc Q) est vraie.

e Lorsque 'on utilise la fleche « < », il faut étre stir que le sens direct (=) et le sens réciproque
(<) soient vrais.

REMARQUE 61 — Dans un ezercice, pour appliquer un théoréme de la forme A = B (« Si A alors B »),
on commence donc par vérifier que A (les hypothéses) est vraie. On écrit par exemple

« On a A. Or d’apreés le théoréme ..., A implique B. Donc B »

Donnons des exemples de rédaction de démonstrations.

EXEMPLES 62

e Démontrons \ I\ que pour tout n € Z, si n est pair alors n? est pair.
1l s’agit de la proposition «¥n € Z, (n est pair = n? est pair) ».

Preuve : Soit n € Z. Montrons que sin est pair alors n? est pair.

Supposons n pair. Nous allons montrer que n’ est pair.

Par hypothése, n est pair, donc il existe k € Z tel quen = 2k. On a donc n?® = (2k)? = 4k* = 2(2k?)
et 2k* € 7.

Donc n est pair.

Done, pour tout n € Z, sin est pair alors n? est pair.

e Démontrons que, pour tout (a,b) € R?, (a+b)? = a® + b* si et seulement sia =0 ou b= 0.
Il s’agit de la proposition «¥(a,b) € R%, ((a+b)? =a?+b* < (a=00ub=0)). »

Preuve : Soit (a,b) € R?. Montrons, par double implication, que (a + b)? = a® + b? si et seulement
sia=0 oub=0.

> Supposons que (a + b)? = a® + b2. Montrons que a =0 ou b = 0.
Supposons a # 0. Nous allons montrer que b = 0.
On sait que (a + b)? = a® + 2ab + b2 et, par hypothése, (a + b)? = a® + b2. Donc
a® + 2ab+ b% = a® + b°.
Done, 2ab =0, soit ab=0. Or a # 0. Donc b= 0.
Donc a=0 oub=0.
Donc si (a+b)? = a? + b% alors a =0 ou b= 0.

4 Réciproquement, supposons a =0 ou b = 0. Montrons que (a + b)? = a? + b?.

—1¢" cas : a = 0. Alors

(a+b)?*=(0+0b)?>=b"=0"+b"=a’+ "
=274 cas : b= 0. Alors

(a+b)?=(a+0)?=da®>=0a’>+ 0% =a® + b

—Donc, dans tous les cas, (a +b)? = a® + b?.
Donc sia =0 oub=0 alors (a+ b)? = a® + b2.
Done, (a+b)? = a® + b? si et seulement sia =0 ou b= 0.

a et b étant quelconques, on a le résultat.
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1.5. METHODES DE DEMONSTRATION

e Démontrons que la proposition «¥n € N, 2" > n? » est fausse.

Preuve : Donnons un contre-exemple.
Pourn =3, on a8 = 2% < 32 =9. I existe donc un entier naturel n tel que 2™ < n2. Donc la
proposition «Vn € N, 2" > n? » est fausse.

Le cours de mathématiques est constitué d’une succession de propositions. Chaque proposition est suivie
d’une démonstration (ou preuve). Il peut arriver qu'une démonstration soit trop difficile ou qu’elle soit
démontrée plus tard dans le cours, on dit alors que la proposition est admise et on ne fait pas de
démonstration.

L’exemple qui suit peut étre vu comme un extrait d’un cours de trigonométrie. Nous donnons une
proposition (& connaitre), suivie d’'une démonstration, d’un exemple et de quelques remarques.

EXEMPLE 63 —

ProroOSITION 64
Soient a et b deux nombres réels non tous deuzr nuls. 1l existe un nombre réel ¢ tel que, pour
tout x € R,

acos(x) + bsin(x) = Va2 + b2 cos(z + ).

et yo = _ . Alors

Preuve — Par hypothése, (a,b 0,0), donc Va2 + b2 # 0. Posons g = a4 0 =
Yp: ( )#( ) # a2 + b2 vVaZ + b2

@2 +y2 = 1. Il existe donc ¢ € R tel que xo = cos(yp) et yo = sin(p).
Pour tout x € R, on a donc

. a —b .
acos(z) + bsin(x) = v/ a2 + b2 (\/ﬁ cos(z) — N sm(m))

= /a2 + b2(zq cos(z) — yo sin(z))
= 1/ a2 + b?(cos(p) cos(z) — sin(y) sin(x))
= /a2 + b2 cos(z + ).

D’ow le résultat \[FItL /ML FATREGEIL510\. O

EXEMPLE 65 — Pour tout x € R,

cos(z) + sin(x) = V2 (\2 cos(zx) + % sin(x))

=2 (cos (2) cos(z) + sin (%) sin(x))

CoS | T

REMARQUE 66 — On pourrait démontrer de méme que pour tout (a,b) € R?, il existe un
nombre réel ¢ tel que, pour tout z € R,

acos(x) + bsin(x) = Va2 + b?sin(z + ).

En physique, un signal sinusoidal \ I-7% {5 5\ est une fonction de la forme ¢ — A cos(wt + ) ,
ol A, w et o sont des nombres réels. A est appelé amplitude \ I\, w (se lit « omega ») est
appelé pulsation \[Jk{'fl\ et ¢ (se lit « phi ») est appelé phase \FH{i\.

y = Acos(wz + ¢)Y

SN N
-

o |
/!
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La proposition précédente nous dit donc que la somme de deux signaux sinusoidaux de méme
pulsation w est a nouveau un signal sinusoidal de pulsation w. On peut en effet réécrire la

proposition 64 sous la forme :
Pour tout (A1, Az) € R? et tout w € R, il existe A € R et ¢ € R tel que, pour tout t € R,

Aj cos(wt) + Ag sin(wt) = A cos(wt + ).

1.5.3 Raisonnements classiques

1.5.3.a. Raisonnement par contraposée (ou par contraposition)

Pour montrer que la proposition « P = @ » est vraie, on peut montrer que sa contraposée, qui est la
proposition « non(Q) = non(P) », est vraie. On parle de raisonnement par contraposée \ it/ \ .

EXEMPLE 67 — Démontrons que pour tout n € Z, si n? est pair alors n est pair.

Cette proposition s’écrit « ¥n € Z, (n? pair = n pair) ».

Preuve : Soit n € Z.

Plutét que de montrer « n? pair = n pair », on montre la contraposée « n impair = n? impair », plus
facile a démontrer.

Montrons par contraposée que si n? est pair alors n est pair.

Supposons que n est impair. Nous allons montrer que n’ est impair.

Par hypothese, n est impair, donc il existe k € Z tel que n =2k + 1. On a donc

n? = (2k +1)? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1,

et 2k* + 2k € Z.
Donc n? est impair.
Donc sin est impair alors n? est impair. On en déduit par contraposée que si n? est pair alors n est

pair.
D’ou le résultat.

1.5.3.b. Raisonnement par ’absurde

On souhaite démontrer qu'une proposition P est vraie. Le raisonnement par P’absurde \ {7 /1 52 1IE 75\
consiste & supposer que P est fausse, c’est-a-dire a supposer que non(P) est vraie et montrer que cela
conduit a une contradiction. On en déduit alors que P est vraie.

EXEMPLE 68 — Démontrons que /2 est un nombre irrationnel' \ TLFIEL\.

Preuve : Supposons, par Uabsurde, que v/2 est un nombre rationnel. Alors il existe deux entiers p € Z et
q € N*, premiers entre eux’\ H.% /H i\, tels que /2 = b
q

On a donc 2¢* = p%. On en déduit que p* est pair. Or, nous avons vu & lexemple 67 que pour tout
n € Z, sin? est pair alors n est pair. Donc p est pair. Il existe donc k € Z tel que p = 2k. On a donc
p? = 4k?, puis 2¢°> = 4k>. Donc finalement, ¢ = 2k%. On en déduit que ¢° est pair. Donc, comme
précédemment, q est pair.

On en déduit que 2 divise \FER\ p et 2 divise q. Ceci est absurde \7'J&\ car cela contredit le fait que
p et g sont premiers entre eux!

Done V2 est un nombre irrationnel.

1. L’ensemble des nombres irrationnels est R\ Q : ce sont les nombres réels qui ne sont pas des nombres rationnels
2. Si un entier naturel d divise p et divise ¢q alors d = 1
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1.5.3.c. Raisonnement par disjonction de cas
Le raisonnement par disjonction de cas \ 777511\ permet de simplifier un raisonnement en distinguant
toutes les situations possibles. Cela est notamment utilisé lorsque la proposition dépend d’une variable x.

(n+1)

n .
EXEMPLE 69 — Démontrons que, pour tout n € N, 5 est un entier naturel.

Preuve : Soit n € N. Distinguons les cas selon que n est pair ou n est impair.
e 1°" cas : n est pair. Alors il existe k € N tel que n = 2k. On a donc
nn+1) 2k(2k+1)

= = k(2k + 1
5 5 (2k +1)

et k(2k + 1) est un entier naturel.
e 274 cas : n est impair. Alors il existe k' € N tel que n = 2k' + 1. On a donc
nn+1) (2K +1)(2k +2)

5 = 5 = (2K +1)(K" + 1)

et (2" +1)(k' + 1) est un entier naturel.

nn+1)

e Donc, dans tous les cas, est un entier naturel.

D’ou le résultat.

1.5.3.d. Raisonnement par récurrence
Soit P(n) une proposition dépendant d’une variable n € N. Soit ng € N.

Démontrer par récurrence \ %70 741%\ que la proposition « Vn > ng, P(n) » est vraie repose sur le
principe suivant :

Si P(ng) est vraie (initialisation \ % —% /215 0%%\) ET pour tout n > ng, « P(n) = P(n+ 1) » est
vraie (hérédité \ 55 0 /HEi% DY) ), alors, pour tout n > ng, P(n) est vraie.

REMARQUE 70 — En général, ng vaut 0, 1 ou 2.
On peut donc, par exemple, rédiger un raisonnement par récurrence comime suit :

« Démontrons le résultat par récurrence. Notons, pour tout entier n > ng, P(n) la propriété

» »

...... >

e Initialisation : Vérifions P(ng) (ce ng est a déterminer en fonction de l'énoncé et la
vérification est souvent facile.)

D’ou P(TLQ)
o Hérédité : Soit n > ng. Supposons P(n), montrons P(n+1). Dans cette étape, on va utiliser
la propriété P(n), qui est I’hypothése de récurrence \JAPRIX\.

Dot P(n +1).

Par récurrence, on en déduit donc que, pour tout n > ng, on a P(n).
n(n+1
EXEMPLE 71 — Démontrons que, pour tout n € N*, 1 +2+ ...+ n = (TH

Preuve : Démontrons le résultat par récurrence. Notons, pour tout n € N*, P(n) la propriété :

1
«1+2+...+n:%».
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1(141)

e [nitialisation : Pourn=1, on a 1 = . Dot P(1).

o Hérédité : Soit n > 1. Supposons P(n), montrons P(n+1) :

1)(n +2
«1+2+...+n+(n+1):%»,
On a

1424+...4n+(n+1)=104+2+...4n)+ (n+1).

Donc d’aprés Uhypothése de récurrence P(n),

1+2+...+n+(n+1)=n(nT+l)+n+l
nn+1)+2(n+1)
2
n?+3n +2
2
(n+1)(n+2)
2

D’ou P(n+1).
n(n+1)

Par récurrence, on a donc démontré que, pour toutn e N*, 1 +2+...+n = 5

Le principe que I'on vient de détailler est appelé une récurrence simple \ 55 —%7"% 94/ 7%\ : on déduit
P(n + 1) directement de P(n). Parfois, on ne peut déduire P(n + 2) que de P(n + 1) et P(n). On parle
alors de récurrence double \ PV 74474\ . Le principe est le suivant :

Si P(ng) et P(ng + 1) sont vraies (initialisation) ET pour tout n > ng, la proposition « (P(n) et
P(n+1)) = P(n+2) » est vraie (hérédité), alors, pour tout n > ng, P(n) est vraie.

EXEMPLE 72 — Soit (un)nen la suite \Z0U5|\ définie par

UOZQ,
U1:3,

pour tout n € Nyupyo = 3upy1 — 2uy,.

Démontrons que, pour tout n € N, u, =1+ 2".

Preuve : Démontrons par récurrence le résultat. Notons, pour tout n € N, P(n) la propriété :
Uy = 142" ».
e Initialisation : On aug =2 =142 et u; =3 =1+ 2! donc P(0) et P(1) sont vraies.
o Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n) et P(n+ 1), montrons P(n + 2) :
CUpyo = 142712 »,

On a Upy2 = 3Upy1 — 2uy,, donc par hypothéses de récurrence,

Uppo =3 x (14+2"T1) =2 x (142")
=3+3x 2"t 2 ontl
=1+4+(3-1)x2"H!
=1+2x2"
=1+2"2

Dot P(n +2).

Par récurrence, on a donc démontré que, pour tout n € N, u, =1+ 2",
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Enfin, il arrive que P(n + 1) ne puisse se déduire que de P(ng), P(ng + 1), ..., P(n). On parle alors de
récurrence forte \ 5 _ZU YL /9REUF YA\ Le principe est le suivant

Si P(ng) est vraie (initialisation) ET pour tout n > ng, la proposition « (P(ng) et P(no+ 1) et ... et
P(n)) = P(n+ 1) » est vraie (hérédite), alors, pour tout n > ng, P(n) est vraie.

n

EXEMPLE 73 — Soit (u,)nen une suite réelle telle que ug > 0 et pour tout n € N, u,y1 < Zuk,
k=0
Montrons que, pour tout n € N, u,, < 2"uyg.
Preuve : Démontrons le résultat par récurrence. Notons, pour tout n € N, P(n) la propriété :

< Up < 2"ug ».

e Initialisation : On a ug < 2%uq, donc P(0) est vraie.

e Hérédité : Soit n € N. Pour tout k € {0,...,n}, supposons P(k). Montrons P(n+1) :
& Upy1 < 2" ug ».

n

On a upy1 < Z ug. Donc par hypothéses de récurrence,

k=0
n n
ontl _q
Up4+1< Z2ku0 = ug Z2k =u5
k=0 k=0
< 2™ty car ug < 0.
D’ots P(n+1).

Par récurrence forte, on en déduwit donc que, pour tout n € N, u,, < 2Muq.

xn-&-l

six#1

n
Rappelons que pour tout n € N et pour tout = € C, ka = z—1 . Cette somme

k=0 n+1l siz=1
s’appelle une somme géométrique \ =5 12747\ .

1.5.3.e. Raisonnement par analyse-syntheése

Lorsque 'on veut chercher les solutions d’un probleme et montrer que celles que ’on a trouvées sont les
seules, on utilise le raisonnement par analyse-syntheése \ 77745574\

Ce raisonnement s’effectue en deux étapes :

1. Analyse : On suppose que I'on a une solution du probléme et on cherche a déterminer le maximum
de propriétés vérifiées par cette solution.

2. Synthése : On détermine parmi les éléments vérifiant les propriétés obtenues dans ’analyse quels
sont ceux effectivement solutions du probleéme (il n’y en a pas d’autres).

On obtient ainsi I’ensemble des solutions du probléme.

Ce raisonnement est particulierement utile pour démontrer I'existence \ 177E1%\ et unicité \ME—%\
d’une solution & un probleme.

EXEMPLE 74 — Déterminons l’ensemble des fonctions f : R — R telles que, pour tout (x,y) € R?,
fly=f@)=2-2—-y.

Preuve : Raisonnons par analyse-synthése.

e Analyse : Soit f : R — R une fonction telle que, pour tout (z,y) € R?, f(y — f(z)) =2 -z —y.
Soit x € R. Prenons y = f(x) € R. Alors f(0) =2 —z — f(x). Donc f(z) =2— f(0) — x.

Donc f est de la forme f(x) =a—z ot a € R.
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e Synthése : Déterminons parmi les fonctions de la forme x — a — x celles qui vérifient la condition
de l’énoncé. Soit a € R. Soit f:x+— a —x.

On a

fly—f(@) = fly—(a—x))
=fly+x—a)

Donc f vérifie la condition de I’énoncé si et seulement si 2a = 2, soit encore si et seulement si a = 1.
e Conclusion : Il existe donc une unique fonction vérifiant la condition de l’énoncé, c’est la fonction
r—1—x.
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Chapitre 2 Vecteurs du plan et de ’espace

Dans ce deuxiéme chapitre, nous commencons par introduire le vocabulaire utilisé en géométrie \ JL\,
puis nous nous intéressons aux vecteurs, utilisés notamment en physique.

2.1 VOCABULAIRE EN GEOMETRIE

2.1.1 Géométrie dans le plan

On introduit tout d’abord le vocabulaire utilisé lorsque I'on fait de la géométrie dans le plan \“F[fl\, aussi
appelée géométrie plane \“F-[i JL{T\.

Vocabulaire Définition/Illustration Vocabulaire Définition/Illustration
Un ensemble de points
Point . Flg,ur.e
A\ (géométrique)
\ B\
Droite Demi-droite
\E£&\ \ST4\
Milieu d’un
Segment segment
IEEF §
\EBE \E B
Droites sécantes Droites paralleles
\FHAC I E 2R\ \ P74\
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2.1. VOCABULAIRE EN GEOMETRIE

Angle droit
\EA

Droites
perpendiculaires

\EEMHELZ\

Droites confondues

\EEHIEL\

Points alignés

\FEAZ AR\

Médiatrice d’un

La droite passant par le
milieu du segment et qui
lui est perpendiculaire.

Point d’intersection segment,
\Z RN \ LB HIEE T
%\
Le point d’intersection de
D et de la droite Figure plane formée par
Projection perpendiculaire a D une ligne brisée et fermée
orthogonale (ou passant par M.
projeté orthogonal)
d’un point M sur Polygone
une droite D \Z I
\ENREIREFES
MEE (IEX) #&
-7
Segmen‘;gluyl gi)cr)lr;stltue le Intersection de deux cotés
Coté d’un polygone Sommet
\Z A\ \ZHARHITIH )\
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2.1. VOCABULAIRE EN GEOMETRIE

Diagonale

\R A

Segment qui relie deux
sommets non consécutifs

\FELRAT\

Triangle
\=ATE\

Polygone a trois cotés

Triangle isocele

\FEE=MIE\

Triangle équilatéral

\EA=ATE\

Polygone a quatre cotés

Triangle rectangle Quadrilatere
\EA =T\ \ P
Parallélogramme Rectangle
\ AT \FEFE\
Losange Carré
\E\ \IEF T\
Trapeze \ B\ Cercle \ [5]\

Symétrique d’un
point par rapport a
une droite
\EPTARRTHREE
LRRINFR () \

Symeétrique d’un
point A par rapport
a un point O

\AART HOXFR\
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2.1. VOCABULAIRE EN GEOMETRIE

Les définitions et propriétés des quadrilateres particuliers (parallélogramme, rectangle, losange et carré)
sont a connaitre et seront rappelées en TD.

2.1.2 Géométrie dans ’espace

Un plan est défini par trois points non alignés ou deux droites sécantes ou deux droites strictement
paralleles (paralléles et non confondues).

Un plan est une partie de I’espace \%*[f]\. Le vocabulaire introduit dans la partie précédente est donc
encore utilisé lorsque 'on fait de la géométrie dans l’espace.

Vocabulaire Définition/Illustration Vocabulaire Définition/Tllustration
Droites (ou points)
appartenant a un méme Droites paralleles.
plan.
Droites (ou.pomts) Droites de méme
coplanaires direction
\FEHEHIEZ\
Prmtes dam sont parallele\s Droites sécantes et
a des droites se coupant a
. orthogonales.
angle droit.
Droites Droites
orthogonales perpendiculaires
\IEXZ B\ \EHHEZ\
Sphere Cube
\BRTHT\ \ S 1\
Tétraedre Cylindre
\ U A\ \EFE\
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2.2. NOTION DE VECTEURS ET OPERATIONS ELEMENTAIRES

2.2 NOTION DE VECTEURS ET OPERATIONS ELEMENTAIRES

2.2.1 Définitions

DEFINITION 1

Soient A et B deuz points du plan ou de 'espace. Le vecteur \ ||\ zﬁ est défini par la donnée d’un
point A, appelé origine \IL 1\ du vecteur, d’un point B, appelé extrémité \“% i\ du vecteur, et du sens
« de A vers B ».

Si A= B, le vecteur AB est le vecteur nul \Z [ &\, noté 0.
Si A et B sont des points distincts, le vecteur /@ est donc caractérisé par :
e une direction \ /7 [\ : la droite (AB) qui le dirige,

e un sens : de A vers B,
o une norme \J0EL (AR AEIKE) \ ¢ la distance AB.

D
Un vecteur A§ est représenté par une fleche de A vers B qui indique le
sens du vecteur.

A

sl
s

DEFINITION 2
Deux vecteurs sont égaux \TH5\ s’ils ont méme direction, méme sens et méme norme.

Ainsi, on peut déplacer un vecteur en une autre ori-

gine, en respectant la direction, le sens et la norme.

Un vecteur AB peut alors se noter #, si I’'on ne sou- C

haite pas préciser 'origine et 'extrémité. On dit que u |

est un représentant du vecteur AB. 1l est entivrement /
caractérisé par sa direction, son sens et sa norme. A

PROPOSITION 3

Soient A, B, C' et D quatre points. Les vecteurs xﬁ et @ sont égaux si et seulement si le quadrilatére
ABDC est un

La norme du vecteur @ est notée ||i|| et celle du vecteur AB est notée HEH On a donc HEH = AB.
En physique, la norme est parfois appelée intensité.

DEFINITION 4
On dit qu’un vecteur i est unitaire \ LA E\ si la norme de i est égale a 1 :

llall = 1.
REMARQUE 5 — Pour un vecteur i non nul, on peut toujours associer un vecteur unitaire de méme sens
. Lo L U
et de méme direction en divisant par la norme : W est de norme 1.
U

Il est parfois plus facile de considérer des vecteurs U
ayant tous une méme origine O. A chaque point M

du plan ou de ’espace, on associe le vecteur OM.

En physique, un vecteur a parfois une origine natu-

relle. Par exemple, un vecteur associé & une force \ /]

(7)) \ est représenté & partir du point d’appli- w
cation de cette force. Un vecteur vitesse \ %5 [f] 5\
associé & un point matériel \ Jii 57\ est représenté &
partir de I’endroit ou se trouve ce point.
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2.2. NOTION DE VECTEURS ET OPERATIONS ELEMENTAIRES

PROPOSITION 6
Un vecteur 4 est nul si et seulement si sa norme est nulle :

=0« ||d| =0.
Autrement dit, pour tout point A et tout point B, B =0 si et seulement si

DEFINITION 7

o Soient @ et ¥ deuz vecteurs. On dit que @ et U sont colinéaires \1:%%\ si l'un des vecteurs est nul ou
s’ils méme direction.

e Soient i et U deur vecteurs. On dit que @ et ¥ sont orthogonauz \1E7C1V]\ si ['un des vecteurs est nul
ou s’ils ont des directions orthogonales. On note © L v

0l

VECTEURS COLINEAIRES. VECTEURS ORTHOGONAUX.

2.2.2 Somme de vecteurs

Les opérations sur les vecteurs se visualisent géométriquement.

DEFINITION 8
La somme \ [\ =1\ de deuz vecteurs @ et ¥, notée i+ U est
le vecteur obtenu par la régle du parallélogramme :

dér s ot 1= 01 et 5 - O
On considére les points O, M et N tels que @ = OM et v = O
et on construit le parallélogramme OMSN. Alors i + v = O?
On peut aussi construire directement le point S a partir du point

7 I ﬁ -

M tel que © = OM : il vérifie MS = 7.

En physique, on ne peut additionner que des vecteurs de méme dimension physique. Lorsque qu'un point
matériel M est soumis & deux forces, leffet de ces deux forces (en méme temps) est matérialisée par une
seule force, appelée résultante appliquée au point M, agissant suivant la diagonale du parallélogramme
dont les cotés sont les deux forces a additionner.

PROPOSITION 9
La somme de deux vecteurs vérifie les propriétés suivantes.

e Elle est commutative \ “CHLH /A O TSRAX—2 50\ @+ 0 =0+,
e FElle est associative \%5 5 1 /(i /L5 G\ : (W +9) + 0 = @

simplement @ + U + .
e Elle vérifie i+ 0 =0+ .

+ (U + @). On peut donc écrire plus

e Tout vecteur @ posséde un opposé \FIZI1)\, noté —i, qui vérifie @ + (—i) = (—) + @ = 0.

PRrROPOSITION 10 (Relation de Chasles)

Soient A, B et C trois points. A‘é
Alors AB + BC = . BC

=
Sy
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2.2. NOTION DE VECTEURS ET OPERATIONS ELEMENTAIRES

Les vecteurs /@ et B_1>4 sont des vecteurs : 71@ = . Cela découle de la relation
de Chasles.

PROPOSITION 11
Deux vecteurs opposés ont

PROPOSITION 12 (Inégalité triangulaire \ — ff [~557())
Soient U et U deux vecteurs. On a
@ +al - lall +[|7]] ,

avec éqalité si et seulement si U et ¥ sont colinéaires et de méme sens.

% En général, on a donc ||@ + 9| # ||d]| + ||7]|.

2.2.3 Multiplication par un scalaire

DEFINITION 13 o .
Soient A € R et 4 un vecteur. La multiplication du vecteur u par

le nombre réel \, appelé scalaire \ PR OG5 (1%L & 7
i, AR IER) \, est le vecteur, noté M\ caractérisé par :

e la méme direction que le vecteur i,
e [e méme sens que U si A > 0, et un sens opposé si A < 0,

o une norme égale a || |||

Si A =0, M est le vecteur

ProOPOSITION 14

Soient U et U deuz vecteurs. Soient X (se lit « lambda ») et p (se lit « mu ») deux nombres réels. On a
o AU+ U) =Ai+ AT,

o (A + p)i = \d + pd.

PROPOSITION 15
Soient U et U deuz vecteurs. Les vecteurs i et U sont colinéaires si et seulement s’il existe k € R tel que
U= ki ou U = kv.

REMARQUE 16 — Si l'un des vecteurs est nul alors U et U sont colinéaires.

PROPOSITION 17
Soient A, B, C' et D quatre points.
o Les points A, B et C' sont alignés si et seulement si

o Les droites (AB) et (CD) sont paralléles si et seulement si

EXEMPLE 18 — Soit ABC un triangle. Soient E, F' et G des points tels que

Ak = 1pe. cd = 208  ap = Lac

Alors les points E, F' et G sont alignés.

Preuve —
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2.3. SYSTEME DE COORDONNEES

DEFINITION 19
Soient A et B deuz points distincts. On appelle vecteur directeur \J7[7][1 &\ de la droite (AB) tout
vecteur @ colindaire au vecteur AB. On dit aussi que le vecteur @ dirige la droite (AB).

PROPOSITION 20

Soit D une droite du plan ou de ’espace passant par un point A
et de vecteur directeur u. Un point M appartient o la droite D
si et seulement si AM et d sont colinéaires. A U

DEFINITION 21
Soient U et U deuz vecteurs. On dit qu’un vecteur W est com-
binaison linéaire \“ZH2H 5\ des vecteurs i et U s’il existe
(A, 1) € R? tel que

W= A\t + po.

On dit que les vecteurs i, ' et W sont coplanaires \ [\ .

ProposITION 22
Soient A, B, C et D quatre points de ’espace. Les points A, B, C' et D sont coplanaires si et seulement
st les vecteurs ﬁ, AC et zﬁ sont coplanaires.

2.3 SYSTEME DE COORDONNEES

2.3.1 Reperes et coordonnées

DEFINITION 23

o Une base \2JiE /2E\ du plan est une famille de deux vecteurs (€1,€>) telle que tout vecteur @ du plan
s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire de €| et €5 :

Vi € RQ, 3! (.131,$2) S RQ,TZ: T1€1 + T2€h.

Les coordonnées \“ATT\ (ou composantes) du vecteur i sont x1 et xo. Lorsque la base est précisée, on
note les coordonnées (x1,x2).

e Une base de l’espace est une famille de trois vecteurs (€1, €, €3) telle que tout vecteur de l’espace
s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire de €1, €5 et €3

Vi € R3,3 ! ($1,£E2,$3) S R2,ﬂ' = x1€1 + T2€> +.’E3€3.

Les coordonnées (ou composantes) du vecteur @ sont x1, xo et xz. Lorsque la base est précisée, on note
les coordonnées (1,22, x3).
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2.3. SYSTEME DE COORDONNEES

REMARQUE 24 —
e Dans le plan, une base est constituée de deux vecteurs non colinéaires.

e Dans l’espace, une base est constituée de trois vecteurs non coplanaires.

Un repere permet de définir la position d’un point.

DEFINITION 25
Un repére \"eFR 7\ du plan est I'ensemble constitué

d’une origine O quelconque et d’une base de vecteurs
(€1,€5). Les coordonnées (xpr, ynr) d'un point M dans
le repere (O, €71, E2) sont les coordonnées du vecteur

——
OM dans cette base :

— R R
OM = xp €1 + ypeo

et M a pour coordonnées (xpr,ynr)-

DEFINITION 26

ZM N
Un repére de l’espace est l’ensemble constitué AN
. . N\
d’une origine O quelconque et d’une base de vecteurs N
(€1, E5,€3). Les coordonnées (xar,yar,zar) d’un point = ‘ M
N 5 5 o . -
M dans le repére (0, €1, €a,€3) sont les coordonnées 34 |
du vecteur OM dans cette base : |
|
— — - ‘ >
OM = xp€1 + yp€o + zp€3 O 1 €2 Ym
N l 4
N | 7
et M a pour coordonnées (Tnr,Yn, Zn)- €1 oo
N
TMA-----=-=—=== N

De tels repéres sont parfois appelés reperes cartésiens \ i JLALFR 7 /P [ H A ALFR R\ et les coordonnées
sont appelées coordonnées cartésiennes. Muni d’un repere, le plan peut étre identifié & R? et 'espace & R3.

2.3.2 Calculs avec les coordonnées

Dans cette partie, on consideére un repere (O, €1, €2, €3) de I'espace. Les résultats sont donnés dans I’espace
mais sont également valables dans le plan en enlevant la coordonnée selon I'un des vecteurs de la base.

ProprosITION 27
Soient U et U deux vecteurs de coordonnées respectives (z,y, z) et (x',y',2"). Soit X € R. Alors

e Les vecteurs U et U sont égaur si et seulement sixz=xa', y=1vy etz =2'.
e Le vecteur @+ U a pour coordonnées (x + ',y +y',z+ 7).

o Le vecteur M a pour coordonnées (Ax, Ay, Az).

Preuve —
e Cela découle de 'unicité des coordonnées d’un vecteur dans une base.

e Ona @ =x€] +yés + 2835 et ¥ = a'€ + y'é + 2'€3. Par somme des deux vecteurs, on obtient donc
U+ 7 =126 +yés+ 285 +2'6 +y'ér+2E=(x+2)e1+ (y+y)ex+ (z+2)es.
Le vecteur @ + ¥ a donc pour coordonnées (z + z’,y +y', z + 2/).
e On a
= )\(1‘51 + yéa + 253)
= (Ax)é1 + (A\y)é2 + (A\z)es.

Le vecteur A4 a donc pour coordonnées (Az, Ay, Az).
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PROPOSITION 28
Soient A et B deux points de l’espace de coordonnées respectives (xa,ya,z24) et (xp,ys,28). Alors

e Le vecteur A§ a pour coordonnées (X — Ta,YB — YA, 2B — ZA),

TA+Tp Yya+ys ZA+zB>

o Le milieu du segment [AB] a pour coordonnées ( 5 5 5
Preuve —
e On applique la relation de Chasles en introduisant le point O, origine du repére :

AB =

Le vecteur A§ a donc pour coordonnées (g — T A,YB — YA, 2B — ZA)

e Notons I le milieu du segment [AB]. On a , donc par égalité des coordonnées, on obtient
9
et donc
A +TB
xrr =
"t
ZA "2‘ ZB
zr =
2

D’ou le résultat.

O

EXEMPLE 29 — Soit (O, é},€5,€3) un repére de l'espace. Considérons les points A(2,0,1), B(1,—-2,1),
C(5,5,0) et D(—3,—5,6). Alors les points A, B, C et D sont coplanaires.

Preuve — Montrons que le vecteur zﬁ est combinaison linéaire des vecteurs zﬁ et zﬁ

E est combinaison linéaire de E et R si et seulement

2.3.3 Repére orthonormé

DEFINITION 30

Un repére du plan ou de lespace est dit orthogonal \ ELfIMAVE R\ si les vecteurs de la base sont deuz a
deux orthogonauz.

DEFINITION 31

Un repére du plan ou de l'espace est dit orthonormé \ 507 B fAAVE R\ si les vecteurs de la base sont
deux & deuz orthogonaux et unitaires.
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2.3. SYSTEME DE COORDONNEES

-,

En physique, les repeéres orthonormés du plan sont souvent notés (O,f, J) ou (0,€,,€,) et les reperes
orthonormés de ’espace sont souvent notés (O, i 7, k) ou (O, €, €y, €).

Rappelons I’énoncé du théoréme de Pythagore \ %)% & ¥\, qui permet de calculer des longueurs dans des
reperes orthonormés.

THEOREME 32 (Théoréme de Pythagore)
Soit ABC' un triangle. Le triangle ABC' est rectangle en B si et seulement si

AC? = AB? + BC?.
Du théoreme de Pythagore, on déduit les résultats suivants, vrais dans un repere orthonormé.

PROPOSITION 33

e Dans un repére orthonormé (O, €1, €>) du plan, le vecteur @ de coordonnées (z,y) a pour norme
[d| = Va2 +y2

e Dans un repére orthonormé (O, €, €, €3) de lespace, le vecteur @ de coordonnées (x,y, z) a pour norme

]| = 2?4+ y2 + 22.

2.3.4 Orientation du plan et de ’espace

DEFINITION 34
Dans le plan, on considére qu’un repére orthonormé (O, €y,€,) est direct \ 11 L3\ si 'angle de

T ~ o
vecteur (€1, ) vaut += (orienté dans le sens direct \J#{[A]\ ). Sinon, on dit que le repére est indirect

TR\

e

€
&) .
€1

Repere directs.  Repeéres indirects.

DEFINITION 35 .

Dans Uespace, on onsidére un repére orthonormé (O, €}, s, €3). Soient A le point tel que OA =€) et B le
point tel que OB = é3. Pour distinguer les repéres directs et indirects, nous pouvons utiliser la régle du
bonhomme d’Ampére. On imagine un bonhomme se tenant debout dans l’aze (0,€3) les pieds positionnés
en 0 et regardant vers A. On dit que le repere est direct si le bonhomme a le point B d sa gauche. Sinon,
on dit que le repére est indirect.

& { & ‘ &
o) @)

O
(?’l / :2 F; / ﬁ[ 52 gl

Reperes directs. Reperes indirects.
On parlera également de base directe ou indirecte.
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