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Exercice 1 (Disjonction de cas).
1. Démontrer que, pour tout n € N, 4 divise n? ou 4 divise n? — 1.

2. Démontrer que pour tout r € R, |z — 1] < 2? —x + 1.

1. Soit n € N. Distinguons les cas selon que n est pair ou impair.
e 1°% cas : m est pair. Alors il existe k € N tel que n = 2k. Donc n? = 4k? et 4 divise n2.
e 224 cas : n est impair. Alors il existe k' € N tel que n = 2k’ + 1. Donc n? = 4k’ + 4k’ + 1 puis n? — 1 = 4(k'2 + k')
et k2 + k' € N. Donc 4 divise n2 — 1.
e Donc, dans tous les cas, 4 divise n? ou 4 divise n? — 1.
D’ou le résultat.
2. Soit z € R.
elrcas:xz>1. Alorsz—1>0,donc [z — 1] =z — 1.
On a donc

22—z4+1—|ze—1=a?>-z+1—(x—1)

:z2—2x+2
=(@-1)2%2+1
> 0.

Donc |z — 1| <22 —z + 1.

e2tdcas:z < 1. Alorsz —1<0,donc |z —1|=—(z—1)=—z+ 1.

On a donc

22 —z+l—|z—1=a’-24+1+(x—1)
2

> 0.

Donc |z — 1| < 22 —z + 1.
e Donc, dans tous les cas, |z — 1| < 22 —xz + 1.
D’ou le résultat.
Exercice 2. Démontrer par contraposée les propositions suivantes :
1. Soit (z,y) € R%. Siz £y alors (x + 1)(y — 1) # (z — 1)(y + 1).
2. Soit x un réel. Si, pour tout € > 0 , |z| < ¢, alors = = 0.

1. Montrons, par contraposée, que si  # y alors (z + 1)(y — 1) # (x — 1)(y + 1).
Supposons que (z 4+ 1)(y — 1) = (x — 1)(y + 1).
Alorszy—z+y+1=zy+x—y+ 1, donc —x 4+ y = & — y, soit 2 = 2y. Donc finalement, z = y.
Donc par contraposée, si z # y alors (z +1)(y — 1) # (z — 1)(y + 1).
2. Montrons, par contraposée, que si pour tout € > 0, |z| < € alors z = 0.
Supposons que x # 0. Montrons qu’il existe € > 0 tel que |z| > €.
x T
Prenons € = % Alors e > 0 et |z| > |—2‘ =
11 existe donc € > 0 tel que |z| > «.
Donc, par contraposée, si pour tout € > 0, |z| < € alors z = 0.



Exercice 3. Démontrer par ’absurde que si n est le carré d’'un nombre entier non nul alors 2n n’est pas le
carré d’un nombre entier.

Soit m un nombre entier tel que n est le carré d’un nombre entier non nul. Supposons par I’absurde que 2n est le carré d’un
nombre entier.

Comme 7 est le carré d’un nombre entier non nul, il existe k € N* tel que n = k2. Comme 2n est le carré d’un nombre

entier, il existe p € N tel que 2n = p°.

2
On a donc 2k2 = p2 et k est non nul. Donc 2 = 2—2 On en déduit que V2 = % ce qui est absurde car /2 est un nombre
irrationnel.

Donc 2n n’est pas le carré d’un nombre entier.
D’ou le résultat.
Exercice 4. Démontrer par récurrence les propositions suivantes :

- 1)(2n +1
1. PourtoutnGN*,ZkQZn(n+ )6( n+ )
k=1

2. Pour tout n € N, 4™ 4+ 5 est un multiple de 3.
3. Soit x € R%. Pour tout n € N, (1 +z)" > 1+ nx.

4. Soit (un)nen la suite définie par ug = 0, u; = 1 et pour tout n € N,

Ung2 = DUpy1 — Ouy.

Alors, pour tout n € N, u,, = 3™ — 2".
5. Soit (vn)nen+ le suite définie par v; = 3 et pour tout n € N*,
2 n
Vpy1 = — Y Vk.
n+1 n ]; k

Alors, pour tout n € N*, v, = 3n.

1. Démontrons le résultat par une récurrence simple. Notons, pour tout n € N*, P(n) la propriété
Zkz n+1)(2n+1)

1x2x3
o Initialisation : Pour n=1,ona 12 =1= —/———-",

e Hérédité : Soit n € N*. Supposons P(n), montrons P(n + 1) :

n+1
ZkQ n+1(n+2)(2n+3)
6
n+1
On a Z k2 = Z k2 4+ (n+1)2
Donc, d apres I’ hypothese de récurrence P(n),
- 1)(2n + 1
> k= nintD@n+1) )6( ntD | g2

n(n+1)(2n+1) +6(n+1)
(n+ 1)(n(2n4(:1) +6(n+1))
_ (n+1@2n? +67n +6)
_ (n+1)(ni2)(2n+3).
6

D’ou P(n+1).

n(n+1)(2n + 1).

n
Par récurrence, on en déduit que pour tout n € N*| E k2 = 5

k=1



2. Démontrons le résultat par une récurrence simple. Notons, pour tout n € N*, P(n) la propriété « 4™ + 5 est un
multiple de 3 ».
e Initialisation : Pour n =0, 4° + 5 = 6 = 2 x 3, donc 4% + 5 est un multiple de 6. D’ot1 P(0).
e Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n), montrons P(n + 1).
Par hypothese de récurrence, il existe k € Z tel que 4™ + 5 = 3k, donc 4™ = 3k — 5.
On a donc
4t 45 =4x4" 45

=4xBk—-5)+5

=4x3k—15

= 3(4k — 5).

Donc 4™*1 4 5 est un multiple de 3.
D’ou P(n+1).
Par récurrence, on en déduit donc que pour tout n € N, 4™ + 5 est un multiple de 3.

3. Démontrons le résultat par une récurrence simple. Notons, pour tout n € N*, P(n) la propriété « (1+z)™ > 1+ nx ».
e Initialisation : Pour n =0, (1+)° =1 > 140 x z. D’ott P(0).

e Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n), montrons P(n + 1).
Ona (1+2z)"! = (1+2z)" x (1+z).
Donc, d’apres ’hypothese de récurrence,

142" > A +nz)(1+2)
=1+ z + nz + na?
= 1+(n+1)z+na¢2
>1+(n+ 1)z

car nz? > 0.
D’ou P(n +1).
Par récurrence, on a donc montré que pour tout n € N, (1 + z)™ > 1+ nz.

4. Démontrons le résultat par une récurrence double. Notons, pour tout n € N, P(n) la propriété « u, = 3™ — 2™ »
e Initialisation : Pour n = 0, ugp = 0 = 3% — 20, d’ott P(0). Pour n = 1, u1 = 1 =31 — 21 d’ot P(1).
e Hérédité : Soit n € N. Supposons P(n) et P(n + 1), montrons P(n + 2).

On a up4+2 = dup+1 — 6uy,, donc par hypotheses de récurrence,
Unpo = 5(3"TL —2nt1) _ (3" — 2n)
=5x 3"l 5 xontl g gntl 3« ontl
=3ntl(5-2)—2ntl(5-3)
— 3n+2 _ 2n+2.

D’ou P(n + 2).
Par récurrence, on a donc démontré que pour tout n € N, u,, = 3" — 2.
5. Démontrons le résultat par une récurrence forte. Notons, pour tout n € N*, P(n) la propriété v, = 3n.
e Initialisation : Pour n =1, vy =3 =3 x 1. D’ou P(1).
e Hérédité : Soit n € N*. Pour tout k € {0,...,n}, supposons P(k). Montrons P(k + 1).

n
2
On a vpq1 = — E vg. Donc par hypothéses de récurrence,
n
k=1

'Un+1:%zn:3k
6k:1
=>Y k&

6 n(n+1)
n 2
(n+1).

Il
w

D’ou P(n+1).
Par récurrence, on en déduit donc que, pour tout n € N*, v, = 3n.
Exercice 5. Démontrer par analyse-synthese les propositions suivantes :
1. Toute fonction de R dans R s’écrit, de fagon unique, comme la somme d’une fonction paire et d’une
fonction impaire.

Autrement dit, pour toute fonction f: R — R, il existe une unique fonction paire g : R — R et
une unique fonction impaire h : R — R telles que f = g + h.



2. 1l existe une unique fonction f : R — R telle que, pour tout (z,y) € R?,

f@)fly) — flzy) =2 +y.

1. Soit f une fonction de R dans R. Raisonnons par analyse-synthese.

e Analyse : Supposons qu’il existe une fonction paire g : R — R et une fonction impaire h : R — R telles que
f=g+h Soitz€R. Ona

{f(z> = g() + h(x)

f(=z) = g(—=) + h(—2) = g(z) — h(z),
car g est paire et h est impaire.

On en déduit que

g9(z) = W et h(z) = W

Ainsi, on a démontré que si f s’écrit sous la forme f = g+ h avec g : R — R paire et h : R — R impaire, alors g et
h sont données par les formules ci-dessus et sont donc uniques.
e Synthese : Regardons si ces fonctions vérifient les conditions de I’énoncé. Posons, pour z € R,

9(x) = W et h(z) = W
Alors, on a f =g+ h.
De plus, pour tout = € R,
9(—2) = w — (@) et h(—z) = f(—x); f@) _ I fo(fx) .

et donc la fonction g est paire et la fonction h est impaire.
Conclusion : on a donc démontré que toute fonction s’écrit de facon unique comme la somme d’une fonction paire et
d’une fonction impaire.
2. Raisonnons par analyse-synthese.
e Analyse : Soit f: R — R une fonction telle que, pour tout (z,y) € R?, f(x)f(y) — f(zy) = = + y.
Pour (z,y) = (0,0), on a f(0)2 — £(0) = 0, soit f(0)(f(0) — 1) = 0. Donc f(0) =0 ou f(0) = 1.
Pour (z,y) = (1,0), on a f(1)f(0) — f(0) = 1. On en déduit que f(0) # 0. Donc f(0) = 1.
Soit z € R. Prenons y = 0. Alors f(z)f(0) — f(0) = , soit f(z) — 1= =.
Donc finalement, f(z) =z + 1.
e Synthése : Vérifions que la fonction f : x — x + 1 vérifie la condition de I’énoncé.
On a

F@f) - flzy) =+ Dy +1) — (zy + 1)
=zyt+zx4+y+1l—ay—1
=zr+y.

Donc f est bien solution du probléme.

Conclusion : Il existe une unique fonction f vérifiant, pour tout (z,y) € R?, f(z)f(y) — f(zy) = = +y, c’est la fonction
r+— x+ 1.



