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CORRIGE DU TD N° 10

Polynomes irréductibles, polynomes d’interpolation de Lagrange et divers

17 mar1 2021

Exercice 1 (Entrainement).
1. Décomposer en produit d’irréductibles dans R[X] les polynomes suivants :

(a) X*+3X?—14, (c) X°—1,
(b) X8 —1, (d) X%+ X604+ X3 +1

2. (a) Déterminer un polynome de degré 2 tel que P(—1) = 1, P(0) = —1 et P(1) = —1. Ce polynéme
est-il unique ?

(b) Déterminer tous les polynémes P € R[X] tels que P(—1) =1, P(0) = —1 et P(1) = —1.

1. (a) Ona X% +3X2-4=P(X%)ou P=X2+3X —4.
Or P= (X —1)(X +4).
Donc X4 +3X%2 —4= (X2 -1)(X?2+4) = (X - 1)(X + 1)(X% +4).

(b) X8 —1=(X*—1D)(X*+1)=(X2-D(X2+1)(X*+1) = (X —1)(X +1)(X2 +1)(X*+1). Tl reste donc &
factoriser X4 — 1 en regardant les racines 4-iémes de I'unité.

X4 41 (X _ 6i7r/4)(X _ 63i7r/4)(X _ 651'71'/4)(X _ 6'7'L"rr/4)
_ ((X _ ei7r/4)(X _ €7i7r/4)> ((X _ 63i1r/4)(X _ 65i7r/4))

= (X2 -V2X+1)(X2+V2X +1).

Les deux polynémes de degré 2 que ’on obtient n’ont pas de racines réelles, ils sont donc irréductibles dans
R[X].
D’ou

X8 1= (X -1)(X+1D)(X%+1)(X? - V2X + 1)(X? +V2X +1).

(¢) On factorise sur C puis on regroupe les termes conjugués :

2im 4im 6im 8im

)X —em ) (X —e 5 )(X —e5)

2im —2ix dim —dim

)X —eTm (X —e 5 ) (X —eT5 )

X' —1=(X-1)(X—e

=(X-1(X—e
2 4
= (X —1)(X2 - QCOS(?“)X +1)(X2 - 2cos(?7r)X +1).
(d) On va commencer par décomposer Q(X) = X3 + X2 + X + 1, dont —1 est racine évidente. On en déduit

QUX) = (X +1)(X2 1) = (X + (X — i)(X +9).
Ona P(X) = Q(X3) = (X3 +1)(X3 —i)(X3 +1) et il s’agit maintenant de trouver les racines 3-iemes de —1, 4

et —i.
) T —
Les racines cubiques de —1 sont —1, '3 et e 3.
. . . i s Pk 9 ;3T .
Les racines cubiques de ¢ = e'2 sont e*6,e" 6 ete' 6 =e'2 = —i.

i _i5m .
Les racines cubiques de —i sont les conjuguées de celles de i, & savoir e ‘6, e ' 6 et i.
On trouve donc la factorisation

XOFXOLXB41 = (XH1)(X+i) (X —i) (X = e™/3) (X —e77/3) (X = e™/0) (X —e7"™/6) (X —e'™/5) (X —e7i"/5)
Dans R[X], on peut factoriser sous la forme

X944 X0 X3 1= (X 4+ D)X+ D)(X2 - X+ 1)(X?—V3X +1)(X2+V3X +1)



2. (a) Considérons les polynémes de Lagrange Lo, L1 et Lo associés & zg = —1, 1 = 0 et 2 = 1. Ils sont donnés par
X(X —1) X2 X

Lo= —D(—1-1 2
_X+NX -1 e
T To+rno-1) (x*—1),

X+DX X?24+X
Ly = -
(1+ D)1 2

Alors un polynoéme qui convient est le polynéme
Py=1Lo—1L1 — 1Ly = X? - X — 1.

C’est le seul qui convient, car si P est un polynoéme de degré (inférieur ou égal &) 2 qui convient, alors P — Py
est de degré au plus 2 et admet au moins 3 racines : c’est donc le polyndéme nul.

(b) Soit P un tel polynéme. Alors, utilisant le polynéme Py introduit & la question précédente, et posant Q = P — Py,
on a Q(—1) = Q(0) = Q(1) = 0. Autrement dit, @ est divisible par (X + 1)X(X — 1) = X3 — X, et P s’écrit

P(X)=X?-X-1+(X*-X)R

avec R € R[X]. Réciproquement, tous les polynémes de cette forme conviennent.
Exercice 2. Soit a €]0, w[. Soit n € N*. Factoriser dans C[X| puis dans R[X] le polynéme
X2 —2cos(na)X™ + 1.

Les racines de X2 — 2cos(na)X + 1 sont €@ et e~*™? puis que le produit des racines vaut r1r2 = 1 et leur somme vaut
r1 + r2 = 2cos(na).

Donc X .
X" _2cos(na)X™ +1 = (X" — )(X" — e "),

Soit z une racine complexe de X™ — e'™®.

’ z
Alors 2™ = (em)n donc — est une racine n-ieme de 'unité.
e
z .
Il 2ikw/n _
Donc i E{e |ke{0,...n 1}}

Donc les racines de X™ — ei® sont les e@+2ik7/n oy k € {0,...,n —1}.

2 € C est racine de X" — '@ si et seulement si Z est racine de X" — e~ "% par passage au conjugué. Donc les racines de
X" — e~ sont les e 10— 2T/7 oy k€ {0,...,n — 1}.

Donc
n—1 n—1
x2n _ 2cos(na)Xn +1= H(X _ ez‘a+2ik7r/n) H(X _ efia72ik7r/n).
k=0 k=0

Il s’agit de la factorisation dans C[X].

On regroupe les termes conjugués pour obtenir la factorisation dans R[X] :
n—1 n—1 9%k
X2 —2cos(na)X™ +1= H(X — elat2ikn/ny(x _ gmta—2ikm/ny I_I(X2 — 2cos (a + —ﬂ—) X +1).
n
k=0 k=0

11 s’agit de la factorisation dans R[X].

Exercice 3. Montrer que le polynome X3 + X + 1 est irréductible dans Q[X].

Le polynéme X3 4+ X + 1 étant de degré 3, nous avons vu en cours qu'il est irréductible si et seulement s’il n’admet pas de
racines dans Q.

Supposons qu’il existe r € Q tel que r soit racine de X3 + X + 1. r s’écrit r = b avec p € Z et ¢ € N* et on peut supposer p
q

et g premiers entre eux.

On a donc p? + pg? + ¢® = 0, soit p(p? + ¢*) = —¢°.

Donc p | ¢®. Or p et ¢ sont premiers entre eux donc d’aprés le lemme de Gauss, p | ¢?, puis de méme p | ¢ et enfin p | 1.
Donc p = +1.

On a p? = —q(q? + pq) donc q | p3. Donc q = 1.
Donc r = £1.
Mais 1 et —1 ne sont pas racines de X3 + X + 1.

Donc X3 4+ X 4+ 1 n’a pas de racines dans Q et est donc irréductible (car de degré < 3).



Exercice 4. Montrer que pour tout n € N, il existe des réels Ao, ..., A, tels que pour tout P € R, [X],

/01 P(t)dt = ;A’“P (i) .

k
Posons, pour tout k € {0,...,n}, z = —. Alors les z;, sont deux & deux distincts.
n

1
Notons Lo, ..., Ly les polynémes de Lagrange associés aux . Posons, pour tout k € {0,...,n}, \p = fo L (t)dt,

Soit P € Ry [X].

k
D’apres le cours, on a P = g Z*O P(xg)Ly = § Z*O P (7) L.
- - n
Donc en intégrant, on obtient

n

[roa=3 [Cr(E) o= [Crowr (£).
0 k=00 =00
D'on /1 P(t)dt = zn:xkp (S) ,

0 k=0

Exercice 5. Considérons 'application
[ RX] = R[X], P(X)— XP'(X)- P(X)

définie sur ensemble R[X] des polynomes.
1. Montrer que f est linéaire.
2. Déterminer le noyau de f.
3. Soit n € N*.
(a) Montrer que f(R,[X]) C R,[X].
(b) Soit 'endomorphisme

g : Ry[X] = R,[X], P(X) — XP'(X) - P(X).

Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de R,, [X].
(¢) Déterminer une base de Im(g).
4. L’application f est-elle surjective ?
5. Exprimer (f o f)(P) pour tout P € R[X].

6. Déterminer le noyau de f o f.

1. Soient (P,Q) € R[X]% et (\,7) € RZ :

fOAP +1Q) XAP+7Q) — (AP +1Q)
AMXP' —P)+~(XQ - Q)

A(P) +7£(Q),

Donc f est donc linéaire.
2. Soit P = ZZ:O arXF € R[X]. Alors :

PeKer(f) < f(P)=0 <+ Z(kf DapX* =0
k=0
<— Vi#1l,a;,=0 <= P=a1X < P € Vect(X).
On a donc Ker (f) = Vect(X).

3. (a) Soit P € Ry[X]. Pestdelaforme Y, apX® Onaalors f(P) =, (k—1)axX" € Ry[X]. Par conséquent,
F(Rn[X]) C Rn[X].

REMARQUE 1 — Ceci permet de montrer que l’application g de la question suivante est bien définie.



(b) Pour tout k € N,0 < k <n, g(X*) = (k- 1)XF. On en déduit la matrice de g dans la base canonique B :
-1
Mg(g) = Diag (—1,0,1,2,--- ,n—1) =
n—1

(C) Im(g) = VeCt(g(l)vg(X)’ g(XQ) e 7g(Xn)) = VeCt(flz 07 X27 B} ('I’L - I)Xn) = VeCt(L X27 U 7Xn) La
famille (1, X2,---X™) est une famille génératrice de Im(g). C’est également une famille libre car c’est une
sous-famille de la base canonique. C’est donc une base de Im(g).

4. L’application f n’est pas surjective car X n’a pas d’antécédent. En effet, pour tout P = ZZ:O apX* € RIX] :

FP) =) (k=D X* # X

k=0

puisque le coefficient de X dans I’expression f(P) vaut 0.
Remarquons que 'application g n’est pas surjective car dimIm (¢g) = n < dimR,[X] =n + 1. Donc Im(g) # R, [X].

5. Soit P € R[X] :
(fo f)(P) = f(f(P)) = X(XP' = P)' = (XP' = P)=X?P" - XP'+ P

6. Soit P € R[X]. On utilise la formule de la question précédente. Si P = ZZ:O ap Xk, alors :

(Fo HP) = lk(k—=1) —k+1a,X* = (k- 1)%arx*

k=0 k=0

En raisonnant de la méme fagon que dans la question 1., on trouve Ker(f o f) = Vect(X).

Exercice 6 (Bonus). Soit P un élément de R[X] tel que pour tout z € R, P(z) > 0. Montrer qu’il existe
deux polynomes A et B de R[X] tels que

P=A?+ B2

e Soit g € R. Montrons que si zg est racine de P de multiplicité o (non nulle) alors a est pair.
P gécrit P = (X — 20)*Q ou Q € R[X].
P admet un nombre fini de racines donc il existe un voisinage de zo de la forme Jzg — h, 2o + h[ sur lequel @ n’admet
pas de racines. La continuité de @ vu comme fonction polynomiale assure que @Q garde un signe constant. Si « était
impair, pour tout & €]zo,zo + h[, P serait du signe de Q et sur Jzg — h, zo[, P serait de signe opposé, contredisant sa
positivité. Donc « est pair.

e Le coefficient dominant ¢ de P est strictement positif. En effet, on exclut le cas ou P est constant et ou son coefficient
dominant est donc positif par hypothese. Notons d = deg(P). Alors P(z) ~ cx? au voisinage de +oo. Donc si ¢ était
strictement négatif, la limite en +co de P serait —oo, contredisant sa positivité. Donc ¢ > 0.

e Soit @ € C[X]. Notons Q = Q1 + iQ2 ol (Q1,Q2) € R[X]?.

Alors QQ = Q? + Q3.

e Le décomposition de P dans C[X] s’écrit donc

p q
P=w? [[(X - [[(X -2 (x =27,
i=1 j=1

ot w? =z, x1,...,2n sont les racines réelles deux a deux distinctes de P et 21, Z1, ..., zq, Zq sont les racines

complexes non réelles deux a deux distinctes de P, 2; la multiplicité de z; et §; celle de z; et Z;. (Rappelons que z
est racine de multiplicité m P & coefficients réels si et seulement Z est racine de P de méme multiplicité m.)

Posons Q = H;I':1(X —2;)%. Alors Q = H;ZI(X —%;)% et donc

q
[Iex =20 x —2)% =3 +q3,
j=1

olt @1 = Re(Q) et Q2 = Im(Q).
Donc P =PZ+ Pf ot Pr =w ][] (X —2:)iQ1 et Po =w ][] (X —2:)"Qo.



